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Abstract

In this paper, we consider two components system which have bivariate 
weibull model with bivariate random censored data. We proposed large 
sample test for independence based on maximum likelihood estimator and 
relative frequency estimator, respectively. Also we derive asymptotic 
properties for the large sample tests and present a numerical study.
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1. 서론

두 개의 부품으로 구성되어 있는 시스템에서 두 부품의 수명시간을 일반적으로 서

로 종속적인 확률변수로 가정하는 것이 현실적인 경우가 많다. 이는 두 개의 부품을 

가지는 시스템에서 한 부품이 고장나면 고장난 부품이 분담하던 부하가 정상부품에 

전가되어 정상부품의 고장률에 향을 미치기 때문이다. 예를 들어 사람의 양쪽 눈, 

양쪽 콩팥 등 두 부품이 쌍으로 이루어진 시스템을 생각하면 각 쌍들의 수명은 서로 

종속적인 관계에 있다. 

이와 같이 부품의 수명이 서로 종속관계에 있는 시스템의 수명시간에 대한 모형으

로서 Freund(1961), Marshall과 Olkin(1967), Block과 Basu(1974)등은 지수분포에 기

초한 이변량 지수모형를 제안하면서 그 분포의 여러 가지 중요한 성질을 밝혔다. 

한편, Lu(1989, 1992)와 Lu와 Bhattacharyya(1988, 1990)는 완전자료가 관찰되는 경우 

Freund와 Marshall-Olkin의 이변량 지수모형을  확장한 모형으로서, 수명모형에서 폭
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넓게 적용할 수 있는 이변량 와이블(BVW : bivariate Weibull) 모형을 소개하 다. 

Cho, Cha 그리고 Lee(2003), Cho, Kim 그리고 Kang(2003)은 완전자료 및 일변량 중

단자료로 관측된 경우 시스템의 신뢰도를 추정하는 문제를 연구하 으며, Cho와 

Cho(2003)은 제 1종 이변량 중단자료를 갖는 경우 신뢰도 추정문제를 연구하 다.  

한편, 현실적으로 부품들의 수명이 실험자의 의도에 의해서 또는 실험환경의 제약

에 의해서 두 부품의 수명이 임의로 중단되는 시간이 서로 다른 이변량 임의 중단된 

자료(bivariate random censored data)로 관찰되는 경우가 많이 발생한다. 예를 들어 

두 부품의 수명이 동일한 분포를 갖지 않는 경우 두 부품의 중단시간을 일변량 중단

모형보다 이변량 중단모형으로 하는 것이 타당하다. 여기서 두 부품의 중단시간이 미

리 정해진 경우는 제 1종 이변량 중단모형이 되며, 두 부품의 임의중단 시간이 서로 

같은 경우에는 일변량 임의중단 모형이 된다. 따라서 이변량 임의중단모형은 일변량 

임의중단모형 및 제 1종 이변량 중단모형의 확장된 개념으로 가장 널리 쓰이는 중단 

모형이다.

본 논문에서는 이변량 와이블모형을 따르는 두 개의 부품으로 구성된 시스템에서, 

수명시간들이 이변량 임의 중단된 자료로 관찰되는 경우를 가정한다. 우도함수 및 상

대도수에 기초한 모수의 추정량들을 각각 제안하고, 그 추정량의 근사적 성질을 밝힌

다. 또한 최우추정량과 상대도수 추정량에 기초한 두 부품의 수명시간들의 독립성에 

대한 대표본 검정법을 제안하고, 몬테칼로 모의실험을 통하여 제안된 두 검정법들을 

각각 비교한다. 

2. 개요

확률변수 (X,Y)를 두 부품의 수명시간이라 하자. 그리고 수명시간에 대한 분포를 

모수 ( ζ1,ζ2,ζ3,ρ)인 BVW 모형을 따른다고 가정한다면 결합확률 도 함수는 식 (1)

과 같이 주어진다.

             f(x,y:ζ1,ζ2,ζ3,ρ)  

          ={
ζ1(ζ2+ζ3)ρ

2x ρ-1y ρ-1exp[-ζ1x
ρ-(ζ2+ζ3)y

ρ
], 0< x< y<∞,

ζ2(ζ1+ζ3)ρ
2x ρ-1y ρ-1exp[-(ζ1+ζ3)x

ρ-ζ2y
ρ
], 0< y< x<∞,

ζ3ρx
ρ-1
exp[-ζxρ], 0< x= y<∞,

           (1)

여기서 ζ1,ζ2,ζ3,ρ>0  이고, ζ=ζ1+ζ2+ζ3이다. 

그러면 (X,Y)에 대한 결합 신뢰도 함수는 식 (2)와 같이 주어지며,

                  F(x,y)=P(X> x,Y> y)

                         = exp [-(ζ1x
ρ+ζ2y

ρ+ζ3max(x,y)
ρ)],                   (2)

( X,Y) 에 대한 조건부 신뢰도 함수는 각각 식(3)과 식(4)로 주어진다.

              F X∣Y= y (x)=P(X> x∣Y= y)
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                          = {
 exp(-ζ1x

ρ),                            y> x

 ζ2(ζ2+ζ3)
-1exp(-(ζ1+ζ3)x

ρ+ζ3y
ρ),   x≥y,

     (3)

             F Y∣X= x (y)=P(Y> y∣X= x)

                         = {
 exp(-ζ2y

ρ),                            x> y

 ζ1(ζ 1+ζ3)
-1exp(-(ζ2+ζ3)y

ρ+ζ3x
ρ),   x≤y.

     (4)

위의 식 (1)에서 ζ1=ζ2이면 두 부품의 수명시간에 대한 분포는 동일하며, ζ3=0이

면  ( X,Y)는 서로 독립인 와이블 분포를 따른다. 또한 ρ=1인 경우, ( X,Y)는 이변

량 지수분포와 동일하다.

j=1,2; k=1,2,3; i=1,2,…,n에 대하여 본 논문에서 사용되는 기호들을 소개하면 

다음과 같다.

(1) ( t x i, t y i) : i번째 시스템의 이변량 임의 중단시간. 

(2) G 1i= I(Xi> t x i), G 2i= I(Yi> t y i), G
*
ji=1-Gji. 

(3) R 1i= I(Xi<Yi), R 2i= I(Xi>Yi), R 3i= I(Xi=Yi), R
*
ki=1-Rki.

(4) Θ=(ζ1,ζ2,ζ3,θ1,θ2).

그러면 이변량 임의중단된 자료가 관찰되는 경우, i번째 시스템에서 각각의 부품들

에 대해서 다음과 같은 세 가지 경우가 발생할 수 있다.

(1) 두 개의 부품들이 모두 관찰되는 경우( G*1iG
*
2i=1).

(2) 하나의 부품만 관찰되고 다른 하나의 부품은 중단되는 경우( G 1iG
*
2i+G

*
1iG 2i=1).

(3) 두 개의 부품들이 모두 중단되는 경우( G 1iG 2i=1).

따라서 i번째 시스템의 수명시간 (x i,y i)은 다음과 같이 관찰된다. 

                (x i,y i) =  

ꀊ

ꀖ

ꀈ

︳︳︳

︳︳

 (x i,y i),   x i< t x i  , y i< t y i
 ( t x i,y i),   x i>t x i , y i<t y i
 (x i,t y i),   x i<t x i , y i>t y i
 ( t x i,t y i),   x i>t x i , y i>t y i ,

                       (5)

여기서 임의중단시간 t x i와 t y i ( i=1,2,…,n)는 모수가 각각 (ρ,θ1), (ρ,θ2)  를 갖

는 와이블 분포를 따르는 확률변수라 가정한다. 또한 생존분포는 각각 G 1(t x i :ρ,θ1)과 

G 2(t y i :ρ,θ2)이고 확률 도함수는 각각 g 1(t x i :ρ,θ1)과 g 2(t y i :ρ,θ2)이며, f(x i,y i)  와 

g 1(t x i :ρ,θ1)과 g 2(t y i :ρ,θ2)는 서로 독립이라 가정하자. 그러면 t x i= t y i인 경우는 일

변량 임의 중단모형이 되고, 중단시간 t x i와 t y i이 미리 정해진 상수값이면 이변량 제1
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종 중단모형이 된다. 

따라서 우도함수는 식 (7)과 같이 계산될 수 있다.

      L(Θ)= ∏
n

i=1
{[ f(x i,y i)⋅G 1(x i ;ρ,θ1)⋅G 2(y i ;ρ,θ2)]

C*1iC
*
2i

             ⋅[ F (x i,y i)⋅g 1(x i ;ρ,θ1)⋅g 2(y i ;ρ,θ2i)]
C 1iC 2i

             ⋅[ F X∣Y= y (x i)f Y(y i )⋅g 1(x i;ρ,θ1)⋅G 2(y i ;ρ,θ2)]
C 1iC

*
2i

             ⋅[ F Y∣X= x (y i )f X(x i)⋅G 1(x i ;ρ,θ1)⋅g 2(y i ;ρ,θ2)]
C
*
1iC 2i}

(R 1i+R 2i+R 3i)

            =ζ
D 1
1 ζ

D 2
2 ζ

D 3
3 (ζ1+ζ3)

D 4(ζ 2+ζ3)
D 5ρ

D 6 ⋅θ
D 6
1 ⋅θ

D 7
2

             ⋅∏
n

i=1
{x
( ρ- 1)(C1i+G

*
1i)

i y
( ρ- 1)(C2i+G

*
2i)(1-R 3iG

*
1i)

i }

             ⋅exp[-(ζ1+θ1)x s-(ζ2+θ2)y s-ζ3(x s+y s- t s)],                     (6)

여기서 fX(x )=ρ(ζ1+ζ3)x
ρ-1
1 ⋅exp(-(ζ1+ζ3)x

ρ),

     fY(y )=ρ(ζ2+ζ3)y
ρ-1⋅exp(-(ζ2+ζ3)y

ρ),

     D 1= ∑
n

i=1
(R 1iG

*
1iG

*
2i+R

*
2iG

*
1iG 2i), D 2= ∑

n

i=1
(R 2iG

*
1iG

*
2i+R

*
1iG 1iG

*
2i),

     D 3= ∑
n

i=1
R 3iG

*
1iG

*
2i
, D 4= ∑

n

i=1
R 2iG

*
1i
, D 5= ∑

n

i=1
R 1iG

*
2i
,, D 6= ∑

n

i=1
C 1i, D 7= ∑

n

i=1
C 2i

     x s= ∑
n

i=1
xρi, y s= ∑

n

i=1
yρi, t s= ∑

n

i=1
min(x i,y i)

ρ.

그리고 D 1,D 2,…,D 5는 확률변수이며, 이들의 기대값은 다음과 같이 계산되어 진다.

먼저 E(D 1)= ∑
n

i=1
E(R 1iG

*
1iG

*
2i+R

*
2iG

*
1iG 2i)이므로, 각각의 요소에 대해서 기대값을 계산

하면 다음과 같다.

E(R 1iG
*
1iG

*
2i) =P(0 <Xi< t x i, 0<Yi< t y i, Xi<Yi)

               =⌠⌡

t x i

0

⌠
⌡

t y i

x
ζ 1(ζ 2+ζ3)ρ

2x ρ- 1y ρ-1exp(-ζ1x
ρ-(ζ2+ζ3)y

ρ)dydx

               =ζ1/ζ-ζ1exp(-ζ t
ρ
x i )/ζ+ exp(-ζ t

ρ
y i )- exp(-(ζ2+ζ3) t

ρ
y i ),

    E(R*2iG
*
1iG 2i) =E(R 1i G

*
1iG 2i+R 3iG

*
1iG 2i)

               =P(Xi< t x i, Yi> t y i, Xi<Yi)+P(Xi< t x i, Yi> t y i, Xi=Yi)

               =⌠⌡

∞

t x i 2i

⌠
⌡

t x i

0
ρ 2xρ- 11 xρ- 12 ζ 1(ζ 2+ζ3) exp (-ζ1x

ρ
1-(ζ 2+ζ3)x

ρ
2)dx 1dx 2⋅I( t x i<t x i 2i)

                  +⌠⌡

t x i

t y i

ζ3ρx
ρ-1
1 exp(-ζxρ1)dx 1⋅I( t y i< t x i)
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               =(1- exp(-ζ1 t
ρ
x i ))⋅exp(-(ζ2+ζ3) t

ρ
y i )⋅I( t x i< t y i)

                 +ζ3( exp(-ζ t
ρ
y i )-exp(-ζ t

ρ
x i))/ζ⋅I( t y i< t x i). 

따라서,

      E(D 1) = ∑
n

i=1
{ζ 1/ζ-ζ1exp(-ζ t

ρ
x i )/ζ+ exp(-ζ t

ρ
y i )- exp(-(ζ2+ζ3) t

ρ
y i )

              +(1- exp(-ζ1 t
ρ
x i ))⋅exp(-(ζ2+ζ3) t

ρ
y i )⋅I( t x i< t y i)

              +ζ3( exp(-ζ t
ρ
y i
)-exp(-ζ t ρx i ))/ζ⋅I( t y i< t x i) }.

같은 방법으로 계산을 한다면,

    E(D 2)= ∑
n

i=1
{ζ 2/ζ-ζ2exp(-ζ t

ρ
y i )/ζ+ exp(-(ζ1+ζ3) t

ρ
x i-ζ2 t

ρ
y i )

           - exp(-(ζ1+ζ3) t
ρ
x i )

           +(1- exp(-ζ2 t
ρ
y i ))⋅exp(-(ζ1+ζ3) t

ρ
x i )⋅I( t y i< t x i )

           +ζ3( exp(-ζ t
ρ
x i )-exp(-ζ t

ρ
y i )))/ζ⋅I( t x i< t y i) },

    E(D 3)= ∑
n

i=1
{(ζ 3-ζ3 exp(-ζmin( t

ρ
x i, t

ρ
y i )))/ζ },                                 

    E(D 4)= ∑
n

i=1
{ζ 2/ζ-ζ2exp(-ζ t

ρ
y i )/ζ+ exp(-(ζ1+ζ3) t

ρ
x i-ζ2 t

ρ
y i )                 

           - exp(-(ζ1+ζ3) t
ρ
x i) +[ exp(-ζ2 t

ρ
y i )⋅[1-exp(-(ζ1+ζ3) t

ρ
x i )]          

           +(ζ1+ζ3)⋅( exp(-ζ t
ρ
x i )-1)/ζ]⋅I( t x i>t y i) },

    E(D 5)= ∑
n

i=1
{ζ 1/ζ-ζ1exp(-ζ t

ρ
x i )/ζ+ exp(-ζ t

ρ
y i )- exp(-(ζ2+ζ3) t

ρ
y i )

           +ζ1 exp(-ζ t
ρ
x i )/ζ- exp(-(ζ2+ζ3) t

ρ
y i-ζ1 t

ρ
x i ) }.

본 논문에서는 고정된 ρ  값에 대해서만 초점을 맞추고자 한다. 그러면 최우추정량

을 구하기 위한 로그-우도함수는 식 (7)과 같이 주어진다.

     logL(Θ)=D 1logζ1+D 2logζ2+D 3logζ3+D 4log (ζ 1+ζ3)+D 5log(ζ 2+ζ3)

               +D 6log(θ1)+D 7log(θ2)

               +∑
n

i=1
{(ρ-1)(C 1i+G

*
1i) log(x i)+(ρ-1)(C 2i+G 2i)(1-R 3iG

*
1i) log(y i) }

              -(ζ1+θ1)x s-(ζ2+θ2)y s-ζ3(x s+y s- t s).                         (7)

따라서 우도방정식은 각각 식 (8) - 식 (12)과 같다.

                      ∂
∂ζ1

logL(Θ)=
D 1
ζ 1
+

D 4
ζ 1+ζ3

-x s=0.                         (8)

                      ∂
∂ζ2

logL(Θ)=
D 2
ζ 2
+

D 5
ζ 2+ζ3

-y s=0.                         (9)
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              ∂
∂ζ3

logL(Θ)=
D 3
ζ 3
+

D 4
ζ 1+ζ3

+
D 5
ζ 2+ζ3

-(x s+y s- t s)= 0.             (10)

                         ∂
∂θ1

logL(Θ)=
D 6
θ 1
-x s=0.                               (11)

                         ∂
∂θ2

logL(Θ)=
D 7
θ 2
-y s=0,                               (12)

모수 Θ에 대한 최우추정량 Θ̂은 위의 우도방정식 (8)-(12)을 뉴턴-랍슨과 같은 수치

해석적 방법에 의해 얻을 수 있다. 그리고 (θ1,θ2)에 대한 최우추정량은 식 (11)와 식 

(12)에 의해서 θ 1̂=D 6/xs, θ2̂=D 7/y s로 얻을 수 있다.

따라서 n ( ζ̂
T
- ζT )의 분포는 표본의 크기가 증가하면서 근사적으로 평균벡터가 

이고 분산-공분산행렬이 I -1( ζ)인 다변량 정규분포를 따름을 알 수 있다. 여기서 

ζ= (ζ1,ζ2,ζ3)  , ζ̂= ( ζ 1̂, ζ 2̂, ζ 3̂). 

그리고 피셔의 정보행렬은 다음과 같이 계산할 수 있다.

I(ζ)= ( (I ij )), 여기서 I ij=E[- ∂2

∂ζ i∂ζ j
logL(ζ)] ; i,j=1,2,3이며, 

      I 11= E(D 1)/ ζ
2
1+E(D 4)/ (ζ1+ζ3)

2, I 12=0, I 13=E(D 4)/(ζ1+ζ3)
2,

         I 22=E(D 2)/ζ
2
2+E(D 5)/(ζ2+ζ3)

2, I 23=E(D 5)/(ζ2+ζ3)
2, 

           I 33=E(D 3)/ζ
2
3+E(D 4)/(ζ1+ζ3)

2+E(D 5)/(ζ2+ζ3)
2.           

3.  독립성에 대한 대표본 검정

이 장에서는 최우추정량 ζ 3̂과 상대도수에 기초한 추정량 m 3= ∑
n

i=1
R 3i  를 이용하여 

두 부품의 수명시간들에 대한 독립성에 대한 대표본 검정을 하고자 한다. 

2장에서 알 수 있는 바와 같이 독립성 검정을 위한 귀무가설은 Ho:ζ3=0으로 설정할 

수 있다. 따라서 최우추정량 ζ 3̂와 상대도수 m 3에 기초하여 Ho:ζ3=0에 대한 검정통

계량을 구성하기로 한다. 

먼저 최우추정량 ζ 3̂에 기초한 독립성에 대한 대표본 검정을 생각해 보자. ζ 3̂에 대

한 정확한 분포는 알 수 없지만, 2장의 결과를 이용하면 ζ 3̂의 분포는 근사적으로 평

균이 ζ3이고, 분산이 I
33/n인 정규분포를 따름을 알 수 있다. 그러나 I 33의 값이 미지

의 모수 (ζ1,ζ2,ζ3)의 값에 의존하기 때문에 아래와 같이 근사적 정규분포를 따르는 

검정통계량을 구성할 수 있다.

                             φMLE(X,Y)= n⋅ ζ3̂/ Î
33,                           (13)
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여기서 검정통계량 φMLE(X,Y)는 근사적으로 표준정규분포를 따르며, I
iĵ는 I ij속에 내

재되어 있는 미지의 모수 값 대신 최우추정량을 대입한 값이다. 

따라서 가설 H 1:ζ 3 > 0에 대하여 유의수준 α에서 Ho을 기각하기 위해서는 다음의 

조건이 만족되어야 한다.

                           φMLE(X,Y)= n⋅ ζ3̂/ Î
33
 >  z 1-α,                     (14)

여기서 z α는 표준정규분포의 오른쪽 꼬리 면적이 α가 되는 값을 의미한다. 

다음으로 상대도수 m 3에 기초해서 독립성에 대한 대표본 검정을 생각해 보자. m 3
의 분포는 모수가 ( n,ζ3/ζ)인 이항분포를 따르며, 대표본에 기초한 검정통계량은 다음

과 같이 구성할 수 있다.

                            φRF(X,Y)= nm 3/ m 3(n-m 3 ),                       (15)

여기서 검정통계량 φRF(X,Y)는 근사적으로 표준정규분포를 따른다. 따라서 가설 

H 1:ζ3 > 0에 대해서 유의수준 α에서 귀무가설을 기각하기 위해서는 다음의 조건이 만

족되어야 한다. 

                          φRF(X,Y)= nm 3/ m 3(n-m 3 ) >  z 1-α.                (16)

4. 모의실험

이 장에서는 난수생성기에 의해 생성된 가상자료를 이용하여 3장에서 구성한 두 가

지의 대표본에 입각한 독립성 검정법을 비교하고자 한다. 먼저 본 논문에서는 수명분

포에 대한 이변량 와이블 분포에서는 모수 값으로 ρ=2.0  및 

( ζ1=1.2, ζ2=1.4, ζ3=0.2)을 설정하 으며,  이변량 와이블 분포로부터 표본크기 

30인 두 부품의 수명시간에 해당하는 난수를 발생시켰다. 설정된 모수의 값으로부터 

대립가설 H 1:ζ 3 > 0이 타당함을 알 수 있다. 이변량 임의 중단시간에 대한 분포로서 모

수가 각각 (ρ,θ1)=(2, 0.2), (ρ,θ2)= (2, 0.4)인 와이블 분포를 이용하 다. 관측된 

자료는 아래 [표 1]과 같으며, 여기서 *는 임의중단된 자료를 나타낸다. 
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[표 1] 이변량 와이블 분포로부터 생성된 자료

i x i y i i x i y i i x i y i
1 1.0335 0.8088 11 0.6406 0.2766 21 0.7731 1.0065

2 0.9801* 0.3119 12 0.3076 0.5736 22 0.1589 0.6147

3 0.5192 0.0867 13 0.1689 0.7503 23 0.8451 0.5704

4 0.3850 0.4267 14 0.6444* 0.6704 24 0.2264 0.3176

5 1.1681 0.3354 15 0.5418 0.8880 25 0.9226 0.2738

6 0.9166 0.4641* 16 0.7040 0.4692 26 1.2092* 0.7345

7 1.1004 0.7124 17 0.3113 0.3113 27 0.5397 0.5128

8 1.3180 1.1582 18 0.6545 0.8104 28 1.2486 1.2103

9 0.6628 1.4367* 19 0.9478* 0.9725 29 0.4028 0.4363

10 0.5171 0.6498* 20 0.3559 0.4606 30 0.8222 0.9761*

[표 1]의 자료로부터 모수에 대한 최우추정량은 ζ 1̂=1.3281, ζ 2̂=1.5774, 

ζ 3̂=0.1355와 같이 계산되며, m 3에 대한 값은 1로 계산된다. 

따라서 식 (12)와 식 (14)에 대한 검정통계량 값과 유의확률을 계산하면 아래 [표 

2]와 같다. 

[표 2] 두 가지 검정법의 검정통계량과 유의확률

      검정통계량

계산결과
φMLE(X,Y)  φRF(X,Y)

 검정통계량 6.5283 1.0171

 유의확률 0.0000 0.1545

[표 2]로부터 최우추정량 ζ 3̂에 기초한 검정통계량 φMLE(X,Y)의 값은 6.5283으로

서, 유의수준 0.001에서도 귀무가설 Ho:ζ 3=0을 기각할 수 있다. 그러나 상대도수  

m 3에 기초한 검정통계량 φRF(X,Y)의 값은 1.0171로서, 유의수준 0.10에서 조차도 귀

무가설 Ho:ζ3=0을 기각할 수 없음을 알 수 있다. 따라서 위의 데이터에서는 독립성

에 대한 검정법은 최우추정량 ζ 3̂에 기초한 검정통계량이 m 3에 기초한 검정법에 비

해서 다소 우수함을 알 수 있다. 

모수와 임의중단분포 및 표본크기에 대한 다양한 조합에 대해서도 본 논문에서 제

안한 두 가지 검정법의 비교와 다른 이변량 수명분포로 확장해서 다양한 검정법에 대

한 연구는 향후 과제로 남겨두고자 한다.
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