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Abstract

In this paper, we consider two components system which have bivariate 
weibull model with bivariate type I censored data. We proposed maximum 
likelihood estimator and relative frequency estimator for the reliability of 
series system. Also, we construct approximate confidence intervals for the 
reliability based on the two proposed estimators. And we present a 
numerical study. 
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1. 서론

두 개의 부품이 직렬구조로 구성되어 있는 시스템에서 두 부품의 수명시간을 

(X,Y)로 둔다면, X와 Y는 일반적으로 서로 종속적인 확률변수로 가정하는 것이 

현실적인 경우가 많다. 이는 두 개의 부품을 가지는 시스템에서 한 부품이 고장나면 

고장난 부품이 분담하던 부하가 정상부품에 전가되어 정상부품의 고장률에 향을 미

치기 때문이다. 예를 들어 사람의 양쪽 눈, 양쪽 콩팥 등 두 부품이 쌍으로 이루어진 

시스템을 생각하면 각 쌍들의 수명은 서로 종속적인 관계에 있다. 

이와 같이 부품의 수명이 서로 종속관계에 있는 시스템의 수명시간에 대한 모형으

로서 Freund(1961), Marshall과 Olkin(1967), Block과 Basu(1974)등은 지수분포에 기

초한 이변량 지수모형를 제안하면서 그 분포의 여러 가지 중요한 성질을 밝혔다. 

Lu(1989, 1992)와 Lu와 Bhattacharyya(1988, 1990)는 Freund와 Marshall-Olkin의 이
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변량 지수모형을  확장한 모형으로서, 수명모형에서 폭넓게 적용할 수 있는 이변량 

와이블(BVW : bivariate weibull) 모형을 소개하면서 여러 가지 성질들을 밝혔다. 

Cho, Cha 그리고 Lee(2003), Cho, Kim 그리고 Kang(2003)은 완전 자료 및 일변량 중

단자료로 관측된 경우 시스템의 신뢰도를 추정하는 문제를 연구하 다.  

한편, 현실적으로 부품들의 수명이 실험자의 의도에 의해서 또는 실험환경의 제약

에 의해서 두 부품에 대한 중단시간이 다른 제 1종 이변량 중단된 자료(bivariate 

type I censored data)로 관찰되는 경우가 많이 발생한다. 예를 들어 두 부품의 수명

이 동일한 분포를 갖지 않는 경우 두 부품의 중단시간을 일변량 중단모형보다 이변량 

중단모형으로 하는 것이 타당하다. 여기서 제 1종 이변량 중단모형에서 두 부품의 중

단시간이 서로 같을 경우는 제 1종 일변량 중단모형이 된다.

본 논문에서는 이변량 와이블모형을 따르는 두 개의 부품으로 구성된 직렬 시스템

에서, 수명시간들이 제 1종 이변량 중단된 자료(bivariate type I censored data)로 관

찰되는 경우, 시스템의 신뢰도에 대한 최우추정량 및 상대도수에 기초한 추정량을 각

각 구하고, 그 추정량의 근사적 정규성을 밝힌다. 또한 추정량들의 근사적 정규분포에 

기초해서 직렬시스템의 신뢰도에 대한 근사적 신뢰구간을 구하고 몬테칼로 모의실험

을 통하여 제안된 두 추정법들을 각각 비교한다. 

2. 개요

확률변수 (X,Y)를 두 부품의 수명시간이라 하자. 그리고 수명시간에 대한 분포를 

모수 ( ζ1,ζ2,ζ3,ρ)인 BVW 모형을 따른다고 가정한다면 결합확률 도 함수는 식 (1)

과 같이 주어진다.

             f(x,y:ζ1,ζ2,ζ3,ρ)  

          ={
ζ1(ζ2+ζ3)ρ

2x ρ-1y ρ-1exp[-ζ1x
ρ-(ζ2+ζ3)y

ρ
], 0< x< y<∞,

ζ2(ζ1+ζ3)ρ
2x ρ-1y ρ-1exp[-(ζ1+ζ3)x

ρ-ζ2y
ρ
], 0< y< x<∞,

ζ3ρx
ρ-1exp[-ζxρ], 0< x= y<∞,

           (1)

여기서 ζ1,ζ2,ζ3,ρ>0  이고, ζ=ζ1+ζ2+ζ3이다. 

그러면 (X,Y)에 대한 결합 신뢰도 함수는 식 (2)와 같이 주어지며,

                  F(x,y)=P(X> x,Y> y)

                         = exp [-(ζ1x
ρ+ζ2y

ρ+ζ3max(x,y)
ρ)],                   (2)

( X,Y) 에 대한 조건부 신뢰도 함수는 각각 식(3)과 식(4)로 주어진다.

              F X∣Y= y (x)=P(X> x∣Y= y)

                          = {
 exp(-ζ1x

ρ),                            y> x

 ζ2(ζ2+ζ3)
-1exp(-(ζ1+ζ3)x

ρ+ζ3y
ρ),   x≥y,

     (3)



Reliability for Series System in Bivariate Weibull Model

under Bivariate Type I Censorship
573

             F Y∣X= x (y)=P(Y> y∣X= x)

                         = {
 exp(-ζ2y

ρ),                            x> y

 ζ1(ζ1+ζ3)
-1exp(-(ζ2+ζ3)y

ρ+ζ3x
ρ),   x≤y.

     (4)

위의 식 (1)에서 ζ1=ζ2이면 두 부품의 수명시간에 대한 분포는 동일하며, ζ3=0이면  

( X,Y)는 서로 독립인 와이블 분포를 따른다. 또한 ρ=1인 경우, ( X,Y)는 이변량 

지수분포와 동일하다.

한편, 임무시간 xo에 대해서 직렬시스템의 신뢰도는 식 (5)와 같이 주어진다.

                      R=P[min (X,Y) >  xo]

                         = F(xo,xo) = exp [-ζx
ρ
o].                           (5)

j=1,2; k=1,2,3; i=1,2,…,n에 대하여 본 논문에서 사용되는 기호들을 소개하면 다

음과 같다.

(1) ( cx, cy) : 시스템의 i번째 관찰치의 이변량 중단시간. 

(2) G 1i= I(Xi> cx), G 2i= I(Yi> cy), G
*
ji=1-Gji. 

(3) R 1i= I(Xi<Yi), R 2i= I(Xi>Yi), R 3i= I(Xi=Yi), R
*
ki=1-Rki.

(4) ζ=(ζ1,ζ2,ζ3).

제 1종 이변량 중단된 자료가 관찰되는 경우, 각각의 부품들에 대해서 다음과 같은 

세 가지 경우가 발생할 수 있다.

(1) 두 개의 부품들이 모두 관찰되는 경우( G*1iG
*
2i=1).

(2) 하나의 부품만 관찰되고 다른 하나의 부품은 중단되는 경우( G 1iG
*
2i+G

*
1iG 2i=1).

(3) 두 개의 부품들이 모두 중단되는 경우( G 1iG 2i=1).

따라서 부품들의 i번째 수명시간 (x i,y i)은 식 (6)과 같이 관찰된다. 

                (x i,y i) = {
 (x i,y i),   x i<c x  , y i< c y
 (c x,y i),   x i>c x , y i<c x
 (x i,c y),   x i<c x , y i>c y
 (c x,c y),   x i>c x , y i>c y ,

                     (6)

여기서 중단시간 cx와 cy, i=1,2,…,n는 미리 정해진 값이며, 특히 cx= cy인 경우는 

제 1종 일변량 중단모형이 된다.

따라서 우도함수는 식 (7)과 같이 계산될 수 있다.

         L( ζ)= ∏
n

i=1
{[ f(x i,y i)]

G*1iG
*
2i⋅[ F (x i,y i)]

G 1iG 2i
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                ⋅[ F X∣Y=y (xi)f Y(yi)]
G1iG

*
2i ⋅[ F Y∣X=x (yi)f X(xi)]

G
*
1iG 2i}

(R1i+R2i+R3i)

             =ζ
D 1
1 ζ

D 2
2 ζ

D 3
3 (ζ1+ζ3)

D 4(ζ 2+ζ3)
D 5ρ

D 6

              ⋅x
( ρ- 1)G*1i
i y

( ρ- 1)G*2i (1-R 3iG
*
1i)

i exp[-ζ1x s-ζ2y s-ζ3(x s+y s- t s)],          (7)

여기서 fX(x )=ρ(ζ1+ζ3)x
ρ-1
1 ⋅exp(-(ζ1+ζ3)x

ρ),

     fY(y )=ρ(ζ2+ζ3)y
ρ-1⋅exp(-(ζ2+ζ3)y

ρ),

     D 1= ∑
n

i=1
(R 1iG

*
1iG

*
2i+R

*
2iG

*
1iG 2i), D 2= ∑

n

i=1
(R 2iG

*
1iG

*
2i+R

*
1iG 1iG

*
2i),

     D 3= ∑
n

i=1
R 3iG

*
1iG

*
2i
, D 4= ∑

n

i=1
R 2iG

*
1i
, D 5= ∑

n

i=1
R 1iG

*
2i
,

     D 6= ∑
n

i=1
{R*3iG

*
1iG

*
2i+(1-G 1iG 2i) }, x s= ∑

n

i=1
xρi, y s= ∑

n

i=1
yρi, t s= ∑

n

i=1
min(x i,y i)

ρ.

그리고 D 1,D 2,…,D 6는 확률변수이며, 이들의 기대값은 다음과 같이 계산되어 진다.

먼저 E(D 1)= ∑
n

i=1
E(R 1iG

*
1iG

*
2i+R

*
2iG

*
1iG 2i)이므로, 각각의 요소에 대해서 기대값을 계산

하면 다음과 같다.

E(R 1iG
*
1iG

*
2i) =P(0 <Xi<cx, 0<Yi<cy, Xi<Yi)

            =⌠⌡

c x

0

⌠
⌡

c y

x
ζ1(ζ 2+ζ3)ρ

2x ρ-1y ρ-1exp(-ζ1x
ρ-(ζ2+ζ3)y

ρ)dydx

            =ζ1/ζ-ζ1exp(-ζ c
ρ
x )/ζ+ exp(-ζ c

ρ
y )- exp(-(ζ2+ζ3) c

ρ
y ),

E(R*2iG
*
1iG 2i) =E(R 1i G

*
1iG 2i+R 3iG

*
1iG 2i)

            =P(Xi<cx, Yi>cy, Xi<Yi)+P(Xi<cx, Yi>cy, Xi=Yi)

            =⌠⌡

∞

t x 2i

⌠
⌡

c x

0
ρ 2xρ- 11 xρ- 12 ζ 1(ζ 2+ζ3) exp (-ζ1x

ρ
1-(ζ 2+ζ3)x

ρ
2)dx 1dx 2⋅I(c x< t x 2i)

              +⌠⌡

c x

cy
ζ3ρx

ρ-1
1 exp(-ζxρ1)dx 1⋅I(cy< cx)

            =(1- exp(-ζ1 c
ρ
x ))⋅exp(-(ζ2+ζ3) c

ρ
y )⋅I(cx< cy)

              +ζ3( exp(-ζ c
ρ
y )-exp(-ζ c

ρ
x ))/ζ⋅I(cy< cx). 

따라서,

  E(D 1) = ∑
n

i=1
{ζ 1/ζ-ζ1exp(-ζ c

ρ
x )/ζ+ exp(-ζ c

ρ
y )- exp(-(ζ2+ζ3) c

ρ
y )

          +(1- exp(-ζ1 c
ρ
x ))⋅exp(-(ζ2+ζ3) c

ρ
y )⋅I(cx< cy)
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          +ζ3( exp(-ζ c
ρ
y )-exp(-ζ c

ρ
x ))/ζ⋅I(cy< cx) }.

같은 방법으로 계산을 한다면,

E(D 2)= ∑
n

i=1
{ζ 2/ζ-ζ2exp(-ζ c

ρ
y )/ζ+ exp(-(ζ1+ζ3) c

ρ
x-ζ2 c

ρ
y )

        - exp(-(ζ1+ζ3) c
ρ
x )

       +(1- exp(-ζ2 c
ρ
y ))⋅exp(-(ζ1+ζ3) c

ρ
x )⋅I( t y i< t x i )

       +ζ3( exp(-ζ c
ρ
x )-exp(-ζ c

ρ
y )))/ζ⋅I(cx< cy) },

E(D 3)= ∑
n

i=1
{(ζ 3-ζ3 exp(-ζmin( c

ρ
x, c

ρ
y )))/ζ },                                      

  E(D 4)= ∑
n

i=1
{ζ 2/ζ-ζ2exp(-ζ c

ρ
y )/ζ+ exp(-(ζ1+ζ3) c

ρ
x-ζ2 c

ρ
y )                      

         - exp(-(ζ1+ζ3) c
ρ
x ) +[ exp(-ζ2 c

ρ
y )⋅[1-exp(-(ζ1+ζ3) c

ρ
x )]              

         +(ζ1+ζ3)⋅( exp(-ζ c
ρ
x )-1)/ζ]⋅I(cx>cy) },

E(D 5)= ∑
n

i=1
{ζ 1/ζ-ζ1exp(-ζ c

ρ
x )/ζ+ exp(-ζ c

ρ
y )- exp(-(ζ2+ζ3) c

ρ
y )

       +ζ1 exp(-ζ c
ρ
x )/ζ- exp(-(ζ2+ζ3) c

ρ
y-ζ1 c

ρ
x ) }.

본 논문에서는 고정된 ρ  값에 대해서만 초점을 맞추고자 한다. 그러면 최우추정량

을 구하기 위한 로그-우도함수는 식 (8)과 같이 주어진다.

logL(ζ)=D 1logζ1+D 2logζ2+D 3logζ3+D 4log (ζ 1+ζ3)+D 5log(ζ 2+ζ3)

         +D 6log(ρ)+∑
n

i=1
{(ρ-1)G*1i log(x i)+(ρ-1)G 2i (1-R 3iG

*
1i) log (y i) }

         -ζ1x s-ζ2y s-ζ3(x s+y s- t s).                                             (8)

따라서 식 (8)의 로그-우도함수를 모수들에 대해서 일차 편미분한 우도방정식은 각

각 식 (9) - 식 (11)과 같다.

                      ∂
∂ζ1

logL(ζ)=
D 1
ζ 1
+

D 4
ζ 1+ζ3

-x s=0.                         (9)

                      ∂
∂ζ2

logL(ζ)=
D 2
ζ 2
+

D 5
ζ 2+ζ3

-y s=0.                        (10)

              ∂
∂ζ3

logL(ζ)=
D 3
ζ 3
+

D 4
ζ 1+ζ3

+
D 5
ζ 2+ζ3

-(x s+y s- t s)= 0.             (11)

모수 ζ에 대한 최우추정량 ζ̂은 위의 우도방정식 (9)-(11)을 뉴턴-랍슨과 같은 수치

해석적 방법에 의해 얻을 수 있다.

따라서 n ( ζ̂
T
- ζT )의 분포는 표본의 크기가 증가하면서 근사적으로 평균벡터가 

이고 분산-공분산행렬이 I -1( ζ)인 다변량 정규분포를 따름을 알 수 있다 
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(Lehmann(1983), 6장 참조). 

그리고 피셔의 정보행렬은 다음과 같이 계산할 수 있다.

I(ζ)= ( (I ij )), 여기서 I ij=E[- ∂2

∂ζ i∂ζ j
logL(ζ)] ; i,j=1,2,3이며, 

      I 11= E(D 1)/ ζ
2
1+ E(D 4)/ (ζ1+ζ3)

2, I 12=0, I 13=E(D 4)/(ζ1+ζ3)
2,

         I 22=E(D 2)/ζ
2
2+E(D 5)/(ζ2+ζ3)

2, I 23=E(D 5)/(ζ2+ζ3)
2, 

           I 33=E(D 3)/ζ
2
3+E(D 4)/(ζ1+ζ3)

2+E(D 5)/(ζ2+ζ3)
2.           

3.  시스템의 신뢰도 추정 

이 장에서는 직렬시스템의 신뢰도 R에 대한 최우 추정량 및 상대빈도 추정량을 제

안하고자 한다. 또한 이 신뢰도에 대한 근사적 신뢰구간을 최우추정량 및 상대빈도 

추정량에 기초해서 각각 유도하고자 한다.

먼저 임무시간 xo에 대해서, 모수 ζ에 대한 최우추정치 ζ̂에 기초해서 시스템의 

신뢰도에 대한 최우추정치는 식 (12)과 같이 주어진다. 

                     R̂MLE= exp [- ζ̂⋅x
ρ
o],  ζ̂= ζ 1̂+ ζ 2̂+ ζ 3̂.                   (12)

최우추정량의 일치성과 델타 방법을 적용한다면, R̂MLE의 분포는 근사적으로 평균이 

R이고 분산이 Ξ⋅[ I-1( ζ)/n]⋅Ξ '인 정규분포를 따름을 알 수 있다. 

여기서 Ξ=(-x
ρ
o⋅exp(-ζx

ρ
o), -x

ρ
o⋅exp(-ζx

ρ
o), -x

ρ
o⋅exp(-ζx

ρ
o))이다. 

그러므로, 최우추정량에 기초한 R의 100(1-α)%   근사적 신뢰구간은 식 (13)과 같

이 주어진다.         

   ( R̂ 1M-z α/2⋅ Ξ̂⋅I
-1
( ζ̂)⋅ Ξ̂

'
/n, R̂ 1M+z α/2⋅ Ξ̂⋅I

-1
( ζ̂)⋅ Ξ̂

'
/n),     (13)

여기서 Ξ̂= (-xρo⋅exp(-ζ̂x
ρ
o), -x

ρ
o⋅exp(-ζ̂x

ρ
o), -x

ρ
o⋅exp(-ζ̂x

ρ
o))이고, z α는 표준

정규분포의 100⋅α백분율을 나타낸다.

다음으로 상대빈도 추정치에 기초해서 직렬시스템의 신뢰도에 대한 추정량과 근사

적 신뢰구간을 구성해 보자. ∣K∣을 표본에서 min(x i,y i) > xo인 개수라 한다면 

∣K∣의 분포는 이항분포 ( n,R)를 따름을 알 수 있다. 따라서 ∣K∣에 기초해서 R
에 대한 상대빈도 추정량을 식 (14)와 같이 계산할 수 있다.

                         R̂ RFE=∣K∣/n.                                   (14)

여기서 R̂ RFE=∣K∣/n의 분포는 근사적으로 평균이 R이고 분산이 R(1-R )/n인 정

규분포를 따름을 알 수 있다. 따라서 상대빈도 추정량에 기초한 R의 100(1-α)%  근

사적 신뢰구간은 식 (15)과 같이 구성할 수 있다.
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 ( R̂ RFE-zα/2⋅ R̂ RFE⋅(1- R̂ RFE)/n , 

                                R̂ RFE+zα/2⋅ R̂ RFE⋅(1- R̂ RFE)/n).         (15)

4. 모의실험

이 장에서는 난수생성기에 의해 생성된 가상자료를 이용하여 3장에서 구성한 두 가

지의 추정치들과 근사적 신뢰구간들을 비교하고자 한다. 

먼저 모수 ( ζ1=1.5, ζ2=1.4, ζ3=0.2, ρ=2.0)인 이변량 와이블 분포로부터 표

본크기 30인 두 부품의 수명시간에 해당하는 난수를 발생시켰다. 제 1종 이변량 중단

시간은 cx=1.224, cy=1.183로 설정하 으며, 관측된 자료는 아래 <표>와 같다. 여

기서 *는 제 1종 이변량 중단된 자료를 나타낸다. 

<표>의 자료로부터 모수에 대한 최우추정량은 ζ 1̂=1.5472, ζ 2̂=1.4298, 

ζ 3̂=0.2011와 같이 계산되며, |K|= 26으로 계산된다. 이러한 모수들의 최우추정치 

ζ̂로부터 직렬시스템의 신뢰도는 식 (12)에 의해서 R̂MLE=0.8806로 추정되며, 95% 

근사적 신뢰구간은 식 (13)에 의해서 (0.8500, 0.9112)로 계산된다. 

같은 방법으로 상대도수에 기초한 추정치는 식 (14)에 의해서 R̂ RFE=0.8666로 

계산되며, 95% 근사적 신뢰구간은 식 (15)에 의해서 (0.7450, 0.9883)로 계산된다. 

위의 결과들로부터 두 가지 추정법(최우추정치 및 상대도수) 각각을 비교해 보면, 

상대도수 추정량에 비해서 최우추정량이 다소 좋은 결과를 보임을 알 수 있다. 

그러나 모수의 값, 중단비율 및 표본크기 등에 대한 다양한 조합에 대해서도 본 논

문에서 제안한 두 가지 추정량의 효율성을 비교하는 것도 의미가 있으며, 다른 이변

량 수명분포로 확장해서 제안된 추정량을 적용하는 연구는 향후 과제로 남겨두고자 

한다.

<표> 이변량 와이블 분포로부터 생성된 자료

i x i y i i x i y i i x i y i

1 0.4083 0.3199 11 0.3241 0.5148 21 0.6822 0.7936

2 0.7354 0.4891 12 0.7827 0.4182 22 0.0300 1.1832*

3 1.0722 0.8106 13 0.5487 0.1339 23 0.9692 1.1832*

4 0.6453 0.5875 14 0.4381 1.1832* 24 1.0366 0.2821

5 1.2166 0.7953 15 0.6212 0.6649 25 0.5303 0.6050

6 1.2247* 0.9185 16 0.1601 0.7212 26 0.7089 0.4062

7 0.6128 0.4346 17 0.5514 0.2459 27 0.5517 0.5517

8 0.0985 0.0985 18 0.9058 0.3971 28 0.4734 0.8971

9 0.5352 0.3154 19 0.7476 1.1832* 29 0.5134 0.5944

10 0.7827 1.1832* 20 0.6608 0.7463 30 1.2247* 0.6148
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