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Between Hazard Functions
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Abstract

We propose a nonparametric test procedure for checking the 
proportionality assumption between hazard functions using a functional 
equation. Because of the involvement of censoring distribution function, 
we consider the large sample case only and obtain the asymptotic 
normality of the proposeed test statistic. Then we discuss the rationale of 
the use of the functional equation, give some examples and compare the 
performances with Andersen's procedure by computing powers through 
simulations. 
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1. 서론

두 종류의 치료제 또는 치료방법에 의한 생존시간에 대한 통계적 추론을 할 때, 종

종 두 위험함수(hazard function)사이에 비례성(proportionality)을 가정하게 되는데 이

는 상수 상대위험도(relative risk)로 표현된다. 두 위험함수간에 비례성이 성립할때는 

한쪽의 치료제가 다른 치료제보다 전 기간에 걸쳐 우수하다는 것을 나타낸다. 그러나 

최초의 초기단계에서는 치료효과가 좋게 나타나지만 시간이 지남에 따라 치료효과가 

사라져버리는 경우에는, 비례성의 가정하에서 통계적 추론은 대단히 심각한 결과로 

오도될 것이다. 따라서 자료분석의 진단단계에서도 비례성의 가정을 살펴보는 것이 

중요한 일이다. 

지금까지 비례성의 가정을 검토하기 위한 몇가지 방법들이 제시되었다. 비례위험모

형의 제안자인 Cox(1872)는 시간 함수 형태인 공변량을 모형에 포함시켜 비례위험모

형에 대한 가정을 검정하 고, Schoenfeld(1980)는 시간과 공변량을 여러개의 구간으
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로 분할(partition)한 후, 카이제곱적합도검정법의 개념을 적용하여 비례위험모형의 가

정을 검정하 다. 하지만 분할을 임의로하기때문에 검정결과에 향을  줄 수도 있다.  

Lee 와 Pirie(1981)는 두 개의 누적위험함수들을 추정한 점들에 의해 위험률의 모형을 

그래프를 이용하여 검토 할 수 있는, 소위 경향함수의 성질들을 이용한 그래픽 방법

을 고려하 다. 이 방법은 한 눈에 비례위험모형의 가정에 대한 적합성 정도를 알아 

볼 수 있지만, 위배여부를 결정할 때 주관적 판단이 개입될 소지가 있다. Andersen 

(1982)은 새로운 공변량을 포함하 을때에도 비례성의 가정이 지켜지고 있는가를 두 

가지방법인, 적합도 검정과 그래픽 방법을 몇몇 응용사례와 함께 논의했는 데, 기저위

험함수(baseline hazard funtion)를 상수로 가정하 으며, Wei(1984)는 상대위험도의 

개념을 이용, 비정규분포를 이용한 검정절차로 이끌어내는 편우도원리를 이용한 

Kolmogorov식 통계량에 기초한 새로운 검정을 제안했다. 또한 Gill과 Schmacher 

(1987)은 상대위험도에 대한 서로 다른 두 개의 일반화 추정량을 구하여 비교함으로

써, 비례성의 가정을 위배하는 경우에 대하여 검정통계량을 제시하 다. 하지만 검정

을 하기 위해서는  적합한 가중함수를 선택해야 한다. Grambsch and Fleming(1990)

은 반복알고리즘이 요구되는 Wei의 절차를 일반화시켜서,  잔차들을 기초로 한 마팅

게일을 이용한 방법을 제안하 다. 우리는 이 논문에서 새로운 방법을 제시하여 이런 

난점들을 피하는 절차를 고려하 다.

제 2장에서는 우리는 검정통계량을 제시하고, 제시된 검정통계량의 극한분포가 정

규분포임을 보이고 실제적 문제에 이용하기 위하여 일치성을 갖는 분산의 추정치를 

제시한다.  제 3장에서는 초기효과모형에 대하여 우리가 제시한 검정통계량에 대한 

이론적인 판단근거를 제시하고, 실례로 우리가 제시한 검정통계량에 대한 검정절차를 

예시하며, 시뮬레이션을 통한 경험적검정력(empirical powers)을 구하여 Andersen 절

차와 우리의 검정절차를 비교했다.

2. 검정통계량의 설명과 대표본 근사

표본의 크기가 n1과 n2인 두 개의 표본을 고려해보자. 여기서 n=n1+n2이다.
생존시간에 대한 두 독립표본 X11,...,X1n1 과 X21,...,X2n2는 각각 연속생존함수 
S 1과 S 2를 가지고, 누적위험함수 Λ1과 Λ2를 갖는다고 하자. 또 중도절단된 두 독립표
본C11,...,C1n1 과 C21,...,C2n2의 임의의 분포함수는 G 1과 G 2라 하자. 중도절단된 자료
를 고려하기위해 Tij=min{Xij,Cij}와 δ ij=I(Xij≤Cij)를 구하 다. 각 i=1,2, 

j=1,2,...,ni이며, 여기서 I(⋅)는 지시함수이다. Xij 와 Cij는 각 i,j에 대해 통계적으
로 독립이라고 가정하자. 

위 자료에 의하여 다음을 검정하고자 한다.

모든 t∈[0,∞)  이고 θ > 0에 대하여,

 H0: Λ2(t)=θΛ1(t).

검정통계량을 구축하기 위해선 아래 두 식을 고려한다.

H 0가 참일 때,  임의의 θ > 0  에 대하여 다음 식을 구할 수 있다.
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        Q 1=
⌠
⌡

∞

0
S 2(t)dΛ1(t)= θ

-1   Q 2=
⌠
⌡

∞

0
S 1(t)dΛ2(t)= θ           (1)

각 i에 대해서  Fi=1-Si이며  dΛi=dFi/Si  이다.
따라서 H 0하에서 우리는 다음을 얻을 수 있다.

            Q=Q 1Q 2=
⌠
⌡

∞

0
S 2(t)dΛ1(t)

⌠
⌡

∞

0
S 1(t)dΛ2(t)= 1               (2)

중도절단되지 않은 자료의 경우는 생존함수들과 누적위험함수들에 대한  경험적 검

정통계량의 대입으로 검정통계량을 제시 할수 있다. 그러나 최대관측치가 중도절단된 

자료의 경우, 우린 완전한 표본생존함수들을 얻을 수 없다. 하지만 임의의 θ > 0고 

Ti∈(0,∞)에 대하여 귀무가설하에서 다음 식이 가능하고, 

      ⌠
⌡

T 1

0

S 2( t)

1-S 2(T 1 )
dΛ1(t)= θ

- 1   ⌠⌡

T 2

0

S 1(t)

1-S 1(T 2 )
dΛ2(t)= θ       (3)

따라서,

          ⌠
⌡

T 1

0

S 2(t)

1-S 2(T 1 )
dΛ1(t)  

⌠
⌡

T 2

0

S 1(t)

1-S 1(T 2 )
dΛ2(t)= 1           (4)

이다.

각 i에 대해서 S î  를 Si의 Kaplan-Meier 추정치라 하고, Λî은 Λi의 

Nelson-Aalen추정치라 하자. Ti를 i번째 표본 중 가장 큰 관측치라고 한다면, 

⌠
⌡

T1

0

S 2̂( t )

1-S 2̂( T1)
dΛ1̂( t ) 

⌠
⌡

T2

0

S 1̂( t )

1-S 1̂( T2)
dΛ2̂( t )    

=⌠⌡

T1

0

S 2̂( t )

1-S 2̂( T1)

dN1(t)

Y1(t)
 ⌠⌡

T2

0

S 1̂( t )

1-S 1̂( T2)

dN2(t)

Y2(t)

은 각 i에서 Ni(t)= ∑
ni

j=1
I(Tij≤t, δ ij=1)와  Yi=∑

ni

j=1
I(Tij≥t)인 H 0  하에서 1에 가까

워질것이다. 그러므로 우리는,

       Zn= n{⌠⌡
T1

0

S 2̂( t )

1- S 2̂( T1)

dN1(t)

Y1(t)
⌠
⌡

T2

0

S 1̂( t )

1- S 1̂( T2)

dN2(t)

Y2(t)
-1}        (5)

을 H 0를 검정하기 위한 검정통계량으로 제시한다. Zn에 표기된 모든 추정치들이 일

치성을 가지며, H 0하에서 |Zn|의 값이 작아질 것이다. 따라서 검정기준은 |Zn |의 큰 

값들에 대하여 H 0를 기각할 수 있다. Cheng(1985) 또한 중도절단되지 않은 자료인 

경우 위험함수들의 동일성을 검정하기 위한 통계량을 제시하기 위해 이런 종류의 함

수식을 사용했다. 나중에 식(2)와 (4)의 사용에 대해 논의 할 것이다. H 0하에서조차도 

Zn의 분포는 중도절단분포를 포함함으로써 귀무가설하에 Zn의 정확한 귀무분포를 

얻기는 불가능하므로, 대표본근사이론으로 근사분포를 알아보는 것이 타당하다. 우선, 

점근적 정규성을 알아보기 위해  몇개의 기호를 소개한다. 

각 i에 대해 1-Hi=(1-Fi)(1-Gi)라 하자. 또한 각 i에 대해 M i
를 공분산 함수 
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⌠
⌡

.

0
(1-Hi-)(1-ΔΛi)dΛi를 갖는 가우스과정이라 하자. 여기서 함수 Hi-는 우방 극한값

(right hand limit)을 갖는  H i의 좌방 연속(left continuous version)이고, 

ΔΛi(t)=Λi(t)-Λi(t-)이다. M i
는 마팅게일이다.  아래의⇒, →

p
 ,→

d는 약수렴(weak 

convergence), 확률수렴(convergence in probability), 분포수렴(convergence in 

distribution)임을 의미한다. 다음 Lemma는 잘 알려진 결과이다.(cf. Shorack and 

Wellner 1986).

Lemma 1. 각 i와 t∈[0, Ti]에 대하여,

ni(
Ni(t)

Yi(t)
-Λi(t)) ⇒ ⌠⌡

t

0

dMi(s)

1-Hi-(s)
.

다음은 Gill과 Schmacher(1987)에 의한 델타방법(delta-method)으로서 증명없이 다

음 결과를 제시한다.

Lemma 2. Yn 과 Yn는 p차원( Rp)의 확률열벡터라 하고 μ는 p차원의 상수
벡터라 하자. 함수 h: R

p
 → R는 μ부근에서 미분 가능하다고 하고, 도함수 h'은 

μ에서 연속이라 하자. n→∞ 이며  an→∞인 경우에 다음을 
an( Yn- Yn)→

d
  Y

Yn→
p  μ

만족하는 Y에 대하여,

an(h( Yn)-h( Yn)) →
d  h'( μ)TY

이다.

다음 Theorem에서 Zn의 점근적 정규성의 결과를 얻는다.

Theorem. n2/n1→ρ라고 가정하자. 그러면 H 0하에서, 

Zn →
d
  Z.

여기서 Z는 평균 0과 분산 σ
2을 갖는 정규확률변수이며, 분산 σ2은 

 
σ
2
=(1+ρ)θ

2⌠
⌡

T1

0 [
S2(t)

1-S2(T1) ]
2
(1-ΔΛ1(t))dΛ1(t)

1-H1-(t)

+
1+ρ

-1

θ2
⌠
⌡

T2

0 [
S1(t)

1-S1(T2) ]
2 (1-ΔΛ2(t))dΛ2(t)

1-H2-(t)

 .

 

증명: Lemma 2에서 an=n과  h(x,y)=xy 라 하고,



A Test Procedure for Checking the Proportionality

Between Hazard Functions
565

Yn=(⌠⌡
T1

0

S2̂( t )

1-S 2̂( T1)

dN1(t)

Y1(t)
, ⌠⌡

T2

0

S1̂( t )

1-S 1̂( T2)

dN2(t)

Y2(t) )

Yn=(⌠⌡
T1

0

S 2̂( t )

1-S2̂( T1)
dΛ1(t), 

⌠
⌡

T2

0

S1̂( t )

1-S 1̂( T2)
dΛ2(t))    

라 하자.

그러면 Slustky theorem 과 Lemma 1로부터 다음을 얻을수 있다.   

n{⌠⌡
T1

0

S 2̂( t )

1-S 2̂( T1)

dN1(t)

Y1(t)
-⌠⌡

T1

0

S 2̂( t )

1-S 2̂( T1)
dΛ1(t)}     

⇒ 1+ρ⌠⌡

T1

0

S2(t)

1-S2(T1)

dM1(t)

1-H1-(t)

n{⌠⌡
T2

0

S 1̂( t )

1-S 1̂( T2)

dN2(t)

Y2(t)
- ⌠⌡

T2

0

S 1̂( t )

1-S 1̂( T2)
dΛ2(t)}    

⇒ 1+ρ
-1⌠
⌡

T2

0

S1(t)

1-S1(T2)

dM2(t)

1-H2-(t)
.

따라서

  Yn=(⌠⌡
T1

0

S2̂( t )

1-S2̂( T1)
dΛ1(t), 

⌠
⌡

T2

0

S1̂( t )

1-S1̂( T2)
dΛ2(t))

는 (θ -1,θ)로 확률수렴하므로,  Lemma 2로 부터 Zn이 

     Z= 1+ρθ⌠⌡

T1

0

S2(t)

1-S2(T1)

dM1(t)

1-H1-(t)
+

1+ρ -1

θ
⌠
⌡

T2

0

S1(t)

1-S1(T2)

dM2(t)

1-H2-(t)

로 분포수렴(converges in distribution)한다는 결론을 얻을 수 있다.

실제문제들에서 제안된 검정절차를 응용하기위해서 분산 σ2의 일치추정량을 구해

야한다. 다음은 분산 σ
2의 하나의 일치추정량으로 제시할수 있다.

σ 2̂= n[⌠⌡
T 2

0

S 1̂( t )

1- S 1̂( T2 )
d Λ 2̂( t ) ]

2

⌠
⌡

T 1

0 [
S 2̂( t )

1- S 2̂( T1 ) ]
2

( 1-
ΔN 1(t)-1

Y 1(t)-1 )
dN 1(t)

Y 1 (t)

+n[⌠⌡
T 1

0

S 2̂( t )

1- S 2̂( T1)
d Λ 1̂( t ) ]

2

⌠
⌡

T 2

0 [
S 1̂( t )

1- S 1̂( T2 ) ]
2

( 1-
ΔN 2(t)-1

Y 2(t)-1 )
dN 2(t)

Y 2 (t)

  = n[⌠⌡
T 2

0

S 1̂( t )

1- S 1̂( T2 )

dN 2(t)

Y 2(t) ]
2

⌠
⌡

T 1

0 [
S 2̂( t )

1- S 2̂( T1 ) ]
2

( 1-
ΔN 1(t)-1

Y 1(t)-1 )
dN 1( t)

Y 1 (t)

+n[⌠⌡
T 1

0

S 2̂( t )

1- S 2̂( T1)

dN 1(t)

Y 1(t) ]
2

⌠
⌡

T 2

0 [
S 1̂( t )

1- S 1̂( T2 ) ]
2

( 1-
ΔN 2(t)-1

Y 2(t)-1 )
dN 2( t)

Y 2 (t)

일치성에 대한 증명은 Gill(1980)의 결과를 이용하면 쉽게 보일수 있다.
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3. 토의와 예제

우선, 모든 초기효과모형들을 포함하고 있는 H 1하에서 Q값의 변화에 대한 연구를 

통하여, 우리의 검정절차가  초기효과의 여부를 알아보는데 사용될 수 있는지 알아보

겠다. 

먼저 다음을 가정하자.

                     Λ2(t) = { θ 1Λ 1(t) , 0≤t < t p θ 2Λ 1(t) , t≥t p   
                      (6)

임의의 p∈(0,1)에 대하여 tp∈[0, ∞)는 F1(tp)=p가 되는 점이며 θ 1 > 0과 

θ 2 > 0는 θ1≠θ2를 만족한다.

식 (6)에서 θ1=θ2이거나, p=0또는 p=1일 때 비례위험모형임을 주목하자. 또한 
(6)에 대한 생존함수들은 다음과 같다.

                       S 2(t)= { S
θ 1
1 (t), 0≤t < t p      

S
θ 1-θ2
1 (t p )S

θ2
1 (t), t≥t p

                    (7)

식 (6)과 (7)로부터 다음을 구할 수 있다.

Q1(p,θ1,θ2)=
⌠
⌡

∞

0
S2(t)dΛ1(t)=

1
θ1
(1-(1-p)

θ1)+
1
θ2
(1-p)

θ2

Q2(p,θ1,θ2)=
⌠
⌡

∞

0
S1(t)dΛ2(t)=θ1p+θ2(1-p).             

q=1-p라고 표기하자. 그러면

D(p,θ1,θ2)=Q1(p,θ1,θ2)Q2(p,θ1,θ2)-1=q(1-q)
θ1 (
θ2
θ1
-1)+pqθ1(

θ1
θ2
-1).

만약 θ1=θ2이면 D(p,θ1,θ2)=0이 되고, θ1,  θ2의 임의의 쌍에 대해서도 

D(0,θ1,θ2)=D(1,θ1,θ2)=0을 주목하자. 이것은 두 누적위험함수들 Λ1과  Λ2가 그런 
경우에 비례성을 따르기 때문이다. 따라서 우리의 목표는 아래 4가지 경우에 대해, 

D(p,θ1,θ2)가 초기효과모형(6) 아래 임의의 p∈(0, 1)와 θ1≠θ2에서 결코 0을 얻을 

수 없음을 보이는 것이다.

(i) 1≤θ1 <θ 2   (ii) 0≤θ2 <θ1≤1    (iii) 1≤θ2 <θ 1    (iv) 0 < θ 1 <θ 2≤1

(i)과 (ii)에선 D(p,θ1,θ2)>0을, 그리고 (iii)과 (iv)에선 D(p,θ1,θ2)<0  을 보일 것

이다. (i)의 경우, q
θ1≤q,  θ2/θ1 > 1과  0< θ1/θ2 < 1을 주목하면 다음을 알 수 있다.
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D(p,θ1,θ2)=q(1-q
θ1
)(
θ2
θ1
-1)+pqθ1(

θ1
θ2
-1)

≥pq(
θ2
θ1
-1)+pq(

θ1
θ2
-1)       

=
pq
θ1θ2

(θ1-θ2)
2>0.           

또한 (i)에서 쓰여진 같은 방법으로 (ii)에서도  q
θ1≥q, 0< θ2/θ1<1, θ1/θ2 >1라는 

사실들로 다음을 쉽게 보일 수 있다. 

D(p,θ1,θ2)=
pq
θ1θ2

(θ1-θ2)
2
>0.

(iii)의 경우엔 D(p,θ1,θ2)<0을 보이기 위해 다음  Lemma를 이용한다.

Lemma 3. 임의의 고정된 y >1 에 대하여,  

g(x)=1-yx y-1+(y-1)xy  

라 하자. 그러면 모든 x∈(0,1)에 대하여 g(x) > 0이다.
증명: g(0)=1과 g(1)=0이라 하면, g는 (0, 1)에서 단조(monotone)임을 보여주면 

된다. 

dg(x)
dx

=y(y-1)x
y-2
(x-1)<0   모든 x∈(0,1),    

이므로 Lemma의 결과는 자명하다.

이제 D(p,θ1,θ2)를 다시 써 보면, 

D(p,θ1,θ2)=(θ2-θ1)( qθ1 (1-q
θ1)-

p
θ2
q
θ1)    

이다.

(iii)에서는 θ2-θ1<0  일 때, 
q
θ1
(1-q

θ1 )-
p
θ2
q
θ1 >0을 확인 할 수 있으며,  Lemma 

3를 이용하여 다음 결과를 얻었다.

q
θ1
(1-q

θ1)-
p
θ2
q
θ1≥
q
θ1
(1-q

θ1)-pq
θ1=

q
θ1
(1-θ1q

θ1-1+(θ1-1)q
θ1).

마지막으로, (iii)과 같은 방법으로 (iv)도 확인 할 수 있다.

D(p,θ1,θ2)<0.

모든 초기효과모형들의 클래스를 포함하는 H 1하에서D(p,θ1,θ2)≠0  임을 보 다. 또

한, H 1하에서 확률적으로 Zn/ n→D(p,θ1,θ2)라면, H 1하에서확률적으로 |Zn|→∞라고 

할수있다. 이것은 검정통계량의 수열 {Zn}이 H 1하에서 일치성을 갖는다는 의미이다.

하지만, 위험함수들이 서로간에 교차되는 경우엔 이 검정방법을 적용할수 없다. 예
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를들어, θ1=1/2 , θ2=2라 하면 Q(8/9,1/2,2)=1이 된다. 이런 경우엔 위험함수들이 

비례가 아니더라도 위험함수들이 서로 교차하는 경우에대해 Q(p,θ1,θ2)=1이됨을 의

미한다. 자궁암자료를 이용하여 제시된 절차를 예시하도록 하자(Prentice 1978). 그림 

1은 자료의 두 경험적 누적 위험 함수들을 점도표로 찍은 것이다(점선은 1그룹, 실선

은 그룹2). 수직축은 누적위험값이고, 수평축은 시간을 나타낸다. 이 예제는 초기효과

모형에 따른다고 생각할수 있다. |Zn|=1.739 , σ
2̂
=0.729이고 p-값은 0.05보다 작다. 

또한 Gill과 Schumacher(1986)에서 난소암 자료(Fleming. 1980)에 대한 경험적 누적

위험함수들의  그래프는 위험함수들 사이 non-proportionality의 강한 증거를 보여준

다. 그러나 p-값은 0.25가량이며, 이것은 중도절단된 자료가 너무 많은 경우이기 때

문에 분산이  과대추정된 것으로 보인다.  우리의 제안된 절차는 중도절단된 자료가 

많은 경우에 대하여 민감하지 않을 것이다. 

아래표들은 θ=θ 1/θ2인 지수분포에 기초한 초기효과모형(6)에 대해 p 와 θ의 다
양한 값들에 의한 Andersen의 검정력과 우리가 제시한 검정절차의 검정력에 관한 모

의실험한 결과들이다. 구간 [0 ,∞)은 Andersen검정 경우에 각 p로 [0 , t p)와 

[ t p ,∞)으로 나누었다. 그 결과들은 표본 크기를 15와 20으로 1000번씩 모의실험을 

기초로 했다. 표 1은 우리가 제시한 검정에 대한 경험적 검정력을 요약했고, 표2는 

Andersen의 검정에 대한 경험적 검정력을 보여준다. 자료는 중도절단 되지 않은 경우

를 고려했다. 표에서 p  =1일 경우 비례위험가정을 따르는 것을 알수있다. 표에서 보

는것처럼 , 치료기간이 짧으면 우리가 제시한 검정이 더 효과적인 것 같으며, 

Andersen의 검정은 치료기간이 길 때 더 효과적인 것 같이 보인다.

0
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        Figure 1. Plots of empirical cumulative hazard functions
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        p  

θ
1/8 2/8 3/8 4/8 6/8 1

1.5 0.705 0.699 0.479 0.398 0.149 0.054

2.0 0.775 0.627 0.503 0.374 0.159 0.046

3.0 0.770 0.610 0.552 0.356 0.152 0.052

table 1. 제안된 검정을 한 경험적 검정력 

         p 

θ
1/8 2/8 3/8 4/8 6/8 1

1.5 0.253 0.352 0.555 0.662 0.563 0.056

2.0 0.261 0.383 0.606 0.722 0.590 0.050

3.0 0.289 0.336 0.657 0.746 0.587 0.063

table 2.  Andersen의 검정을 한 경험적 검정력   
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