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Abstract

Moving averages are the most popular statistics in analyzing 
time-series data like stock indices. However, moving averages are quite 
sensitive to unusual observations. In other words, they are not robust 
against unusual observations. We introduce the moving averages in terms 
of an M-estimator, and show how we can take advantages of using the 
proposed moving averages in fitting the data more than usual moving 
averages.
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1. 서론

주가와 같이 시간에 따라 발생하는 자료를 다룰 때, 이동 평균이 유용하게 사용되

고 있다. 하지만, 로버스트 통계학의 입장에서 볼 때 평균은 이상치에 향을 많이 받

는 통계량으로써 변화가 심한 시계열 자료를 다룰 때 다소 왜곡된 정보를 제공할 수 

있다고 생각된다. 이를 보완하기 위해 중위수를 이용한 이동중위수(running median)

가 한 가지 대안으로 사용되나, 분산이 커지는 약점을 갖고 있다. 또 다른 대안으로서 

Huber의 통계량으로 대표되는 로버스트 통계량을 이용할 수 있겠으나, 어떤 관측치가 

이상치인지, 아니면 구조적인 변화의 결과인지 판단하기 어려운 상황에서 무조건적인 

사용은 정보의 왜곡을 초래할 수 있다. 본 논문에서는 Huber의 통계량과 일반적인 평

균의 적절한 조합을 통해 이상치의 향을 덜 받으면서 중위수를 사용할 때처럼 분산

이 커지지 않은 로버스트 이동평균을 제시하고 그 효용성을 모의실험과 실례를 통해 

규명하고자 한다.
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2. 본론

2.1 기존의 방법

주어진 구간에서 n개의 관측치( X 1,X 2,...,X n
)가 주어졌을 때, 일반적인 이동평

균은 μ에 대한 아래식의 해로 정의되는데,

∑
n

i=1
(X i-μ)=0,

이미 잘 알고 있는 것처럼 이렇게 구한 이동평균은 이상치의 향을 직접적으로 받는

다. 그래서, 이상치의 향을 제한하고자 아래와 같은 로버스트 평균을 구하여 사용하

곤 한다. Huber(1981)에 의해 제안된 위치모수의 추정량은 아래와 같은 목적함수를 

Q(T)= ∑
n

i=1
ρ(
Xi-μ

σ )
μ에 대하여 최소로 하는 통계량, 또는 음의 방정식 

∑
n

i=1
ψ(
Xi-μ

σ )=0  여기서 ψ=ρ',
의 μ에 대한 해로서 정의된다.

대표적인 M-추정함수로서 Huber(1981)는 다음과 같은 ψ-함수 

ψ(r)={ r,            |r|≤bb․sign(r),   |r| > b
  

를 이용하여 위치모수에 대한 로버스트 추정량을 구하는 방법을 제시했고, 널리 사용

되고 있다. ψ-함수는 b로 표시된 조율상수에 의해 형태가 결정되는데, 정규분포 가정 

하에서 95%의 점근효율을 갖도록 b를 1.345로 정하는 방법이 가장 널리 사용되고 있

다. 즉, 표준화된 관측치가 ± 1.345를 벗어난다면 그 자료의 값을 1.345로 고정하여 

그 향치를 제어하게된다. 만일 b가 ∞가 되면, Huber의 추정량은 일반적인 최소제

곱추정법, 또는 정규분포 가정에서의 최우추정법의 결과인 산술평균이 된다. 물론 

1.345외 다른 조율상수의 값이 사용되지만, 조율상수 선택에 대한 광범위한 논의는 본 

논문의 주안점이 아닌 고로 다음 기회에 논의하기로 하고 생략하기를 원한다. 본 논

문에서 이하 모든 계산에서 1.345를 조율상수로 사용하겠다.

2.2 새로운 방법

Huber (1981)가 제안한 위의 방법은 샘플의 수가 고정된 경우, 위치모수에 대한 로

버스트 추정량을 구하기 위해 사용되는데, 우리가 지금 관심을 갖고 있는 시간에 따

라 샘플의 내용이 변하는 경우, 새로이 관측된 자료가 이상치라면 큰 문제가 없지만 

만일 새로운 과정의 초기 자료라면 단순히 위와 같은 방법으로 그 자료의 향력을 

배제할 수는 없다.  
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제안 1. 가중치 wi들이 주어졌을 때, 아래의 식(1)의 해로써 추정량을 삼을 것을 제

안한다. 

여기서 r i= (X i-μ)/ σ.  

식(1)은 자료의 본질적인 특성( r i)과 로버스트 특성( ψ(r i))을 동시에 고려하기 위

해 가중치를 이용하여 추정량을 구할 것을 제안한다. 즉, 일반적인 이동평균을 구하는 

식과 로버스트 평균을 구하는 식을 절충하여 보다 로버스트 하면서 단순한 M-추정의 

방법보다는 분산을 작게 갖는 이동평균을 구해 보고자 한다. 물론, 가중치 w i
가 모두 

0으로 지정되면 일반적인 Huber의 M-추정식이 될 것이고, 모두 1로 지정하면 일반적

인 평균을 구하는 최소제곱법에 기인한 추정식이 될 것이다. 또는, 모두 0으로 지정하

고 마지막 가중치 wn을 1로 지정한다면 마지막 자료의 향력을 계산에 받아드리고 

오래된 자료의 향력은 제어하는 상황에서의 추정량을 계산할 수 있게된다.  본 논

문에서는 이동중위수 계산 시 사용되는 방법 중에 이항정리를 이용한 아래와 같은 가

중법을 사용하여 보았다(Tukey, 1977). 예를 들어, 평균 계산 구간 너비가 4라면 

w 1=1/8, w 2=3/8, w 3=3/8, w 4=1/8  와 같이  중간에  있는 자료의 향력을 오

래된 자료와 새로운 자료의 향력보다 상대적으로 많이 인정하는 방법을 의미한다. 

이를 수식으로 표현하면, 구간 너비가 n 이라고 할 때, 

           (2) w i=( )n-1
i-1

/2 n-1,  i=1,…,n

으로 된다. 

실제로 추정량의 계산은 뉴튼-랍슨의 수치 해석적 방법에 따라 수행된다.  즉, 어떤 

미분 가능하고 연속인 함수 f(x)의 f(x)=0이 되는 해를 구하는 뉴튼-랍슨의 수치

해석 방법에 의하면, 주어진 초기치 x 0를 이용하여 그 첫 번째 해

x 1= x 0- f(x 0)/ f
'
(x 0 )

가 주어지는데, 식(1)에 위의 방법을 적용한다. 그 과정에서 Hampel외 3인(1986, 

p106)이 설명한 방법을 기본으로 변수 x를 표준화하여 아래의 방법을 이용하여 계산

할 수 있다.

여기서, T 0
와 S 0는 μ와 σ에 대한 초기치이다. 일반적으로, T 0

에 대하여는 중위

수를, 

T n=T 0+

1
n
S 0∑w i(

x i-T 0

S 0 )+(1-w i)ψ(
x i-T 0

S 0 )
1
n ∑w i+(1-w i)ψ'(

x i-T 0

S 0 )
S 0에 대하여는 MAD (median absolute deviance)를 0.6745로 나눈 값을 사용한다 

(Hampel외 3인 (1986)). 

(1)∑
n

i=1
w ir i+(1-w i)ψ(r i)=0,
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2.3 모의실험

모의실험은 Sin함수를 기반으로

실험 1 (오염도 0%): 일양분포(-0.5,0.5)에서 생성된 오류를 추가한 크기가 300개의 

자료를 300번 생성하여 구간너비가 10과 50인 경우에 대하여 일반적인 이동평균, 이

동중위수, 로버스트 이동평균을 구하 다.

실험 2 (오염도 10%): 실험 1에서 생성한 데이터에 일양분포 (-3,3)에서 생성된 오

류를 10% 섞어 얻은 오염된 자료 300세트에 대하여도 구간 너비가 10과 50일 때에 

따라 이동평균, 이동중위수, 로버스트 이동평균을 구하 다. 

실험 3 (오염도 20%): 실험 1에서 생성한 데이터에 일양분포 (-3,3)에서 생성된 오

류를 20% 섞어 얻은 오염된 자료 300세트에 대하여도 구간 너비가 10과 50일 때에 

따라 이동평균, 이동중위수, 로버스트 이동평균을 구하 다. 

논문의 지면상 세 가지 주어진 상황에 따른 모의 실험 결과 중 오염도가 20%일 경

우의 첫 번째 시뮬레이션 결과를 <그림 2-1, -2, -3>에 그려보았다. <그림 2-4>에서

는 주어진 구간 너비와 오염도에 따라 이동평균, 이동중위수, 로버스트 이동평균의 

300회의 모의 실험에 따른 평균제곱오차를 구하여 상자그래프로 그려보았다. 종합적

으로 보면, 로버스트 이동평균의 평균제곱오차가 평균적으로 낮은 값을 갖고 그 분산

도 다른 것들에 비해 상대적으로 적음을 알 수 있고, 즉, 본 논문에서 제안하고 있는 

로버스트 이동평균이 다른 두 가지 추정량들에 비해 상대적으로 안정적이고 적합성도 

뛰어남을 관찰할 수 있다. 그림들에서 보듯이 로버스트 이동평균은 특별히 구간 너비

가 짧은 경우 (n=10),  이상치들의 향을 덜 받아 가정된 모델인 Sin 함수(점선)에 

대하여 가장 가깝게 부드럽게 움직임을 볼 수 있다.  

<그림 2-1> 이동평균, 오염도 20%

n=10과 50

0 50 100 150 200 250 300

-2
0

2

<그림 2-2> 이동중위수;오염도 20%

n=10과 50

0 50 100 150 200 250 300

-2
0

2
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<그림 2-3> 로버스트 이동평균; 

오염도 20%, n=10과 50

0 50 100 150 200 250 300

-2
0

2

<그림 2-4> 평균제곱오차의 상자도표: 

각 섹션에서 이동평균, 이동중위수, 로버

스트 이동평균 순서로 그려짐
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2.4 예를 이용한 분석: 반도체 판매량

1992년 1월부터 2002년 8월까지 한국무역협회가 제공하는 우리나라 반도체 수출액

(단위 백만불)에 대하여 구간 너비 6개월과 12개월에 대하여 이동평균, 이동중위수, 

로버스트 이동평균을 구하여 그림을 그려보았다. <그림 2-5,-6,-7>에서 보듯이 이동

중위수는 변곡점 또는 고점, 저점에서 부드럽지 못함을 볼 수 있다. 이동평균과 로버

스트 이동평균은 비슷한 모양을 갖고 있으나, 역시 변곡 또는 고점, 저점에서 로버스

트 이동평균이 다소 부드럽게 움직이는 것을 볼 수 있다.  각 그림에 표기된 SSE의 

크기나 실제로 잔차들의 상자그림 <그림 2-8>에서

보듯이 로버스트 이동평균이 가장 데이터에 가장 잘 적합되고 있음을 알 수 있다.
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<그림 2-5>이동평균; 6개월,12개월

SSE=8320177(6개월),12528295(12개월)
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<그림 2-6> 이동중위수 

SSE=8474082(6개월),13717136(12개월)

0 20 40 60 80

10
00

15
00

20
00

25
00

<그림 2-7>로버스트 이동평균

 SSE=6274331(6개월),10996107(12개월)
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<그림 2-8> 반도체 수출 데이터의 잔

차들의 상자그림; 구간너비 6개월, 12개

월에 대하여 이동평균(첫 번째 상자그

림), 이동중위수(두 번째), 로버스트 이동

평균(세 번째).
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2.5 관련 이론

<그림 2-9>에서 보듯이, 위에서 제시한 가중치를 사용한 추정함수들이 일반적인 

평균을 주는 추정함수( w=1)와  Huber형태의 추정함수( w=0) 사이에 존재함으로써 

알 수 있다. 따라서, 새로이 제안 추정함수들이 주어진 임계치를 초과하는 자료의 
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향력을 일반적인 평균의 추정함수와 달리 어느 정도 제어함으로 로버스트 성질이 보

장되고, 또한 점근분산에 있어서는 Huber의 추정함수 보다 평균을 추정하는 함수에 

가까움으로써 향상된 결과를 줄 것이다.

<그림 2-9> 주어진 가중치들에 따른 추정함수의 예
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또한, 새로운 추정함수에 근거하여 점근분산을 수식적으로 전개한다면,

(1)에 근거하여 η(w,r)=wr+(1-w)ψ(r)=w(r-ψ(r))+ψ(r)라고 정의한 후, 

Maronna and Yohai(1981)와 Hample외 3인(1986)이 위치모수와 회귀계수 추정시 제

시한 일반적인 조건들(regularity conditions)을 에 적용하여 만족한다면, 올바른(true) 

모델 하에서의 점근분산은 

V(η,F)=M -1(η,F)⋅Q(η,F)⋅M -1(η,F),
여기서,

M(η,F) = Eη'=E[1-ψ'(r)]⋅Ew+Eψ'(r);

Q(η,F) = Eηη T=E[r-ψ(r)] 2⋅Eww T+E[ (r-ψ(r))ψ(r)]⋅2Ew+Eψ(r)ψ(r) T

가 된다.

구간의 너비가 주어지고, 여러 가지 편이상 가중치들이 상수로 주어진다면, 표본점

근분산은 아래의 M과 Q를 이용하여 추정된다. 

V(ψ,F)=M -1(ψ,F)⋅Q(ψ,F)⋅M -1(ψ,F),
여기서

M(ψ,F)=
1
n ∑i

w i
⌠
⌡(1-ψ'(r))dF(r)+

⌠
⌡ψ'(r)dF(r)
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Q(ψ,F)=
1
n ∑i

w2i
⌠
⌡(r-ψ(r))

2dF(r)+
2
n ∑i

w i(1-w i )
⌠
⌡rψ(r)dF(r)+

⌠
⌡ψ

2(r)dF(r)

만일 ψ(⋅)는 Huber의 식을 사용하고, 확률함수는 표준정규분포로, 가중치는 위에

서 정의된 식(2)대로 주어진 경우, 점근분산의 역수인 점근효율(asymptotic efficiency)

을 조율상수 b에 대하여 <그림 2-10>과 같이 그릴 수 있다. 새로운 이동평균의 점근

효율이 기존의 Huber에 기초한 이동평균 보다 큼을 알 수 있다. 모든 경우에 공히 조

율상수가 증가할수록 점근효율이 증가하여 1에 접근함을 알 수 있다. 따라서, 조율상

수 b는 원하는 점근효율을 만족하도록 정할 수 있겠다.

<그림 2-10> 제안된 이동평균의 점근효율의 변화; n=50(위), 

100(중간), 기존의 Huber(아래)
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3. 결론

기존의 이동평균에 비해 로버스트하고 분산도 적당하게 작은 새로운 형태의 이동평

균을 제시했다. 간단한 이론 전개와 자료분석을 통해 기존의 이동평균, 이동중위수 보

다 바람직한 성질들을 갖고 있음을 보 다.
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