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An application to Zero-Inflated Poisson Regression 
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Abstract

The Zero-Inflated Poisson regression  is a model for count data with 
exess zeros. When the reponse variables have excess zeros, it is not easy 
to apply the Poisson regression model. In this paper, we study and 
simulate the zero-inflated Poisson regression model. An real example was 
applied to this model. Regression parameters are estimated by using 
MLE's. We also compare the fitness of zero-inflated Poisson model with 
the Poisson regression and decision tree model. 

주제어: 영과잉-포아송 분포, 영과잉-포아송 회귀모형, 포아송 회귀모형

1. 서론

영과잉-포아송분포라 함은 이산형확률분포에 있어서 정상적인 포아송 확률분포보다 

영의 값이 과잉관측되는 분포를 말한다. 포아송분포가 생산공정단계에서 발생하는 불

량품 수에 관한 확률분포로서 지금까지 중요한 분포로 이용되어 왔다. 그러나 현대문

명의 발달과 제품을 만들어내는 기술의 고급화로 인하여 불량률은 현저하게 감소되어 

가고 있다. 반응변수가 영이 과잉 관측되는 경우 기존의 포아송 분포에 적용시켜 통

계적인 추론을 한다면 이는 제3종의 오류를 범하는 결과를 초래할 것이다. 

이러한 공변량이 없는 일변량 영과잉-포아송분포는 Singh(1963)와 

Johnson-Kotz(1969)에 의해 소개되었으나 수학적인 모형으로만 인식되어 응용분야가 

다양하지 못했다. 그 이후 Heilbron(1989)는 영변경(zero altered)-포아송 음이항 회귀

모형을 이용하여 위험요소가 많은 사람들의 행동과학에 대하여 연구하였다. 그는 반
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응값이 영인 경우에 확률을 임의로 주는 모형을 생각했다. 영이 되는 확률이 표준 포

아송분포보다 적게 되도록 양의 포아송분포를 생각하였다. 그 이후 영변경-포아송 음

이항 회귀모형과 유사한 모형을 Lambert(1992)는 제시하였다. 그는 공변량에 의존되

는 반응변수가 영과잉-포아송 분포를 따르는 영과잉-포아송분포(zero-inflated 

Poisson regression model)를 이용한 회귀모형을 소개하였다. 그는 반도체 부품들을 

몇 가지 요인으로 나누어 각 경우마다 나타나는 불량개수를 관측한 실제자료에 적용

하였다. 회귀계수들은 최우추정법을 이용하여 추정하였고 공변량(covariates)들의 효과

를 분석하였다. 그 이후 공변량이 없는 영과잉-포아송분포를 Li 등(1999)은 다변량 영

과잉-포아송분포로 확장시켰다. 다변량 영과잉-포아송분포는 많은 모수를 포함하고 

있는데 이들의 적률추정량, 최우추정량들과 분포의 성질들을 연구하였다. 

본 논문은 영과잉-포아송 회귀모형의 적용사례로서 백화점 고객들의 상품구입횟수

에 관한 실제자료를 분석하려고 한다. 백화점 입장에서 보면 백화점의 매출은 고객들

의 상품구입 회수에 직결되기 때문에 고개관리 차원에서 본다면 매우 중요한 일일 것

이다. 반응변수는 고객이 최근 18개월 안에 구입한 상품구입 회수이다. 반응변수에 영

향을 미치는 설명변수 혹은 요인(facter)을 공변량이라고 하자. 고객들의 상품구입 회

수는 많은 공변량들에 의해 종속된다고 생각할 수 있다. 본 논문에서 다루고 있는 공

변량들로는 고객들의 연령, 수입, 성별, 결혼여부 그리고 집소유 여부이다. 이 자료를 

관찰해보면 반응변수가 과잉으로 영이 관측되는 것을 알 수 있다. 반응변수가 계수형

자료(count data)이므로 일반적인 다중회귀모형에 적합시키기는 어렵다. 또한 포아송 

회귀모형에 적합시키는것도 반응값이 영이 과잉으로 관측되기 때문에 적용하기 힘들 

것이다. 본 논문은 영과잉-포아송 회귀모형을 소개하고 실제자료를 이용하여 회귀계

수들을 추정하고 모형의 적합성을 포아송 회귀모형 그리고 의사결정나무모형과 비교

하여 알아보려고 한다.     

  

2.  영과잉 포아송 회귀모형

영과잉-포아송 회귀모형을 소개하기 위하여 영과잉-포아송 분포를 먼저 설명하기로 

한다. 영과잉-포아송분포는 포아송분포와 베르누이분포와의 혼합모형(mixed model)으

로 볼 수 있다. 포아송분포에서 0이 과잉 관측되는 경우로 생각할 수 있다.

확률변수 Y는 일정 단위당 나타나는 계수형 자료(count data)로서 영만 나타나는 

상태(perfect state)의 확률값이 따로 정해진다. 즉, 

Y ∼ 0, p 의 확률로
∼ Poisson(λ ), 1-p의 확률,

여기에서  0≤p≤1  는 영의 값에서 주어지는 임의의 확률이며 λ> 0는 포아송분포

의 평균이다.  이때 확률질량함수(pmf)는 아래와 같이 된다.  

P(Y= k) = p+(1-p)e
-λ

, k=0

= (1-p) λ
k
e
-λ
/k!, k=1,2,···.
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반응변수가 영과잉-포아송분포를 따르고 몇 개의 공변량들에 의해 의존된다고 생각

해보자. 반응변수의 평균 λ와 영에 대한 확률 p는 공변량들의 회귀모형을 이룬다. 영의 

값만 관측되는 경우의 확률 p는 로짓연결함수(logit link function)를 그리고 포아송분

포의 평균 λ는 로그연결함수를 이용하였다. 즉, log(λ)와 log(p/(1-p))  가 공변량들

의 선형함수로 표현되는 영과잉-포아송 회귀모형을 생각한다. 

반응벡터 Y=(Y 1,Y 2,…,Yn)
'  들이 독립이고 그리고

Yi ∼ 0, p i 의 확률로,
∼ Poisson(λ i), 1-p i의 확률

 

의 영과잉-포아송분포를 따른다고 하자. 이때 모수벡터 λ=( λ1,λ2,…,λn)
'  그리고 

영에대한 확률벡터 p=( p 1,…,pn)
'는 다음을 만족한다.               

(2.1) 

log( λ)= B β,

log(
p

1- p
)= G γ,

  

  여기에서 B 와 G는 공변량들의 모형행렬(model matrix)이다. 위 모형은 많은 모

수들을 포함하기 때문에 다음과 같이 몇 가지로 분류하여 생각할 수 있다.

첫째, λ와 p가 함수적인 관계가 없고 두 공변량이 같을 때 즉, B 와 G가 같을 

때이다. 이때는 모형에 포함되는 모수의 수가 포아송 회귀모형보다 두배 많게 된다. 

둘째는 p가 공변량에 의존되지 않을 때이다. 이때는 G가 원소가 1인 벡터가 되어서 

포아송 회귀모형보다 모수가 단 한 개 많게 된다. 마지막으로는 같은 공변량 즉, 

B 와 G가 같을 때 그리고 λ와 p가 함수관계가 있을 때이다. 이때는 모수의 수

가 많이 감소하게 된다. 일반적으로 0만이 완전하게 나타날(perfect state) 확률 p는 

포아송 평균인 λ에 반비례한다. λ가 커질수록 p가 작아지는 것은 함수는 여러 가

지로 생각할 수 있으나, 두 모수에 대한 사전정보가 p i=1/(1+ λ
τ
i)  같이 알려져 있

다면, (2.1)식에서

log( p/(1- p))

log λ
=
Bγ

Bβ
=-τ

가 되므로 Bγ=-τ Bβ  가 된다.  여기에서 τ는 형태모수(shape parameter)로서 

이 값이 커지면 p는 기하급수적으로 감소하게 된다. 위 (2.1)식 영과잉 포아송 회귀

모형은 다음과 같이 된다.

(2.2)

log( λ)= B β,

log(
p

1- p
)=-τ B β.

위 모형은 일반화 선형모형을 만들기 위하여 포아송 평균의 로그 연결함수 그리고 
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베르누이분포의 성공의 확률에 대한 로짓연결함수가 이용되었다. 한편 영과잉-포아송 

회귀모형은 많은 회귀계수들을 포함하고 있어 회귀계수들을 추정하는데 많은 어려움

이 있다. 따라서 본 논문에서는 모수들의 수가 비교적 적은 (2.2)식의 모형을 다루려

고 한다.  

회귀계수 벡터 β와 형태모수 τ에 대한 로그-우도함수는 

(2.3)

L( β,τ; y) = ∑
yi=0
log(e

-τ Bi β+ exp(-e
Bi β ))

+ ∑
yi >0
(yi B i β-e

Biβ
 )- ∑

n

i=1
log(1+e

-τ Biβ
 )

와 같이 된다. 또한 최우추정량 β , τ 을 이용한 적합도를 알아볼 수 있는 이탈도

(deviance)는 2[ (L( y ; y)-L( β , τ  ; y)]으로 이는 점근적으로 χ 2p의 분포를 따

르는 것으로 알려져 있다. 여기에서 p는 미지의 모수 개수이다. 

3. 모의실험

영과잉-포아송 회귀모형을 따르는 공변량과 반응변수를 얻기위하여 모의실험을 하

였다. 가장 단순한 영과잉-포아송 회귀모형을 생각하기 위하여 공변량은 한 개로 설

정하고 표본크기는 n=10을 생각하였다. 공변량이 한 개일때의 (2.2)식 모형은 다음

과 같이 된다.

(3.1)

 

log(λ i)=β0+β1x i ,

log (
p i
1-p i

)=-τ(β0+β1x i),i=1,2,…,10.

공변량 x i는 (0,1)  균일분포(uniform distribution)를 따르는 난수들로 구성되어 있

고, 회귀계수벡터는 β=(β0,β1)
'
=(-1,1)

'  그리고 τ=1로 설정하였다. 그러면  

(3.1)식은

(3.2)λ i=e
xi-1,  p i=e

1- x i /(1+e
1- x i), i=1,2,…,10.  

가 된다. (3.2)식에 공변량 값을 대입하면 영과잉-포아송 분포를 따르는 반응변수 

yi의 평균 λ i와 확률 p i를 얻을 수 있다. 반응변수 yi는 또 다른 (0,1)  균일변수 Ui를 

이용하여 Ui < p i  이면 yi=0, 그렇지 않으면 yi ∼Poisson(λ i)이 되도록 난수를 발

생한다. 반응값 yi가 얻어지면 주어진 공변량 x i를 영과잉-포아송 회귀모형 (3.1)식을 

이용하여 회귀계수 β0,β1과 형태모수 τ를 추정한다. 추정하는 방법은 최우추정법이다.  

(2.3)식의 우도함수의 최대값을 구하기 위하여 Press 등(1992)의 부프로그램 Powell을 

이용하였다. 이 방법은 미분없이 최대, 최소값을 찾는 방법이다. 추정된 회귀계수 최

우추정치는 ( β0, β1) = (-1.26,0.74)  이고 형태모수 τ =- 0.26 으로 나타났다. 회

귀계수 추정값은 실제값에 근접하지만 형태모수 τ는 차이가 많이 남을 알 수 있다. 

추정된 회귀계수와 형태모수를 이용하여 모형의 예측값을 구하여 보기로 한다. 추
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정된 모수값을 (3.1)식에 대입하여 λ i  그리고 p i을 구할 수 있고, 다시 이를 영과잉-

포아송분포에 적용하여 적합된 예측값 yi을 얻을 수 있다. 공변량값 x i와 반응값 yi  

그리고 예측값 yi가  <표3.1>에 나타나 있다. <표3.1>에서 ‘Poisson’으로 표기된 부분

은 영과잉이 아니라 포아송 회귀모형에 적용했을 때의 실제값과 예측값이다. 

한편 (2.3)식의 로그-우도함수 값은 L( β0, β1, τ  ; y)=-11.561으로 계산되었고 

이때의 이탈도는 0.031로 나타났다. 표본크기가 10이라 크지는 않지만, 이탈도가 점

근적으로 χ 23의 분포를 따르기 때문에  점근적 이론을 적용하면, 귀무가설 

H 0 :β0= β0 ,β1= β1,  τ =τ  에서의 유의확률은 0.998로서 귀무가설을 채택하게 된

다.

<표3.1>을 살펴보면 반응값 yi는 0이 아닌 경우가 단 한 개 나타나므로 90%가 영

과잉으로 되어있다. 영과잉-포아송 회귀모형에 적합해 본 결과 7번째 관측치에서는 0

으로 예측되지는 않았지만 90%의 영과잉으로 나타나게 되어 잘 적합함을 알 수 있

다.

4. 사례연구

영과잉-포아송 회귀모형의 사례연구를 위하여 이용된 자료는 미국의 어떤 백화점에

서 만명의 고객을 대상으로 지난 18개월 동안 고객들이 구입한 상품구입 회수 및 고

객들에 대한 정보이다. 이는 강현철 등(1999)에 첨부된 파일 중 ‘BUYTEST.SD2' 데

이터이다. 이 데이터는 총 26개의 변수와 관측치 수는 10,000개이다. 많은 변수들 중

에서 본 연구에 도움이 되는 몇 개의 변수만 활용하였다. 변수명과 변수내용이 다음 

<표4.1>에 나타나 있다. 이들 변수 중에서 관심이 있는 반응변수를 BUY18로 택하였

다. 이 변수는 최근 18개월 간에 60$ 이상 상품을 구입한 횟수이다. 이 변수를 반응변

<표3.1> 모의실험을 통하여 얻어진 공변량과 반응값 그리고 추정된 예측값

ni
x i

(공변량)
Ui λ i p i Poisson

   yi

(반응값)

λ i p i Poisson yi

(예측값)

1 .726 .322 .760 .568 1 0 .485 .453 0 0
2 .562 .207 .645 .608 1 0 .430 .445 1 0
3 .151 .745 .428 .700 0 0 .317 .426 0 0
4 .632 .449 .692 .591 2 0 .453 .449 0 0
5 .986 .616 .986 .503 0 0 .589 .466 1 1
6 .558 .015 .643 .609 0 0 .429 .445 0 0
7 .587 .872 .662 .602 2 2 .438 .447 0 0
8 .786 .870 .807 .553 0 0 .508 .456 0 0
9 .195 .415 .447 .691 0 0 .328 .428 0 0
10 .106 .173 .409 .710 0 0 .307 .424 1 0
평균 0.58 0.50 0.67 0.60 0.67 0.22 0.44 0.45 0.22 0.11
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수로 택한 이유는 백화점 입장에서 보면 백화점의 매출은 고객의 상품구입 횟수에 직

결 되기 때문이다. 또한 영과잉-포아송 회귀모형에서 반응변수는 단위당 나타나는 사

건의 수이다. 특히 사건의 수가 0이 많이 나타나는 경우가 영과잉-포아송분포에 잘 

적합된다. 고객이 최근 18개월(단위당) 안에 구입한 횟수는 0을 많이 포함하고 있는 

변수로 이를 반응변수로 설정하였다. 반응변수에 영향을 미치는 공변량은 양적변수 2

개 즉, 나이(AGE), 수입(INCOME)와 질적변수 3개, 결혼여부(MARRIED), 성별(SEX) 

그리고 집소유 여부(OWNHOME)로 총 5개로 구성되어 있다. 이를 영과잉-포아송 회

귀모형으로 생각한다면 다음 모형식이 된다.

(BUY18) i ∼ 0, p i 의 확률로
∼ Poisson(λ i ), 1-p i의 확률,

프로그램 수행을 원활하게 하기 위하여 10,000개의 관측치 중에서 결측치를 제외한 

9766개에서 100개의 관측치를 단순임의표집하였다. 표집과정은 SAS 매크로 프로그램 

‘SRS'를 이용하였다. 표집된 100개의 표본들에서 반응변수를 살펴보면 구입회수

(BUY18)가 0인 경우가 67%, 1번 구입이 31% 그리고 2번 이상 구입이 2%로 나타났

다. 반응변수가 영과잉 관측된 자료로 볼 수 있다. 표집된 표본들의 반응변수를 질적

변수별로 보면 다음 <표4.2>와 같다. 

흥미있는 점은 결혼한 여자인 경우 집을 소유했건 안했건 백화점에서 상품을 구입

한 회수가 제일 많았다. 그리고 미혼 무주택 남자인 경우는 구입횟수가 전혀 없는 것

으로 나타났다. 주어진 자료를 한번은 영과잉-포아송 회귀모형에 다른 한번은 포아송 

회귀에 적합시켰다. 두 모형의 적합성을 알아보기 위하여 우도비를 계산하고 회귀계

수와 형태모수를 구하였다. 그 결과가 <표4.3>에 나타나 있다.

일반적으로 영과잉-포아송 회귀모형에서 양적변수가 아닌 질적변수들의 추정된 회

귀계수의 의미를 해석하기는 용이하지 않다. 그리고 공변량들의 교호작용들도 생각할 

수 있겠으나 회귀계수들이 너무 많아지기 때문에 최우추정치를 찾기가 쉽지 않으므로 

생략하기로 한다. 

log(λ i)=β0+β1*AGEi+β2* INCOMEi+β3*SEXi+β4*MARRIEDi+β5*OWNHOMEi ,

log(
p i
1-p i

)=-τ*log(λ i), i=1,2,…,100.

<표4.2> 질적변수별 

상품구입 회수(반응변수)의 평균

          

성별      

       집  

          

결혼

미혼 기혼

소유 미소유 소유 미소유

남 0.33 0.00 0.26 0.38

여 0.10 0.40 0.50 0.50

<표4.1> 사례연구에 이용된 자료의 변수설명

변수명 변수 내용

AGE 나이(년)

INCOME 년 수입(단위: 천달러)

MARRIED 1:결혼 0:미혼

SEX F:여자 M:남자

OWNHOME 집 소유 여부(1:소유, 0:미소유)

BUY18 최근 18개월 간의 상품구입 횟수
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영과잉-포아송 회귀에 적합시켰을 때의 로그-우도비 값은 -309.263으로 나타났고, 

포아송 회귀에 적합시켰을 때는 -614.534로 나타났다. 서로 다른 모형의 우도비를 비

교하는 것은 의미가 없으나 포아송-회귀모형의 우도비가 크게 나타났다. 한편 적합된 

영과잉-포아송 회귀모형을 보면, 나이와 수입이 많아질 수 록 반응변수 BUY18의 평

균 즉, λ 는 증가함을 알 수 있다. 반면 포아송 회귀모형은 나이가 증가하면 BUY18

의 평균, λ 이 감소하나 수입은 반대현상을 나타낸다. 

회귀분석의 주된 목적이 예측에 있기 때문에, 본 연구에서 제시된 영과잉-포아송 

회귀모형의 예측을 알아보기로 한다. <표4.3>의 추정된 모수값과 주어진 공변량들의

값을 이용해서 반응변수의 예측치를 구하여 보았다. 반응변수의 예측치 중 82%가 

0, 13%가 1 그리고 5%가 2번이상으로 나타났다. 실제자료(표본수=100)에서는 반응변

수 값이 0인 경우가 67%, 관측치 만개의 모집단에서는 70%로 0이 과대적합 됬음을 

알 수 있다. 포아송 회귀모형에 적합시켰을 때의 예측치는 0인 경우가 37% 1인 경우

가 58% 그리고 2 이상인 경우가 5%로 영과소 적합됨을 알 수 있다. 두 모형을 비교

해 본다면 실제자료에 더 잘 적합된 것은 영과잉-포아송 모형이라 할 수 있겠다.

다음으로 사례연구에 이용된 자료를 의사결정나무(decision tree)방법으로 분석해 보

고자 한다. 의사결정나무분석은 반응변수에 영향을 주는 공변량들을 의사결정규칙에 

의하여 나무구조로 도표화하여 분류, 예측을 수행하는 방법이다. 'SAS의 E-miner'를 

<표4.3> 영과잉-포아송회귀와 포아송 회귀에서 추정된 모수값

모형 공변량과 모수 추정된 모수값 로그-우도함수

영과잉-포아송

회귀

절편 -1.20

-309.263

AGE 3.02

INCOME 3.03

SEX 1.69

MARRIED 4.19

OWNHOME 0.60

τ 1.20

포아송 회귀

절편 -0.53

-614.534

AGE -1.28

INCOME 1.03

SEX -3.26

MARRIED 0.34

OWNHOME 1.25

τ *
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이용하여 목표변수(target)는 BUY18 그리고 입력변수(input)들은 자료의 공변량들로 

설정하였다. BUY18는 1 이상인 경우를 1로 변환하여 이진변수로 변환하고 분석하였

다. 그 이유는 의사결정나무분석은 목표변수가 양적변수일 경우는 예측하기 힘든 단

점이 있기 때문이다. 의사결정나무 분석에서 모든 옵션은 디폴트로 처리하였고 그 결

과가 <그림4.1>에 나와 있다.

               <그림4.1> 의사결정나무분석에 의한 나무구조모형 

<그림4.1>에서 반응변수에 영향을 주는 공변량은 MARRID(결혼여부) 한 개로 나

타났다. 기혼인 경우 구입회수가 0인 경우가 약 61%, 1번 이상은 39%로 나타난다. 기

혼인 경우가 미혼일 때보다도 구입회수는 약 17%로 정도 더 많다. 그러나 선택된 한 

개의 공변량으로 반응변수를 예측하기엔 어려울 것으로 판단된다.

5. 결론

백화점에서 고객들의 관리차원을 생각한다면, 반응변수의 예측값을 크게하는 공변

량들의 수준을 생각해야 할 것이다. 영과잉-포아송 모형에서는 고객들의 상품구입 회

수가 많을 때의 공변량 수준은 주효과 별로 연령은 40대, 수입은 2만 달러, 성별은 남

자, 기혼 그리고 무주택자로 나타났다. 포아송 회귀모형에서는 40대, 4만 달러, 여자, 

기혼, 무주택자가 최적의 수준이다. 나무구조모형에서는 반응변수에 영향을 미치는 공

변량이 결혼여부(MARRIED) 한 개로 선택되어 졌다. 기혼인 경우가 미혼일 때보다도 

구입회수가 많게 된다.

자료의 적합도를 세 모형으로 비교한다면, 나무구조모형은 반응변수가 양적변수라

서 이를 이진변수로 변환하여 분석해 보았지만, 결과가 예측하기 어려운 모형으로 나

타났다. 영과잉-포아송 회귀모형은 포아송 회귀모형보다 잘 적합되므로 추정된 영과

잉-포아송 회귀모형을 이용하는 것이 바람직할 것으로 판단된다. 그러나 추정된 영과

잉-포아송 회귀모형식을 해석하기엔 어려움이 따르게 되기 때문에 예측모형으로만 이

용되어져야 할 것이다.
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