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Abstract

We consider the problem of testing cell probabilities in sparse 

multinomial data. Aerts, et al.(2000) presented T 1= ∑
k

i=1
( p i-p i)

2  as a test 

statistic with the local polynomial estimator p i, and showed its 

asymptotic distribution. When there are  cell probabilities with relatively 
much different sizes, the same contribution of the difference between the 
estimator and the hypothetical probability at each cell in their test statistic 
would not be proper to measure the total goodness-of-fit. We consider a 

Pearson type of goodness-of-fit test statistic, T= ∑
k

i=1
( p i-p i)

2 / p i  instead, 

and show it follows an asymptotic normal distribution. 
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1. 서론

다항분포자료를 관측할 때 우리는 종종 여러개의 칸(cell)에서 하나도 없거나 1개 

혹은 2개와 같은 아주 적은 갯수의 관측값들을 발견하게 된다. 이와 같은 자료를 희

박다항자료(sparse multinomial data)라 한다. 좀 더 정확하게 말하여 i번째 칸의 확

률이 p i인 총 k개의 칸을 가진 다항분포로부터 (N 1,N 2,…,Nk)
T의 칸도수(cell 

frequency)가 관측되었다고 하자. 이때 ∑
k

j=1
Nj=n은 총도수를 나타낸다. 따라서 희박

다항분포자료는 총도수 n이 칸의 총갯수 k에 비하여 상대적으로 매우 작을 때, 즉 

n/k이 작을 때 발생한다.
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   E-mail: jbaek@chonnam.ac.kr
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만약 다항분포자료의 칸들이 순서대로 배열되어 있다면 (예를 들어 연속형 자료가 

그 크기 순서대로 몇 개의 구간으로 그룹화되어 각 그룹내의 도수로 관측된 경우) 칸

도수들은 인접칸들에 걸쳐 평활함으로써 칸 확률을 추정할 수 있다. 일반적으로 다항

분포에 대한 커널을 이용한 이와 같은 비모수적 평활 방법들이 Burman(1987a), 

Aerts, et al.(1997a), Baek(1998)등에 의해 개발 되었고, 그 추정량에 대한 이론적인 

희박점근 일치성이 증명되었다.

주어진 다항자료의 분포 p=(p 1,…,pk)가 특정분포 p 0= (p 10,…,pk0)를 따르는

지 검정하고자 할 때 우리는 귀무가설 H 0 : p= p 0  에 대하여 일반적으로 피어슨의

Χ2= ∑
k

i=1
(Ni-npi0)

2/npi0  검정통계량이나 우도비 검정통계량 G 2= 2 ∑
k

i=1
Ni log (Ni/npi0)  

등을 적용하게 된다. 이들 통계량들은 귀무가설하에서 n→∞이고 in f i np i→∞이면 

Χ2(k-1) 분포를 따르게 된다. 그러나 희박다항분포에서는 n→∞이고 k→∞이므

로 p i가 아주 작아진다. 따라서 Χ2(k-1)의 점근분포로 수렴하기 위한 

in f i np i→∞조건을 충족시키지 못한다. Morris(1975)는 Χ
2와 G

2가 n→∞, k→∞

일 때 점근적으로 정규분포에 수렴함을 보 다. 따라서 희박다항자료의 적합도검정에

서 Χ
2와 G

2를 그것의 점근적 정규분포와 함께 사용할 수는 있으나 그 수렴속도가 

너무 느리다. Lawal and Upton(1980)은 희박자료에 대해 Χ2와 G 2를 로그정규근사

하는 방법을 제안하 다. 

다항분포확률에 대한 국소다항커널추정량을 p i  라 할 때 Aerts, et al.(2000) 에서는 

T 1= ∑
k

i=1
( p i-p i)

2  을 적합 검정통계량으로 하여 그것의 귀무가설하에서의 정규성을 

증명하 다. 또한 Liero(2001)은 국소대립가설 하에서 T 1의 검정력의 변화를 연구하

다. Simonoff(1985)는 최대벌점우도(maximum penalized likelihood) 추정량을 사용

하여 그것을 표준화하여 구성한 검정통계량을 제시하 다. 그러나 그의 검정통계량은 

귀무가설하의 분포를 이론적으로 구하지 못하여 모의 실험을 통한 임계치를 구한 후 

검정을 실시할 수 밖에 없다.

Aerts, et al.(2000)의 검정통계량 형태는 각 칸의 추정확률과 귀무가설하의 확률간

의 차이를 똑같은 가중치를 가지고 단순히 합하여 구한 것이므로 만약 각 칸 확률들

간에 차이가 크면 전체적인 적합도를 측정하는데 어려움이 발생한다. 반면 

Simonoff(1985)의 검정통계량은 각 칸에서의 추정확률과 귀무가설하에서의 확률간의 

차이를 각 칸 확률로 나누어 전체를 합한 형태이므로 더욱 바람직한 형태를 가진다고 

할 수 있다. 본 연구에서는 이러한 두가지 검정통계량의 단점을 극복할 수 있는 검정

통계량으로서 피어슨 통계량 형태의 T= ∑
k

i=1
( p i-p i)

2 / p i  를 제시하고 그것의 점근분

포를 유도하 다.

2. 희박다항자료에 대한 비모수 적합도 검정통계량
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순서화된 범주를 갖는 범주형 자료를 분석하고자 할 때, 이러한 다항자료의 첫번째 

관심은 칸 확률 p={p j}를 추정하는 것이다.  우리가 추정하려는 칸 확률 p i는 [0, 

1]에서 연속인 잠재 도함수 f (⋅)에 의해 결정된다고 가정하자. 즉, 

p i = 
⌠
⌡

i/k

( i-1) /k
 f (u) du , i= 1,…,k이며 f (⋅)는 ( p+ 1 )차 미분가능하다고 가

정한다. 칸 확률은 일반적으로 도수 추정량 p i=Ni/n  을 사용하여 왔다. 그러나 이 

추정량은 각 칸에서의 관측도수가 많을 때 유용하며 희박한 다항자료에서는 희박일치

성을 만족하지 못한다.

순서화된 다항분포자료에 대한 이산형 확률의 비모수적 추정은 도수추정량 

p i=Ni/n들을 평활함으로서 시행된다. x l=( l-1/2)/k  , l=1,…,k을 등간격을 갖

는 각 구간의 중심점이라하면, Aerts, et al.(1997)과 Baek(1998)에서 사용한 평활 추정

량은 (x l, p l), l=1,…,k  를 평활하여 구성된 것이다. 즉 칸 확률 p i에 대한 국소 

다항 추정량은 평활모수 h  를 갖는 

p i= e
T
1 (X

T
i W i Xi )

- 1 XTi  Wi P  

의 형태를 갖는다. 이때 P=( p i,…, pk)
T이고 e

T
1
는 (p+1)차원의 (1,0,…,0)벡터

이며 Wi와 Xi는 아래와 같다.

Wi= diag( 1h K(
x 1-x i
h ),…, 1h K(

xk-x i
h )),

Xi=

ꀌ

ꀘ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀍ

ꀙ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

1 x 1-x i  … (x 1-x i)
p 

⋯    ⋯

1 xk-x i  … (xk-x i)
p 

.

추정량 p i는 n→∞, k→∞일 때 진실된 확률 p i에 수렴하는 희박점근 일치성을 

갖는다.

주어진 희박다항분포자료가 특정의 분포 p 0= (p 10,…,pk0)를 따르는지 검정하고자 

할 때 H 0 : p= p 0에 대하여 Aerts et al.(2000)은 T 1= ∑
k

i=1
( pi-pi)

2을 검정통계량으

로 제안하 다. 그런데 이것은 단순히 추정확률과 귀무가설간의 차이의 제곱을 합한 

것이므로 만약 귀무가설분포의 각 칸 확률들이 크기에 있어 심하게 차이가 나는 경우 

높은 확률에 있어서의 차이나 낮은 확률에 있어서의 차이나 전체적인 적합도에 대한 

공헌은 동일하게 된다. 그러나 전체적인 적합도를 구성하는 요소로서 실제로 낮은 확

률에서의 차이는 훨씬 민감하며 또한 높은 확률에서의 차이는 덜 민감하다. 따라서 

일반적인 피어슨 Χ
2  적합도 검정통계량처럼 각 칸에서 추정확률과 귀무확률간의 차

이를 각 귀무확률로 나누어 표준화하는 것이 합리적이다.

Simonoff(1985)는 그의 최대벌점우도추정량 p i에 대하여 z i=( p i-p i)/p i로서 표
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준화한 다음 적합도 검정 통계량으로서  T 2= ∑
k

i=1(
z i-μ0(z i)

σ0(z i) )
2

 을  제안하 다. 이

때 μ0(z i)는 z i의 귀무가설하에서의 평균이며, σ0(z i )는 z i의 귀무가설하에서의 표

준편차이다. T 2를 살펴보면 귀무가설하에서 T 2는 서로 종속적인 k개의 점근적 

X
2
(1)  확률변수들의 합으로 된 분포를 갖게 된다. 그러나 Simonoff(1985)는 T 2의 

점근분포를 유도하지 못하고 대신 모의 실험에 의해 T 2의 분포를 추정하여 그로부터 

검정에 필요한 임계치를 구한다.

본 연구에서는 T 1과 T 2의 단점을 극복할 수 있도록 국소다항추정량 p i를 이용하

여 각 칸에서의 표준화된 차이를 합하여 전체적인 적합도를 측정할 수 있는 검정통계

량을 제시하고자 한다. 즉 본 연구에서 제안하는 검정통계량은 T= ∑
k

i=1
( p i-p i)

2 / p i  

이다. 실제로 검정을 수행하기 위해서는 T의 귀무가설하에서의 점근분포를 유도해야 

한다. T의 점근분포를 유도하기 위해서 본 연구에서는 Burman(1987b)의 p i  를 이용

한 피어슨 적합통계량의 점근분포 결과를 이용하 다. 

T  의 점근분포를 유도하기 위한 [정리]의 증명에 필요한 사항인 Aerts et 

al.(1977b) 의 Example 2와 Burman (1987b) 의 Corollary 3.3(a)를 [보조정리 1]과 

[보조정리 2]로서 각각 아래와 같이 정리한다.

  

[보조정리 1]  칸 확률을 결정하는 잠재 도함수(latent density function) f(u)  가 

0 < inf { f(u) :0≤u≤1 } ≤ sup { f(u) :0≤u≤1 } < ∞를만족하고,
lnk
ln lnn

→∞,

k lnk
n
→0 이면, 

sup
1≤i≤k |

p i
p i
-1| a.s.= O ( k lnk

n ), n → ∞  이다. 

[보조정리 2] βn = 2k+(1/n) ∑
k

i=1
(1/ p i)  이라 하자. 만약 min i{np i}=εn> 0 

이며 kε3n → ∞  이면, 칸도수 추정량 p  에 대하여, n → ∞,  k → ∞  에 따라 

n
β n { ∑

k

i=1

( p i-p i)
2

p i
- ( k-1n ) } d→  N (0, 1)  이다.

본 논문의 [정리]에 필요한 조건들을 정리하면 다음과 같다: 

(C1) K(⋅)는 유한 경계 [ -L, L ]을 갖는 평균이 0 이고 Lipschitz 연속인 도

함수이다.

(C2) f ( p+1)(⋅)이 [0, 1]에서 연속이다.

(C3) h → 0, hk → ∞  이다.

[정리]  f(u)가 0 <  inf { f(u) : 0≤u≤1 } ≤ sup { f(u) : 0≤u≤1 } <  ∞  를 
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만족하고, n → ∞  에 따라 조건들 (C1), (C2), (C3) 와 
lnk
ln lnn

 → ∞,  

k lnk
n
 → 0, 평활모수 h  와 βn = 2k+ (1/n) ∑

k

i=1
(1/ p i)  에 대하여 

hp+1k 2lnk
βn

  → 0,  
n
βn
h
2( p+1)

  → 0 을 만족하면, 

n
β n { ∑

k

i=1

( p i-p i)
2

p i
- ( k-1n ) } d→  N (0, 1)  이다.

[증명]  우선 검정통계량을 다음과 같이 분해하자.

∑( p i-p i)
2

p i
 = ∑

( p i- p i+ p i-p i)
2

p i
                             

= ∑
1
p i
{ ( p i- p i)

2+2(p i- p i)(p i-p i)+( p i-p i)
2
}    

= ∑
( p i-p i)

2

p i
+∑

( p i- p i)
2

p i
+2∑

( p i- p i)(p i-p i)

p i

≡       A     +      B      +        C.           

  

증명에 필요한 표기 및 함수들은 Aerts et al.(1977a)를 따른다.

s k, l(x) = 
1
kh ∑

k

j=1 (
x j-x

h )
l

K(
x j-x

h )  라 하면, N i,p  는 (r,s)  번째 요소로 
서 s k,r+ s-2(xi)  를 갖는 (p+1)×(p+1)  행렬이다. 그리고 M i,p(u)  는 N i,p  에서 

첫 번째 열만 (1,u,..., u
p
)
T  로 대체된 행렬이다. L i,p(u)= {|M i,p(u)|/|N i,p | }K(u)   

이라 하면, p i=
Ni
n
이며, 국소다항 추정량은 p i=

1
kh ∑

k

j=1
Li,p (

x j-x i
h ) p j  이다. 

그러면 p i- p i  의 평균 및 분산은 다음과 같이 전개할 수 있다.

E ( p i- p i) = E ( p i) - p i                                       

 = 
f ( p+1) (x i)

(p+1)!
1
kh ∑

k

j=1(
x j-x i
h )

p+1

Li,p(
x j-x i
h ) h

p+1

k
+o( h

p+1

k )

 ∼ 
f
( p+1)

( x i)

(p+1)! {⌠⌡
L

-L
v
p+1
Lp(v)dv} h

p+1

k
+o( h

p+1

k ).              

       

이때 마지막 줄은 μ l=
⌠
⌡

L

-L
v lK(v)dv  에 대하여 N p

 가 (r,s)  번째 요소로서 

μ r+ s-2  를 갖는 (p+1)×(p+1)  행렬이며, M p(u)  는 N p
 에서 첫 번째 열만 

(1,u,..., u
p
)
T로 대체된 행렬이라 할 때, L i,p(u)→Lp(u)= {|M p(u)|/|N p | }K(u),   

n → ∞  이기 때문이다. 
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p i- p i  의 분산은 Var ( p i- p i) = Var ( p i) +Var ( p i) - 2Cov ( p i,  p i)  이며, 

우선 Var(p i)  를 구하면 아래와 같다.

Var ( p i) = 
f (x i)

nk
2
h

1
kh ∑

k

j=1
L2i,p (

x j-x i
h ) + o ( 1

nk
2
h )

 ∼ 
f (x i)

nk 2h
⌠
⌡

L

-L
L2p(v)dv + o ( 1

nk 2h ).        

p i=
1
k
f(x i) + O ( 1k 3 )이므로 Var ( p i) = 

p i (1-p i)

n
=
f(x i)

nk
+O( 1nk 2 )  이며,

E ( p i p i) = E [ { 1kh ∑
k

j=1
Li,p (

x j-x i
h ) p j } p i ]                   

= 
1
kh ∑

k

j=1
Li,p (

x j-x i
h )E ( p j p i)                       

= 
1
kh ∑

k

j=1
Li,p (

x j-x i
h )E (

NjNi

n 2 )                     

= 
1
kh ∑

k

j=1
Li,p (

x j-x i
h )                               

×[ {
np i(1-p i)+p

2
i

n 2 }I( i= j) + {
p ip j(1-n)

n 2 }I( i≠ j)]
이다. Li,p (

x j-x i
h ) = O(1)  이기 때문에 위 식을 다시 정리하면 

E ( p i p i)=
p i(1-n)

n 2
1
kh ∑

k

j=1
Li,p (

x j-x i
h )p j+

p i
n

1
kh ∑

k

j=1
Li,p (

x i-x i
h )

∼f(x i)O( 1

nk 2h ) + O (
1

n 2k 2h )                              
이다. 또한   E(p i)= p i+O(h

p+1
/k), E(p i)= p i  이므로 

E ( p i)E (p i) = p
2
i+p i O( h

p+1

k )    

∼
f 2(x i)

k
2  + O( h

p+1

k
2 )

이다. 그러므로

Cov ( p i, p i) = E { ( p i-E(p i))( p i-E(p i))}                           

= E ( p i p i) - E ( p i)E ( p i)                              

∼ f(x i)O( 1

nk
2
h ) + O(

1

n
2
k
2
h ) - 

f 2(x i)

k
2  + O( h

p+1

k
2 )
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이다. 따라서 n → ∞, k→∞, nk 2h → ∞이면 Var(p i),  Var(p i), Cov(p i,p i)  모두 

0 으로 수렴하므로 Var ( p i- p i)→0 이다. 그러므로 p i- p i
p
→
E ( p i- p i )  이며, 즉 

p i- p i = 
f
( p+1)

( x i)

(p+1)! {⌠⌡
L

-L
v
p+1
Lp(v)dv} h

p+1

k
+op( h

p+1

k )  이다.
⌠
⌡

L

-L
vp+1Lp(v)dv를 L

*  라 하자. 그리고 다시  p i=
1
k
f(x i) + O ( 1k 3 )  임을 이

용하여 B를 구하면 다음과 같다.

B = ∑
k

i=1

{ f
( p+1)

( x i)

(p+1)!
L
* h

p+1

k
+ op ( h

p+1

k )}
2

p i
   

∼ ∑
k

i=1

( f
( p+1)

( x i)

(p+1)!
L
*)
2

h 2( p+1)

k 2
+ op ( h

2( p+1)

k 2 )
1
k
f(x i)

 

= h
2( p+1)⌠

⌡

1

0

(f ( p+1)(u))
2

f(u)( (p+1)!) 2
duL

*
+ op (h

2( p+1))

= h 2( p+1) (⌠⌡
1

0

(f ( p+1)(u))
2

f(u)( (p+1)!) 2
duL *+ op(1) ).  

[보조정리 1]에 의하여 p i- p i = Op ( k lnk
n )  이므로 C를 다시 정리하면 다

음과 같다.

C = 2 ∑
k

i=1

( p i- p i) ( p i-p i)

p i
                             

= 2 ∑
k

i=1

{ f
( p+1) ( x i)

(p+1)!
L *
hp+1

k
+ op ( h

p+1

k )}Op( k lnkn )
p i

  

∼ Op( k
2
lnk
n ) ∑

k

i=1

{
f ( p+1) ( x i)

(p+1)!
L *
hp+1

k
2 + op ( h

p+1

k
2 )}

1
k
f(x i)

∼ Op ( k
2lnk
n ) [ {⌠⌡

1

0

f ( p+1)(u)
f(u)(p+1)!

du }L *hp+1+ op(hp+1) ]
= Op( h

p+1k 2lnk
n ) [ {⌠⌡

1

0

f ( p+1)(u)
f(u)(p+1)!

du}L *+ op(1) ]. 

이제 표준화된 통계량을 위의 A,B,C  를 이용하여 다시 표현하면 아래와 같다.
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n
β n { ∑

k

i=1

( p i-p i)
2

p i
- ( k-1n ) }                

=  
n
β n [ { ∑

k

i=1

( p i-p i)
2

p i
- ( k-1n )}         

+ ∑
k

i=1

( p i- p i)
2

p i
+2 ∑

k

i=1

( p i- p i)(p i-p i)

p i ]
=  

n
β n {A-(

k-1
n )} + n

β n
B+

n
β n
C.   

                     

첫째 항은 [보조정리2]에 의해서 n
βn {A-(

k-1
n )} d→ N(0, 1),n→∞  이다. 

둘째항은 원래 n
βn
B ∼ 

nh 2( p+1)

βn [ ⌠⌡
1

0

(f ( p+1)(u))
2

f(u)( (p+1)!)2
du L *+ op(1) ]  

이다. 그런데 nh
2( p+1)

βn
→0 이므로 

n
βn
B= op(1)  이 된다. 또한 

n
βn
C ∼ Op ( h

p+1k 2lnk
βn ) [ ⌠⌡

1

0

f ( p+1)(u)
f(u)(p+1)!

duL
*
+ op(1) ]  이며,  

h p+1k 2lnk
βn

 → 0 이므로 
n
β n
C = o p(1)  이다.  그러므로 Slutsky 정리에  의하여 

n
β n { ∑

k

i=1

( p i-p i)
2

p i
- ( k-1n )} d→  N(0, 1)  이다.
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