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ABSTRACT
Presented in this paper is a numerical method for calculating the intersection points between Z-map 

vectors and the tool swept surface for circularly moving filleted-end mills. In numerically con- 
trolled(NC) machining simulation for large moulds and dies, a workpiece is frequently approximated as 
a set of z-axis aligned vectors, called Z-map vectors, and then the machining processes can be simu­
lated through updating the Z-map with the intersection points. Circular motions are typically used for 
machining the free-form surfaces. For fast computation, we express each of intersection points with a 
single-variable non-linear equation and calculate the candidate interval in which the unique solution 
exists. Then, we prove the existence of a solution and its uniqueness in this candidate interval. Based on 
these properties, we can effectively apply numerical methods to finally calculate the solution of the non­
linear equation within a given precision. Experimental results are given for the case of a TV monitor 
and the hood of a car..
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1.서  론

수치제어 (numerically controlled) 절삭가공에 앞서 

공구 경로를 검증하는 것이 보통이고, 특히 그래픽 

NC 시뮬레이션은 이 때 보편적으로 사용된다Mi. 대 

부분의 그래픽 NC 시뮬레이션은 시뮬레이션과 검증 

의 두 가지 기능을 포함한다均. 전자는 피절삭체가 공 

구 이동에 의해 절삭되는 과정을 보여주고, 후자는 절 

삭곡면과 설계곡면을 비교하여 미절삭(uncuts)이나 과 

절삭(gouges)의 발생 여부를 평가한다. 그래서 NC 시 

뮬레이션에서는 효율성과 정밀도가 동시에 요구된다.

상용 NC 시뮬레이션 시스템들은 목적과 필요에 따 

라 효과적으로 시뮬레이션과 검증을 수행할 수 있도 

록 여 러 가지 피절삭체 표현 방법을 지원한다俱 예를 

들면, LightWork 사는 Pixecut, Rapidcut, Visicut엔 

진을 제공하는데, 이들은 각각 이미지 중심丄羽, 물체 

중심。电 솔리드 중심〔기으로 피절삭체를 표현한다. 

CATIA나 Mastercam과 같은 CAD/CAM 패키지들은 

이 엔진을 사용한다. 특히, 대규모의 곡면을 3-축 가공 

하는 경우 Z-맵을 포함한 물체중심 표현 방법이 사용 

되며, Ford나 Chrysler 사는 자동차 금형을 가공하기 

위해 Z-맵 기반의 CAM 시스템을 운용하고 있다叫

Z-맵은 xy-평면 상의 격자점들을 지나는 z-축에 평 

행한 벡터들의 집합으로 피절삭체를 표현하는 방법이 

다wq 피절삭체가 z-맵으로 표현된 경우, 절삭공정은 

Fig. 1에서와 같이 공구 궤적체에 의한 Z-맵 벡터들의 

갱신작업으로 볼 수 있다. 3-축 가공에서와 같이 공구 

의 중심축이 z-축에 평행할 때에는 Z-맵은 공구 궤적 

체의 밑면, 즉 공구의 절삭용 날에 의해 생성되는 궤 

적면(swept surface)에 의해서만 갱신된다. 따라서, 공 

구 궤적면과 Z-맵 벡터들간의 교점 계산만으로 절삭 

공정을 시뮬레이션할 수 있다.

일반적으로, 공구 궤적면의 표현은 공구의 모양과 

공구 운동의 복잡도에 따라 다르다. NC 시뮬레이션에 

서는 효율성을 위해 공구 경로를 직선으로 근사하거
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Fig. 1. Z-맵 의 갱신.

나 공구 궤적면을 다면체로 근사하는 방법을 사용한 

다^. Oliver 등은 볼 엔드밀이 직선 운동하는 경우 

공구 궤적체를 실린더나 구와 같이 간단한 입체로 근 

사하였고叫 Chappel 등도 직선 운동을 다루었다' 

Jung둥은 직선 운동하는 APT(automatic programming 
tool) 공구의 궤적면을 다루었다叫 Wang 등과 

Narvekat등은 5-축 NC 시뮬레이션을 위 한 공구 운동 

을 다루었다"® 이들은 공구 궤적면을 엔벨롭 

(envelope) 곡면으로 표현하고, 피절삭체를 나타내는 

벡터와의 교점을 다차원 Newton 방법으로 계산할 것 

을 제안하였다“ 이 방법을 3-축 공구 운동에 효과적으 

로 적용하기 위해서는 교점의 광역해를 보장하는 초 

기값 설정 방법이 제시될 필요가 있다. Roth 등은 필 

렛 엔드밀을 수직단면으로 근사하고, 각 단면의 궤적 

을 계산하는 방법을 제안하였다図.

본 논문에서는 원호 운동하는 필렛-엔드밀을 중심 

으로 공구의 궤적면과 Z-맵 벡터의 교점을 효과적으 

로 계산하는 방법을 제안한다. 원호 운동은 직선 경로 

와 함께 3-축 자유곡면 가공에서 흔히 사용되는 공구 

경로이며四, 원호 경로를 사용하는 경우 직선 경로에 

비해 경로의 길이가 1/3로 단축되는 것으로 알려져 있 

다u이. 따라서 3-축 공구 경로의 검증을 위해서는 직선 

뿐만 아니라 원호에 대한 검증 방법이 필요하다. 원호 

운동을 직선으로 근사하여 검증할 수도 있지만, 이 경 

우 직선 경로로 변환하는 전처리 과정이 필요하고, 경 

로 수가 증가하므로 비효율적이다. 본 논문에서는 필 

렛 엔드밀만을 다루지만 볼 엔드밀이나 플랫 엔드밀 

등은 필렛 엔드밀의 특별한 형태이므로 본 방법을 쉽 

게 확장할 수 있다.

필렛 엔드밀의 궤적면을 매개변수형 엔벨롭 곡면으 

로 표현하고, Z-맵 벡터와외 교점을 단일 변수의 비선 

형 방정식으로 표현한다. 이 방정식에 대해 해가 존재 

하는 특정 구간을 계산하고, 그 구간에서 단일 해가 

존재함을 보인다. 이러한 성질을 이분법과 같이 반복 

계산에 기초한 수치해석 방법에 적용할 때, 불필요한 

계산 없이 효과적으로 최적해를 계산할 수 있고四, 그 

결과는 이전 연구에서 확인할 수 있었다河. 이러한 접 

근방법은 비교적 빠른 속도로 교점을 계산하고, 허용 

오차 범위에서 정밀도를 제어할 수 있다.

2절에서는 필렛 엔드밀과 원호 운동을 매개변수형 

으로 표현한다. 3절에서는 필렛 엔드밀의 궤적면과 Z- 
맵 벡터의 교점을 효과적으로 계산하기 위한 조건과 

방법을 제시한다, 4절에서는 필렛 엔드밀의 궤적면이 

3절에서 제시한 성질을 만족함을 보인다. 5절에서는 

제안하는 알고리즘의 구현 방법을 설명하고, 6절에서 

는 실험 결과와 성능을 분석한다. 마지막으로, 7절에 

서 결론과 향후 과제를 제시한다.

2. 필렛 엔드밀과 원호운동

2.1 필렛 엔드밀의 매개변수형 표현
3-축 가공에서 주로 사용되는 필렛 엔드밀의 절삭 

날은 각각 토러스 곡면과 원반 곡면으로 구성된다. 

Fig. 2(a)는 3개의 매개변수로 정의되는 필렛 엔드밀 

을 보여주고"刼, Fig. 2(b)는 필렛 엔드밀의 절삭날을 

구성하는 토러스 곡면의 매개변수를 보여준다. 토러 

스 곡면은 반지름 5인 원을 공구의 중심 축으로부터 

a만큼 이동하여 휘전시킴으로써 형성된다. 토러스 곡 

면을 매개변수형으로 표현하면 다음과 같다.

p(^, 0;a, b) = ((a + bcos0)cos0,
(a + fecos^)sin0, &sin^>) (1)

여기서, <는 반지름 b인 원을, e는 이 원의 회전 위

(a) 필렛 엔드밀 단면

y

(b) 토러스 곡면 매개변수

Fig. 2. 필렛 엔드밀의 토러스 곡면. 
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치를 극좌표로 표현하기 위한 변수이다.

2.1 원호의 매개변수형 표현

3-축 가공에서 원호 운동은 xy-평면의 수평 평면과 

xz-평면과 yz-평면을 포함하는 수직 평면에서 정의될 

수 있다网. 수평 평면에서 원호 운동은 z-성분이 일정 

하므로, 간단히 궤적면을 계산할 수 있고, 자세한 과 

정은 부록을 참고하기 바란다. 따라서 지금부터는 수 

직 평면에서의 원호 운동에 대해서만 다루겠다.

Z-맵 벡터들은 xy-평면상의 격자점을 지나도록 배 

열하고, 각 벡터의 높이는 피절삭체 곡면의 높이로 설 

정한다. 필렛 엔드밀이 세계 좌표계 (world coordinate 

system)의 임의의 수직 평면상의 한 점 p。를 중심으로 

반지름 R인 원을 따라 시작점 n에서 끝점 %로 등각 

속도 운동을 한다고 하자. 그리고 이 수직 평면은 세 

계 좌표계의 xz-평면으로부터 啊간큼 회전되어 있다고 

하자.

원호 운동을 효과적으로 표현하기 위해, 원호의 중 

심점 R를 원점으로 하는 지역 좌표계(local coordinate 
system)를 도입 한다. 지 역 좌표계의 xy-평면과 z-축을 

세계 좌표계의 그것들과 평행하도록 설정한다. 이렇 

게 함으로써 Z-맵을 일관성 있게 유지할 수 있다. 그 

리고 X-축은 세계 좌표계의 X-축을 时간큼 회전시켜 

설정하고, y-축은 오른손 좌표계를 형성하도록 설정한 

다. Fig. 3은 한 점 R를 원점으로 하는 지역 좌표계 

를 보여준다. 여기서 원호의 양의 방향은 z-축을 기준 

으로 반시계 방향이다. 그러므로 원호는 항상 지역 좌 

표계 zx-평면에서 정의된다고 가정할 수 있다.

지역 좌표계에서 시간，에 대한 필렛 엔드밀의 운동 

함수를 m(f)라고 하자. 필렛 엔드밀이 1회전하는 시간 

fS 정규화하면, m(f)는 다음과 같이 벡터 함수,

m(t) = (7?sin2^,0,7fcos2®), for is [0,1] (2)

로 표현할 수 있다. 이 때 2m는 시간 /에서 회전각

Fig. 4. 토러스 곡면의 투영영역과 궤적면 생성영역.

이고 w로 표현한다.

NC 시뮬레이션에서 사용하는 필렛 엔드밀의 궤적 

면은 토러스 곡면에 의해 생성되는 궤적면중 Z-맵을 

최소로 갱신하는 곡면이다. 토러스 곡면이 원호 운동 

할 때 하나 이상의 새로운 궤적면이 생성되고, 이들 

중 하나만이 필렛 엔드밀의 궤적면이 된다. 토러스 곡 

면은 yz-평면에 대해 대칭이므로 토러스 곡면을 xy-평 

면에 투영하면 투영 이미지는 Fig. 4와 같이 y-축을 

중심으로 음의 영역 M과 양의 영역 P로 나뉜다. 이 

때, M과 P 영역에 대한。의 범위는 각각 - 

&r/2와 71/2 <6 이다. 그리고 음영으로 표현된

토러스 영역에 대한 ©의 범위는 3n/2<© 이다. 

그런데 토러스 곡면이 회전할 때 회전각 w = 0, 
w = 7dl,w = n,w = 3成을 중심으로 속도벡터의 방향 

이 변하고, 서로 다른 토러스 영역에 의해 필렛 엔드 

밀의 궤적면이 생성된다. 예를 들면, Fig. 4와 같이 회 

전각 w가 0<w 범위일 때, M의 음영부분에 의 

해 필렛 엔드밀의 궤적면이 생성된다. 따라서 회전각 

w = 0, w = h/2, w = n, w = 3?i/2은 궤적면에 대한 경 

계각이 된다. 만일 원호의 범위가 이들 경계각을 포함 

하면 주어진 원호를 이들 경계각 들을 중심으로 여러 

개의 원호로 분리하고, 각각의 원호에 대해 궤적면을 

계산하여야 한다. 그러므로 원호는 4개의 구간, 

0 V 加 M 〃2,归2 V w M 几/2,兀 V w M 3归2, 3 nil < w 
에서 주어진다고 가정할 수 있다. 지금부터는 

0<w<7ti2, 즉 0<*Ml/4  범위의 원호만을 다루며, 

다른 구간에 대해서는 원호와 토러스 곡면의 대칭성 

을 이용하여 계산할 수 있다.

교점 계산방법을 논하기 전에 몇가지 예외적인 경우 

를 제거한다. 토러스의 반지름이，일 때 궤적면의 大좌 

표는 0<园 Mr 이다. 그런데, 元 = 0일 때 e = 兀 

이고, |亍 = r| 일 때는。= ±?r/2 의 특정 값을 가지므 

로 교점을 직접 계산할 수 있다. 마찬가지로, w=7디2 
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일 때 © = 271에서 궤적면이 형성되므로 교점을 직접 

계산할 수 있다. 위의 예외적인 경우들을 제외하고 y- 
좌표가 0시项|<r 인 궤적면에 대해서만 다룬다.

3. 필렛 엔드밀 궤적면과 Z-맵의 

교점 계산

토러스 곡면상의 한 점을 p(饥 0)라 하면, 시간 /에 

서의 토러스 곡면은 卧 0)를 m(/)만큼 이동시킨 것 

이므로, 다음과 같이 표현할 수 있다.

p(^,e；f) =p(0, 0 + m(f). (3)

Fig. 5는 필렛 엔드밀이 시작점 p에서 끝점 pe로 

원호를 따라 이동할 때 형성되는 궤적면(swept 
surface)을 나타낸다. 필렛 엔드밀이 시작점 p、과 끝점 

座를 지나는 시간을 각각 4와 f，라고 할 때, A와 C 부 

분은 시간 와 에서의 토러스 곡면 响, 6;ts) 
와 0止)의 일부분에 의해 형성된다.

부분에서는 새로운 곡면 B가 형성된다.

원호 절삭가공에서 원호의 직경은 공구의 직경보다 

크므로 공구 궤적면은 자체교차(self-intersection)가 발 

생하지 않고, 직선 운동에 의한 공구 궤적면과 마찬가 

지로 & B, C 부분을 xy-평면으로 투영하면 단일하게 

대응되는 영역 A； B； C，이 구해진다. 寸과 C 영역에 

속하는 Z-맵에 대해서는 p(饥 0汇)과 p(酒。爲)의 교 

점을 구함으로써 절삭과정을 시뮬레이션할 수 있다. 

B' 영역에 속하는 Z-맵 부분을 처리하기 위해서는 B 
부분에 대한 교점 계산이 필요하고, 이제부터 UL 처리 

과정을 보이고자 한다. 그런데 B 부분은 자체교차■가 

발생하지 않으므로 B, 영역에 속하는 Z-맵 벡터와 한 

점에서 교차한다.

식 (3)의 p(°, 卽)는 시간 t7\ ts<r<t2] 조건을 

만족시키는 동안에 곡면족(surface family)을 형성하 

고, 궤적면의 B 부분은 이 곡면족의 엔벨롭(envelope) 
이 된다岡. 이 엔벨롭 상의 한 점은 다음과 같은 실 

루엣 조건식 (silhouette condition)을 만족한다.

SC(^, 0;f) = 0;t) - v(Z) = 0. (4)

여기서, n(0,。源)는 시간 에서 토러스 곡면 

상의 한 점 p(0, 領)에서의 법선 벡터이고, v(f)는 

시간 «에서 원호 운동의 속도 벡터이다.

점 (W 项,。를 식 ⑷를 만족시키는 토러스 엔벨롭 

곡면과 격자점 °, 亍) 를 지나는 乙맵 벡터의 교점이 

라고 하자. 이 점은 토러스 상의 한 점이면서 엔빌롭 

조건을 만족해야 하므로, 다음 관계식들을 만족한다.

X = (« +Z>cos0)cos0+Z?sin2^ (5)

y =(6z + ^cos^)sin0 (6)

二 血泌sin2滔 그 0 . (7)

이 연립 방정식은 3개의 미지수 Q 国 대한 3 
개의 식으로 구성된다. 엔벨롭 곡면과 厶맵 벡터의 교 

점 成项,成)은 위의 비선형 연립 방정식의 해, &, 

r를구한 후,

z = bshn0+Rcos2 小

의 식으로 云 값을 구함으로써 계산할 수 있다.

이제 xy-평면 상의 격자점 (爲 力 를 지나는 Z-맵 

벡터는 비선형 연립 방정식 (5), (6), (7)의 해를 구함 

으로써 대응되는 엔벨롭 곡면과의 교점으로 수정될 

수 있다. 결과적으로, Fig. 5에서 xy-평면 상의 B' 영 

역에 속하는 모든 격자점에 대해 비선형 연립 방정식 

(5), (6), (7)의 해를 구함으로써 절삭 과정을 시뮬레이 

션할 수 있다. 이제부터, 饥 6, r를 효과적으로 계산하 

는 방법을 설명하겠다.

식 (5)와 (6)에서。，力 가 주어진 값이므로, 饵 

코사인 값과 사인 값, 倒 코사인 값들은 각각 식 

(8), (9), (10)과 같이 시간 /에 대한 식으로 표현할 수 

있다.

cos泌=I [ 7(X-Rsin2m')2 + y2 - a ] 

sin© = 土Jl - cos%

3S8= 〒즈三쯔婆쯔=

(8)

(9)

(10)
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이 식들은 시간 t 값이 주어질 때 Z-맵 벡터와 교 

차하는 토러스 곡면상의 한 점을 나타내는 0와 ©를 

계산할 수 있음을 나타낸다. 코사인 값과 사인 값의 

부호는 砰 ©의 범위에 따라 결정될 것이다. 식 (8)과 

(10)에서 (,a+b)>J(x-Rsm2m-)2+y2>(a-b) 원 

점으로부터 토러스 곡면상의 한 점까지의 평면 거리 

를 나타낸다.

마지 막으로, 투영 실루엣 곡선으로부터 f 값을 계산 

하는 과정을 설명한다. 식 (8), (9), (10)을 식 (7)에 

대입하면 실루엣 조건식은 다음과 같이 시간 f만의 비 

선형 방정식 SC(t) 이 된다. 결과적으로, 연립 방정식 

(5), (6), (7)을 푸는 대신, 식 (11)으로 표현되는 비선 

형 방정식으로부터 시간 f를 계산하여도 Z-맵의 갱신 

이 가능하다. 식 (11)은 격자점 좌표만을 포함하므로 

평면에 투영된 실루엣 곡선으로 생각할 수 있다.

SC(t) = |(7(x-T?sin2w)2+y2-a)

x-7?sin2^?
一 —cqsE
J(M-Rsin2 血)2+ 亍2

士。一 _Rsin2m)2 + 亍2 _ J) sin2® = 0

(11)

식 (11)의 해를 효과적으로 계산하기 위해, 해가 존 

재하는 가능한 최소 구간 ［郷, 命J을 먼저 구한다. 

투영 실루엣 곡선이 정의되는 xy-평면에서 토러스 곡 

면은 일정한 크기를 갖고, 토러스 곡면을 정의하는 매 

개변수 0,。도 일정한 범위를 갖는다. 따라서, 주어진 

격자점 任, y) 는 다음과 같은 관계식을 만족한다.

x-MAX［px{<p, 0)］ . (12)

여기서, "L(f)와 迎, ”는 각각 m(f)와 p的,。)의 

X-성분을, MINg@, 0)］와 MAX［p(t>, 如는 각각 

P.0,。)의 최소, 최대값을 나타낸다.

Fig. 6. 격자점 에 대 한 상하한 값의 계 산.

식 (2)에 의해, mx(t) = Rsin2m, fe ［% 匕］ 이므로, 

토러스의 크기와 격자점 亍 에 따라 구간 ［tmm, 命J를 

구할 수 있다. 이 구간은 토러스 단면이 Z-맵 벡터와 

교차하는 최소/최대 시간을 나타낸다. Fig. 6은 한 격 

자점에 대해 統，과 如*를 기하학적으로 보여준다. 필 

렛 엔드밀에 대해 仏血, 를 계산하는 방법은 다음 

절에서 유도한다.

본 논문에서는 필렛 엔드밀로부터 계산된 구간 ［知“ 

命J에 대해 다음과 같은 성질들을 만족시킴을 보인다.

성질 1：격자점 (兄 亍如 8‘에 _대해, tmin, 上 

e ［疑」에서 SC(fmin)-SC(rmax)<0

성질 2: Fig. 4의 음영 M영역에 대해, 구간 0 < 

w < 泣2에서 SC(t) = 0 를 만족하는 해는 

오직 하나이다.

성질 1은 구간 ［临, 临］내에 적어도 하나의 해가 

존재함을 의미하고, 성질 1을 만족할 때 성질 2는 해 

당 구간 내에 오직 하나의 해만 존재함을 의미한다. 

즉, 성질 1, 2를 모두 만족하는 경우에는 해당 구간 

내에 단일 해가 존재한다. 이러한 성질을 이분법과 같 

이 반복 계산에 기초한 수치해석 방법에 적용할 때, 

해가 존재하지 않는 구간들에 대한 탐색을 생략할 수 

있으므로 수렴속도를 향상시킬 수 있다㈤. 또, 성질 2 
는 수치해석 방법들로부터 구해지는 해가 해당 구간 

내에 존재하는 단일 해이므로, 항상 최적해를 찾을 수 

있음을 보장한다. 결과적으로, 위의 성질들을 수치해 

석 방법에 적용하면 항상 최적해를 계산할 수 있고, 

임의의 허용오차 범위 이내로 정밀도를 제어할 수 있 

다. 다음 절에서는 필렛 엔드밀에 대하여, 위의 2가지 

성질이 성립함을 보이겠다.

4. 필렛 엔드밀의 실루엣 분석

2절에서 살펴본 바와 같이 필렛 엔드밀의 절삭면은 

토러스 곡면과 원반곡면으로 이루어진다. 원호의 각 

이 0<w<”/2일 때, 궤적면은 토러스 곡면, 특히 

Fig. 4의 음영 M 영역에 의해서만 생성되므로 이 영 

역에 대해서 3절의 성질이 성립함을 보인다.

성질 1을 분석하기 위해 구간 ［扁, 临］를 계산한 

다. Fig. 7은 회전각 0<w〈兀/2 범위어］서, Fig. 4의 

음영 M부분이 격자점 (元 项) 를 지나는 최소 시간과 

최대 시간을 보여준다. 4顾은 격자점의 y-좌표에 따라 

두 가지 경우가 가능한데, \y\<a 이면 Fig. 7의 하단 

과 같이 반지름이 a인 원이 원점으로부터 X-축 방향
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Fig. 7. Fig. 4의 음영 M부분에 대한 교차시간의 상하한.

으로 이동할 때 격자점과 교차하는 시간이며, 이 때 

이동거리는 다음과 같이 원의 평행이동식으로부터 계 

산할 수 있다.

(A:-7?sin2ra)2 + y2 = a

RsinlM = x + Ja2 ~y2

여기서 Fig. 4의 M 영역은 x-좌표가 음이므로 제곱 

근의 부호는 양이 된다. y-좌표가 이면 최

소시간은 Fig. 7의 상단과 같이 x = 0인 직선이 격 

자점을 지나는 시간이고, X-축 방향의 거리는 위 식 

에서 石二亍 = 0 인 경우가 되어 I 이다. 命*는  반 

지름 r인 원이 원점으로부터 격자점 (泵, 力 와 교차 

하는 시간으로, 이동거리는 위 식과 같은 방법으로 

계산된다. 따라서, 격자점과 교차하는 최소 시간과 

최대 간에서 X-축 방향의 거리는 다음과 같다.

Rsin2小硕 = 匸+"亏，if I기V 

lx, if a<\y\<r

Rsin2aZmax

(13)

(14)=x + Jr - y .

식 (13)과 (14)로부터 각각 郷과 g를 계산할 수 

있다.

이를 식 (8)에 대입하면 다음과 같이 0에 대한 코 

사인 값을 구할 수 있다.

。。观,皿=}(JG-Rsin2小而号+矿一a)

0, if \y\<a

= 指그, if 亍

같은 방법으로, 식 (9)의 ©에 대한 사인 값과 식 

(10)의。에 대한 코사인 값을 계산하면 다음과 같다.

<r

if \y\<a

if a<\y\<r

위의 계산 결과들을 식 (7)에 대입하면,

SC0min)=COsWmincos 編 nCOS%*,

-Sin0|fminsinivfmi„

>0

SC(临 x) = COS WmaxCOS 어 fmaxCOSWfmax

—sin0|fmaxsinwrmax 

后그 L 救 + a厅3)2

<0

이 얻어진다. 따라서, Mn, Ag에 대해 다음과 같이 

성질 1이 항상 성립한다.

5Carain)-5C(zmax)<0. (15)

식 (15)는 방정식 况0) = 0가 구간 te ［郷, 

临】에서 1개 이상의 홀수 개의 해가 가짐을 의미한다.

성 질 2가 성 립함을 보이기 우］해, X= sin2m로 치환 

하면 식 (11)을 다음과 같이 다시 쓸 수 있다.

布Wz
= ：(J(ARsin2%負2-顷-a)

=I 이 식을 X에 대해 정리하면 X에 대한 8차식을 얻 
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을 수 있다.

a8X8 + a-jX7 +... + a0 = 0. (16)

여기서, as, s .... 句는 상수이다. X의 범위는 -1 <X
< 1 이고, 회전각 w는 의 범위를 가진다.

식 (16)은 회전각 0<wM2tt의 원호에 대해 X의 

해가 최대 8개 존재함을 의미한다. 그런데 토러스는 

xy-평면에 대해 대칭이고, zx-평면에서 0<wM2;r 범 

위의 원호는 X-축에 대해 대칭이므로 토러스 궤적면 

도 xy-평면에 대칭이다. 토러스 궤적면의 대칭성에 의 

해 0<wW2?r 범위의 원호를 -7r/2<w<〃/2 와 

7t/2<w<3n/2 범위의 두 원호로 나눌 수 있다. 주 

어진 Z-맵 벡터가 -7t/2 <w< 7t/2 범위의 궤적면과 

교차하면, 이 벡터는 역시 7t/2<w<37r/2 범위의 궤 

적면과도 교차한다. 따라서 -n/2<w<n/2 범위에서 

식 (16)를 만족하는 X는 최대 4개 존재한다. 또한, 토 

러스 곡면은 yz-평면에 대해 대칭이고, zx-평면에서 

-7t/2<w< 71/2 범위의 원호는 z-축에 대칭이므로, 토 

러스 궤적면도 yz-평면에 대칭이다. 이제 0<w<〃/2 
범위의 원호에 대해서만 생각할 수 있고, 이 구간에서 

도 식 (16)을 만족하는 X의 해는 많아야 4개 존재한 

다. 토러스의 모든 매개변수 범위에 대해 X의 해는 많 

아야 4개 존재함을 보인 후, Fig. 4의 음영 M 영역에 

대해서 오직 하나의 해가 존재함을 보이겠다.

식 (16)은 식 (7)로부터 유도되므로 식 (16)의 해는 

식 (7)의 조건을 만족해야 한다. X。가 식 (16)의 한 

해가 되기 위해서는 식 ⑺의 조건, cos0cosft:osw - 
sin0sinw<O을 만족해야 한다. 즉 cos^cosflcosw의 

값과 -sin^sinw의 값의 부호가 달라야 한다. 회전각이 

0<w<，r/2 일 때, cosw>0, sinw>0 이므로 식 

⑺의 필요조건을 만족하는 0의 사인과 코사인, 0의 

코사인 값의 조합은 다음과 같이 네 가지 경우가 존재 

한다: 1) cos</> > 0, sin0 > 0, cos0>0인 경우, 2) 

cos0 > 0, sin0 < 0, cos0<0인 경우, 3) cos0 < 0, 
sin</> < 0, cos0>0인 경우, 4) cos0 < 0, sin0 > 0, 
cos0<O. 이것은 4개의 토러스 매개변수 영역에서 식 

(16)의 X의 해가 존재함을 의미한다. 따라서 Fig. 4의 

음영 M 부분, 즉 매개변수 범위 3力■/2<。<2兀, 

兀/2 <。<3刀/2 에서는 X의 해는 오직 하나이고, 결과 

적으로 성질 2가 성립한다. 구간 tt/2<w<0 에 대해 

서도 같은 방법으로 성질 2가 성립함을 보일 수 있다.

5. 구현 알고리즘

앞절에서 공구 궤적면을 이용하여 효과적으로 Z-맵 

벡터를 갱신할 수 있음을 보았다. 이제, 불필요한 처 

리를 피하기 위해 갱신될 Z-맵 벡터의 영역을 구분하 

는 문제를 다루고자 한다. Fig. 8에서 보는바와 같이 

이 영역은 왼쪽과 오른쪽에 원을 포함하는 사각형 영 

역이다. 이 영역은 반지름「인 원이 식 (2)에 주어진 

경로를 따라 이동할 때 형성되는 평면상의 궤적으로 

부터 계산된다. zx-평면에서 원호운동은 xy-평면에서 

직선운동하므로 사각형은 대각선 좌표, (Rsin2砖 -r) 

과 0sin2威, r)로 표현되고, 반지름「인 원은 

(Rsin2 巫, 0)와 (Rsin2 血, 0)에 위치한다.

3절에서 살펴본 바와 같이, 격자점 (元亍) 가 出, 

B', 그리고 C"에 포함될 때 각각 시간 匕에서 p(", v-ts) 
와, 시간 &"<匕 에서 P(M, 財와, 그리고 시간 於］ 

서 p(M, V；》와 교점이 계산된다. 그리고 실루엣 조건

procedure Z-map update begin 
foreach tool movement begin 
calculate the areas A', B" and C

(*  update for area A' *)
foreach point p =(x, y) in area A' begin
calc니ate z =

update the Z-map vector using z
end
(*  update for area C *)
foreach point p = (x,y) in area C begin
calculate z = pz(^,0,te)

update the Z-map vector using Z
end
(*  upd갰e for area Bl *)
foreach point p =(x, y) in area S' begin

C이아jlale [/minimax]
侖6 二 getlntersection
calculate ©and 0 at tg
c지culate 空 = p我如硏t)

update the Z-map vector using z
end

end
end procedure

Fig. 9. 제 안하는 방법의 Z-맵 갱 신 절차. 

한국CAD/CAM학회 논문집 제 8 권 제4 호 2003년 12월



원호운동 필렛 엔드밀과 Z-맵 벡터의 교점 계산 285

和。) 을 이용하면 격자점 (兄 亍) 의 영역을 다음과 

같이 결정할 수 있다.

(%, J)e Az, if SC(ts~)<0 at (x, y)
(J, y) g B', if SC(fs) >0 and SC(te)<Q

at (x, y), and
(x,y)e C, if 5C(fe) >0 at (x, y).

여기서 시간 L와 4에서 실루엣 곡선의 모양이 다름 

을 유의해야 한다.

Fig. 9는 전체적인 Z-맵 갱신과정을 보여준다. 격자 

점 (元 V) 이 A 영역과 B' 영역에 포함될 때, 각각 

p(0, 卽,)와 p(0, 0；幻와 교점 계산이 이루어진다. 영 

역 矿에 포함되는 격자점에 대해서는 비선형 방정식 

SC(Z) 으로 표현되는 궤적면과 교차점이 계산된다. 이 

함수는 구간 卩讪, 琮启에서 반드시 단일해를 가지므로 

수치 해석적 방법으로 효과적으로 해를 계산할 수 있 

다. 함수 getlntersectionTimef)는 하나의 격자점 에 대 

해 교차시간 f를 계산한다. 해를 계산하기 위해 

Newton방법을 사용할 수도 있으나, 况。) = 0 와 

5C(0 = 0 의 1차 도함수는 매우 복잡하여 실제 구현 

하기는 곤란하다㈣. Fig. 10은 실루엣 조건을 이용한 

이분법 至고리즘을 보여준다. 이분법은 허용오차 £에 

대해, |5C(r)|<£ 조건이 만족될 때까지 반복적으로 

중간 해를 계산한다. 따라서, 제안하는 방법은 임의로 

£ 값을 지정함으로써 최종 해의 정밀도를 제어할 수 

있다.

6. 실험 결과

Fig. 11은 TV 모니터 케이스의 금형 (mould)을 그

function getlntersedionTime([6ninJmaxl) begin 
input: the initial time interval 卩min/maj 
output: the intersection time 
do

t +1t _ ' min ' max
* new - ' 2

calculate SC(tnew )

if W、(4iew)>。山아1 /mil)

이睫 if SC(tnew ) < 0 then /inax 二临w

while |5C(/new )| > 6-

曲urn間
이id function

Fig. 10. 실루엣 조건을 이용한 이분법 알고리즘.

(a) TV 모니 터 금형의 전체 (b) 원호 경 로에 의 한 (a)의 

가공 결과 측벽면 가공 결과

Fig. 11. TV 모니 터 금형의 모의 가공 결과.

래픽 시뮬레이션한 결과를 보여준다. 이 실험은 400 

Mhz Pentium II에서 C++ 프로그래밍 언어와 Open 
Inventor# 이용하여 구현되었으며⑴为, 실험에서는 

FANUC사의 G-코드로 표현된 NC 프로그램을 사용하 

였다卩81. 피절삭체의 크기는 600mmX600mmX 

364 mm이고, Z-맵의 해상도는 1.0 mm이다. Fig. 
11(a)는 총 7,582개의 직선 G-코드와 원호 G-코드를 

포함하는 NC 프로그램을, Fig. 11(b)는 Fig. 12(a)의 

측벽면으로 1,845개의 원호 G-코드만으로 이루어진 

NC프로그램을 각각 시뮬레이션한 결과이다. 시뮬레 

이션에서는 직경이 25.0mm이고, 라운드 반경이 

1.4 mm인 필렛 엔드밀을 사용하였다.

Fig. 12는 자동차 후드의 CAD 모델과 시뮬레이션 

한 결과를 보여준다. 시뮬레이션에서 사용한 NC 프로 

그램은 5,212개의 직선 G-코드와 7,893개의 원호 G- 
코드로 구성된다. 이 NC 프로그램은 148,988개의 직 

선 G-코드로 구성된 NC 프로그램을 오차범위 

0.01 mm에서 원호 G-코드으로 변환한 것이다. 피적삭 

체의 크기는 1800mmX 1800mmX600mm이고, Z- 
맵의 해상도는 2.0mm이다. 그리고 직경이 50.0mm 
이고, 라운드 반경이 10.0mm인 필렛 엔드밀을 사용 

하였다.

(a) 자동차 후드의 CAD 모델 (b) 자동차 후旦 금형 모의 

가공 결과

Fig. 12. 자동차 후드 금형의 모의 가공 결과.
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Table 1. TV 모니 터 의 가공 데 이 터

직선 운동 원호 운동

허용오차 10~2 io-3 10-4 1（尸 W2 10T 1（广 W5

경로수
직선 14,994 5,737
원호 해당사항 없음 1,845

B영역 Z-맵 벡터수 666,722 664,240
반복회수 48X105 70X105 92X105 115X105 39X105 60X105 82X105 105 X105

평균 반복회수 7.29 10.55 13.84 17.26 5.90 9.13 12.44 15.80
계산시 간 30.04 31.74 33.25 34.86 17.67 19.62 21.52 23.60
최소오차 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
최대오차 LOX" i.oxio-3 1.0X10T i.oxio-5 1.0X10'2 1.0X10-3 1.0X1Q-4 1.0X10-5

Table 2. 자동차 후드의 가공 데 이 터

직선 운동 원호 운동

허용오차 1（尸 IM 1（广 W5 1（尸 1（尸 10-4 W5

경로수
직선 148,988 5,212
원호 해당사항 없음 7,893

B영역 Z-맵 벡터수 10,009,695 9,424,506
반복회수 87X106 118X106 148 X106 179X 106 64X106 92X106 120 X106 150X106

평균 반복회수 8.69 11.76 14.76 17.93 6.77 9.77 12.77 15.88
계 산시 간 621.73 644.79 666.85 690.27 135.47 158.67 181.90 206.25
최소오차 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
최대오차 1.0X1Q-2 1.0X10-3 1.0X10-4 1.0X 1（尸 LOX】" 1.0X10-3 i.oxio-4 1.0X10"5

Table 1과 2는 Fig. 11의 TV 모니터와 Fig. 12의 

자동차 후드 모델에 대해 각각 직선경로와 원호경로 

로 시뮬레이션하고, 정밀도와 계산시간 측면에서 비 

교한 것이다. 정밀도는 식 (11)의 获3) =。의 편 

차이며, 계산시간은 CPU시간이다. Table 1에서 보는 

바와같이 TV 모니터 금형의 경우, 직선경로는 원호 

경로 경로에 비해 코드 수가 약 2배 많고, 계산시간 

도 3배정도 더 걸린다. Table 2는 자동차 후드 금형 

의 경우, 직선경로가 원호경로보다 약 10배 정도 G- 
코드 수가 많고, 가공시간은 약 4배 정도 더 걸린다. 

따라서 원호경로를 직접 검증하는 것이 효과적이고, 

제안하는 방법은 원호경로를 검증하는데 효과적임을 

알 수 있다. 또한 수치해법을 사용하므로 정밀도를 

제어할 수 있으며, 이전 연구에서 보듯이 근의 공식 

을 이용하는 방법과 비슷한 속도로 검증을 수행할 수 

있다可

7.결 론

본 논문에서는 원호운동하는 필렛 엔드밀의 궤적면 

과 Z-맵 벡터의 효과적인 교점 계산방법을 제안하였 

한국CAD/CAM학회 논문집 제 8 권 제 4 호 2003년 12월

다. 필렛 엔드밀의 궤적면과 Z-맵 벡터의 교점은 단일 

변수의 비선형 방정식으로 표현할 수 있다. 본 논문에 

서는 단일 변수 교점 방정식이 해를 갖는 구간을 계산 

하고, 그 구간에서 단일해가 존재하는 성질을 분석하 

였다.

이러한 특성을 수치해석 방법에 적용할 때, 효과적 

으로 최적해를 계산할 수 있고, 임의의 허용 오차범위 

이내로 정밀도를 제어할 수 있다. 제안된 방법을 이분 

법으로 구현하고, 각각 직선경로와 원호경로에 대해 

시뮬레이션 한 결과를 계산속도와 정밀도 측면에서 

비교하였다. 결과적으로, 원호경로가 직선 경로보다 

시뮬레이션 속도가 빠름을 알 수 있다. 따라서 원호 

경로를 직접 시뮬레이션하는 것이 효과적이다. 실험 

에서는 균일한 격자점의 Z-맵을 사용하였으나, 

Drysdale㈣의 방법과 같이 비균일 Z-맵을 사용할 수 

있고 경사면 가공에서 정밀한 검증이 가능하다.
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부 록

공구가 지역 좌표계에서 xy-평면의 원점을 중심으 

로 반지름 R인 원호를 따라 운동한다고 하자. 공구가 

2/1만큼 회전하는 시간을 정규화하면, 시간 仏 [0,1] 
에서 공구의 위치는 다음과 같이 벡터 함수로 표현할 

수 있다.

m(r) = (Rcos",Rsinwf,0), for te [0,1 ] (Al)
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식 ⑴로 표현되는 토러스 곡면이 식 (A1)의 경로 

를 따라 이동할 때, 궤적면과 Z-맵 벡터의 교점 

(%, J, z) 은 아래의 관계식들을 만족한다.

X = (a + bcos 0)cos 0+7?cos2^r (A2)

y = (a + bcos0)sin^+7?sin2^/ (A3)

5C(0, 3, t) = cos0sinwz+ sin^cosw/ (A4) 
=0.

여기서, 京 와 亍 는 Z-맵 벡터의 x-좌표와 y-좌표로 

서 상수이다. 식 (A2), (A3) 그리고 (A4)로부터 饥 

。와 r를 계산하고 다음 식에 대입하여 교점의 z좌표 

를 계산할 수 있다.

Z = bsin©. (A5)

식 (A4)로부터

2m =

이므로, 식 (A2)와 (A3)는 다음과 같이 다시 쓸 수 

있다.

X = (a + £>cos 0) cos Q + Rcos 9 (A6)

y = -(a + bcos0)sinO-7?sin0. (A7)

위 식으로부터,

海。록性이

이다. 최종적으로 sin0와 z 값을 계산할 수 있다.
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교수

관심분야: NC 시뮬레이션, 컴퓨터그래 

픽스

백 낙 훈

1990년 한국과학기술원 전산학과 학사 

1992년 한국과학기술원 전산학과 석사 

1997년 한국과학기술원 전산학과 박사 

2002년~10>3 연구원
관심분야: 실시간 렌더링, NC시뮬레이션, 

계산기 하학

신 성 용

1970년 한양대학교 산업공학과 학사 

1983년 Michigai파邙학교 산업공학과 석人卜 

1986년 Michigan대학교산업공학과박사 

198가션~ 한국과학기술원 전자전산학과 

교수

관심분야 : 성능기반 에니메이션, 실시간 

렌더링, 충돌검사

최 병 규

1973년 서울대 학교 산업 공학과 학사 

1975년 한국과학기술원 산업공학과 석入卜 

1982년 Purdue대학교 산업공학과 박사 

1983년~ 한국과학기술원 산업공학과 

교수

관심분야: 가상 제조시스템, 자유곡면 모 

델링, CAPP
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