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1.  서 론

고객의 도착 시점에서 부하량에 따라 고객이 시스템에 제한적

으로 들어오게 되는 대기시스템들이 있다. 여기서 부하량이란 
서버가 서비스중인 고객의 잔여 서비스 양과, 대기공간 내 있
는 고객들에게 제공되어야 할 서비스 양의 합을 말한다. 시스
템에 도착하는 각각의 고객은 서버가 처리해야 할 서비스 양

을 가지고 들어온다. 고객들이 가지고 오는 서비스 양은 고정
된 크기의 버퍼에 저장된다. 고객이 도착할 때 그가 가지고 들
어오는 서비스 양과, 그 고객의 도착시점에서의 부하량의 합
이 버퍼의 크기를 넘게 될 경우에 들어온 고객을 처리하는 방

법은 두 가지 경우로 나눌 수 있다. 첫 번째, 고객이 가지고 들
어오는 서비스의 양이 버퍼를 채우고도 남을 경우에는 대기시

스템은 고객이 가지고 들어오는 서비스 양을 버퍼가 가득 차

도록 채우고 나머지 서비스 양을 받지 않는다. 이 모형을 부분
거절(partial rejection) 모형이라고 부른다. 두 번째, 고객이 가

지고 들어오는 서비스의 양이 버퍼를 채우고도 남을 경우에는 

대기시스템은 고객이 가지고 들어오는 서비스 양을 모두 받지 

않는다. 즉, 그 고객은 시스템에 들어오지 못하게 된다. 이 모
형은 전체거절(total rejection) 모형이라고 한다.
부분거절 모형의 경우는 댐 모형이라고도 한다. Perry and 

Asmussen (2000)은 댐 모형에서 도착과정이 포아송 과정이며 
버퍼의 크기가 확률변수이고 서비스 시간이 지수분포인 경우 

부하량 과정에 대한 안정상태  분포를 도출하였다. 기타 대부
분의 댐 모형에 관한 연구는 바쁜 기간의 길이에 대한 분포를 

구하는 연구가 많이 진행되어 왔다. 최근에 Lee and Kinateder 
(2000)는 포아송 도착이며 고객이 가지고 들어오는 서비스 양
이 지수분포일 때 바쁜 기간에 대한 라플라스 변환을 도출하

였고, Kim, Bae and Lee (2001)는 고객이 가지고 들어오는 서비
스시간이 일반분포일 때 바쁜 기간에 대한 라플라스 변환을 

도출하였다. 두 번째 전부거절 모형을 M/G/1 시스템에 적용
한 경우를  부하량에 제한이 있는 M/G/1 시스템이라 하자. 
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이 시스템에 대하여 Perry, Stadje and Zacks  (2001)는 서비스 
규칙이 FIFO(선입선출)인 경우 부하량의 분포를 구하기 위한 
안정상태 차등미분 방정식을 세웠고 특히 서비스 시간이 지수

분포일 때는 안정상태 부하량 분포를 구했지만, 이들의 결과
에는 일부 오류가 있으며 실제로 이 결과를 이용해서 수치계

산을 할 때에는 계산과정이 매우 복잡하다는 어려움이 있다. 
그리고 서비스 규칙이 LIFO(후입선출)인 경우에는 대기고객 
수와 잔여 서비스 시간에 대한 안정상태 결합분포를 구하였고 

바쁜 기간에 대한 라플라스 변환을 구하였지만, 정확한 안정
상태 고객 수 분포는 구하지 못하였다.
본 연구에서는 부하량에 제한이 있는 M/G/1 시스템의 평
균 부하량을 보다 간단한 방법으로 구할 수 있도록 근사법을 

제시한다. 근사화 방법의 기본적인 생각은 고객이 가지고 들
어오는 서비스 양을 이산화하여 집단도착 고객의 크기로 표현

함으로써, 원 모형을 대기공간에 제한이 있고 서비스 시간이 
일정하며, 집단도착인 시스템으로 변형시키고자 하는 것이다. 

(아래 <Figure 1>의 부하량 과정을 <Figure 2>의 고객 수 과
정으로 근사) 여기서는 부하량에 제한이 있는 M/G/1  시스템
을 대기 고객 수에 제한이 있는 MX/d/1 시스템으로 근사화
한다. 특히 M/G/1 시스템에서 고객이 가지고 들어오는 서비
스 양을 MX/d/1에서 고객집단의 크기 X에 서비스 시간 d를 

곱한 양으로 대체하게 된다.

 

Figure 1.  Workload process.

Figure 2.  System size process.

2절에서는 근사법의 타당성을 검증하기 위하여 M/M/1  시
스템의 부하량 과정을 MX/d/1   시스템의 고객 수 과정으로 
근사화한다. 3절에서는 부하량에 제한이 있는 M/G/1  시스템
을 Baba (1984)가 제시한 대기고객 수가 m명으로 제한이 있
는 MX/G/1/m 시스템의 해를 이용하여 근사화한다. 부하량
에 제한이 있는 M/G/1 시스템의 안정상태 부하량 분포와 고
객이 시스템에 들어오지 못할 거절확률 등을 구한다. 4절에서
는 부하량에 제한이 있는 M/G/1 시스템의 근사화 방법의 적
합성을 알아보기 위하여 본 연구의 근사법을 시뮬레이션과 비

교한다.

2.  M/M/1 시스템의 부하량 과정 근사화

본 절에서는 고객 수 과정으로 부하량 과정을 근사화하는 것

의 타당성을 보이기 위해 M/M/1  시스템의 부하량 과정을 집
단의 크기가 기하분포인 MX/d/1  시스템의 고객 수 과정으로 
근사화해 보고자 한다. 고객의 도착은 도착률이 λ인 포아송 과
정으로 이루어지며, 서버의 서비스 시간 S는 평균이 E(S)=
1/μ인 지수분포를 따르는 M/M/1  시스템이 있다. 이 시스템
의 부하량 과정을 고객집단의 크기 X가 기하분포를 따르고 

각 고객집단의 도착과정은 도착률이 λ인 복합 포아송 과정으

로 이루어지며 서버의 서비스 시간 d는 일정한 값을 가지는 

M
X
/d/1 시스템의 고객 수 과정으로 근사화한다.

M
X
/d/1 시스템의 집단고객 크기의 확률변수를 X라 하자. 

M
X
/d/1 시스템의 집단고객의 크기가 S≈Xd를 성립하게 하

고 d의 크기가 아주 작은 값을 갖게 하면 된다. 즉, <Figure 2>
에서 S≈Xd를 만족하면서 d의 크기를 아주 작게 하면 

<Figure 1>과 같이 된다. 따라서 X≈ꀎS /dꀏ의 방법으로 근사
화할 수 있다. 집단고객의 크기 X는 식 (2.1)과 같이 기하분포
를 갖게 된다.

Pr(X=n)≈ Pr(n-1<S/ d≤n)                                 (2.1)  
        = Pr((n-1)d<S≤nd)                   

        =(1- exp(-μd)) ( exp(-μd)) n-1,  n=1,2,….

일반적인 MX/G/1 시스템의 평균고객 수는 잘 알려진 바와 
같이 식 (2.2)와 같다(예를 들면 Lee (1998)).

L=λE(X)( λE(X)E(B
2
)

2(1-ρ)
(2.2)

             + E(B)E(X(X-1))
2E(X)(1-ρ)

+
1
μ )

여기서 B는 서비스 시간의 확률변수이고 ρ=λE(X)E(B)

이다. 우리가 고려하는MX/d/1에서는 도착집단의 크기가 식 
(2.1)과 같은 기하확률변수이고 서비스 시간이 상수 d이므로 
평균고객 수는 아래와 같다. 

L=
λd(2-λd)

2(1-exp(-μd))(1-exp(-μd)-λd)
(2.3)

M
X
/d/1 시스템의 평균고객 수에 d를 곱하면 M/M/1 시

스템의 평균부하량을 근사할 수 있다. 특히 근사의 정확도는 
d가 0에 가까와 질수록 더욱 높아지며 이는 다음 식 (2.4)에서 
확인할 수 있다. 

lim
d→0
Ld=

λ
μ(μ-λ)

(2.4)
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식 (2.4)의 우변은 M/M/1 시스템의 평균부하량을 나타낸다. 

3.  부하량에 제한이 있는 M/G/1 시스템 근사화
     방법

고객의 도착은 도착률이 λ인 포아송 과정이며, 고객의 서비스
시간 S는 일반분포를 따르고 E(S)=1/μ라고 하자. 임의의 
고객의 도착시점에서, 대기공간에 있는 고객들의 서비스 양과 
서버의 잔여 서비스 양(즉, 가상대기시간)과 이 고객이 가지고 
들어오는 서비스 양의 합이 특정한 시간 c(임계치)를 넘게 되
면 고객이 시스템에 들어오지 못한다(전체거절). 이 모형의 부
하량 과정을MX/d/1/m 시스템의 고객 수 과정을 이용하여 
근사화 된다.

    이산화된 서비스 시간 d는 적절하게 작은 값을 가지게 하
고 임계치 c에 맞게 버퍼의 크기 m을 결정해 준다. 따라서 d
를 제일 먼저 결정해야 한다. d를 작게 할수록 보다 정확한 근
사값을 구할 수 있으나, 계산량이 많아지고 오버플로 등으로 
인한 계산오류가 발생할 수가 있으므로 원하는 근사 정도에 

맞게 적당히 작은 d를 선택해야 한다. 본 연구에서는 경험적
인 방법으로 적절한 d를 결정하는 방법을 4절에서 제시하였
다. d가 정해지면 m을 결정한다. c/E(S)≈m/E(X)와 E(S)=
E(X)d가 성립해야 하므로, 두 식으로부터 m=⌈ c/d⌉으
로 정하면 된다. 다음으로 도착집단의 크기 X의 분포는 X=
ꀎS /dꀏ에 의해서 정한다. 

Pr(X= i)= Pr(( i-1)d<S≤id), i=1,2,…,m+1 (3.1)

식 (3.1)에서 집단크기를 m+2명 이상 올 확률을 구하지 않
는 것은 집단크기가 m+2명 이상이면 시스템에 들어오지 못

하기 때문이다.
    위 세 가지 파라미터를 결정한 후에는 Baba (1984)를 이용
하여 대기고객 수가 m명으로 제한이 있는 MX/d/1/m 모형
의 해를 얻을 수 있다. 여기서는 이 해를 구하는 과정을 간단하
게 요약하여 제시한다. 
다음과 같이 기호와 확률을 정의하자.

B : 서비스 시간의 확률변수
g i : 집단의 크기가 i명일 확률

       ( i=1,2,…,m+1)
N( t): t시점에서 시스템 내 고객 수
U( t): t시점에서 잔여 서비스 시간
P 0(t)=P(N(t )= 0) , P 0= lim

t→∞
P 0(t)

Pk(u,t)du=P ( (N( t)= k,u<U( t)≤u+du),   

Pk(u)= lim
t→∞
Pk(u,t),  u≥0, k=1,2,…,m+1

B
*
(s)=⌠⌡

∞

0
exp(-su)dB(u)

Pk
*
(s)=⌠⌡

∞

0
exp(-su)Pk(u)du

Pk
*
(0)는 안정상태에서 고객이 k명 있을 확률임을 알 수 

있다.
여기서 고려하는 MX/d/1/m 모형에서는 서비스 시간이 고
정된 값을 가지므로 식 (3.2)를 얻을 수 있다. 

B *(s)= exp(- s/μ), μ=1/d (3.2)

위에서 정의한 기호와 확률을 이용하여 다음과 같이 안정상

태에서 평형방정식을 얻는다.

∑
m+1

i=1
λgiP 0=P 1 (0) (3.3)

( ∑
m

i=1
λg i-s) P 1 * (s)=P 0 λg 1exp(-s/μ)
+P 2(0) exp(- s/μ)-P 1(0) (3.4)

( ∑
m+ 1- k

i=1
λg i-s) Pk * (s)=P 0 λgkexp(-s/μ) (3.5)

+ ∑
k- 1

i=1
Pi
*
(s)λgk- i+Pk+1(0) exp(- s/μ)

-Pk( 0) k=2,...,m

- s Pm+1
*
(s)=P 0 λgm+1exp(-s/μ) (3.6)

+ ∑
m

i=1
Pi
* (s)λgm+1- i-Pm+1(0)

s= ∑
m

i=1
λg i를 식 (3.4)에 대입하고 식 (3.3)을 이용하여 다음

을 얻는다.

P 2(0)=
[ ∑
m+ 1

i=1
g i-g 1 exp (-( ∑

m

j=1
λg j)/μ)]λP 0

exp(-( ∑
m

j=1
λg j)/μ)

(3.7)

s=0을 식 (3.4)에 대입하고 식 (3.3)와 식 (3.7)를 이용하여 
다음을 얻는다.

      P 1 * (0)=
∑
m+ 1

i=1
g iP 0 [1- exp(-( ∑

m

j=1
λg j)/μ)]

∑
m

i=1
g iexp(-( ∑

m

j=1
λg j)/μ)

 (3.8)

s= ∑
m+1- k

i=1
λgi을 식 (3.5)에 대입하여 다음을 얻는다.

Pk+1(0)= [Pk (0) (3.9)

-P 0λgkexp(-( ∑
m+1- k

j=1
λgj)/μ)

- ∑
k-1

i=1
Pi
*
( ∑
m+1- k

j=1
λgj)λgk- i]
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/exp(-( ∑
m+1- k

j=1
λgj)/μ)  k=2,...,m

식 (3.9)에서 Pk(0)에서 Pk+1(0)을 얻기 위해서는 P*i

( ∑
m+1- k

j=1
λgj) ( i=1,2,...,k-1)이 필요하다. 따라서 식 (3.4)

과 식 (3.5)에 각각 s= ∑
m+1- k

j=1
λgj을 대입하여 다음을 얻는다.

      P 1 * ( ∑
m+1- k

j=1
λgj)= [P0λg 1exp(-( ∑

m+1- k

j=1
λgj)/μ) (3.10)

+P 2(0) exp(-( ∑
m+1- k

j=1
λgj)/μ)-P 1 (0)]

/ ∑
m

j=m+2-k
λg j

     Pi * ( ∑
m+1- k

j=1
λgj)= [P 0λgiexp(-( ∑

m+1- k

j=1
λgj)/μ) (3.11)

+ ∑
i-1

l=1
Pl
* ( ∑
m+1- k

j=1
λgj)λgi- l+Pi+1(0)

exp(- ( ∑
m+1- k

j=1
λgj)/μ)-Pi(0)]/ ∑

m+1- i

j=m+2-k
λgj

i=2,...,k-1.

식 (3.10)와 식 (3.11)을 순환적으로 계산하면P *i( ∑
m+1- k

j=1
λgj) 

( i=1,2,...,k-1)을 얻을 수 있다. s=0을 식 (3.5)에 대입
하면 다음을 얻는다.

P
*
k(0)= [λgkP 0+ ∑

k- 1

i=1
P
*
i(0)λgk-1 (3.12)

       +Pk+1(0)+Pk (0)]/ ∑
m+1- k

i=1
λgi k=2,…,m

식 (3.6)을 s에 관해 미분하여 s=0을 대입하면 다음을 얻
는다.

        P *m+1 (0)=P 0λgm+1/μ- ∑
m

i=1
P
* ( 1)
i (0)λgm- i+1  (3.13)

식 (3.13)의 좌변을 구하기 위해서 Pi
*(1)
( i=1,2,...,m)

이 필요하므로 식 (3.4)과 식 (3.5)을 미분하여 s=0을 대입하
면 다음을 얻는다.

P
* ( 1)
1 (0)=[-P 0 λg 1/μ-P 2(0)/μ+P

*
1 (0)]/ ∑

m

i=1
λg i (3.14)

Pk
*(1)
(0)=[-P 0 λgk/μ (3.15)

∑
k- 1

i=1
Pi
*(1)
(0)λgk- i- Pk+1 (0)/μ

+ PK
*
(0)]/ ∑

m+1- k

i=1
λgi,k=2,3,…,m

식 (3.8), 식 (3.12), 식 (3.13)로서 P*k(0) , k=0,1,…,m+1  
즉 안정상태에서의 고객 수 분포를 얻을 수 있다. 단, 미지의 
값 P 0은 다음 식을 이용하여 구할 수 있다. 

P 0+ ∑
m+ 1

i=1
Pi
*
(0)= 1 (3.16)

안정상태 평균고객 수 ∑
m+ 1

i=1
i P i

*
(0)에 d를 곱하여 주면 부

하량에 제한이 있는 M/G/1  모형의 안정상태에서의 평균부
하량의 근사값을 얻을 수 있다. 한편, 도착집단이 시스템에 들
어오지 못하는 거절확률은 

P 0 ∑
∞

i=m+2
g j+ ∑

m+ 1

i=1
Pi
*
(0) ∑

∞

j=m+2- i
g j (3.17)

와 같이 구할 수 있다. 

4.  수치분석을 통한 정밀도 검증

3절에서 제시한 부하량에 제한이 있는 M/G/1  시스템의 근사
법의 타당성을 검증하기 위하여 c(임계치), d, 제공로드 ρ 등
을 변화시켜 가며 고객 거절확률에 대한 수치분석을 하였다. 
고객의 도착률 λ=1로 고정하였고 서비스 시간 분포는 지수분
포와 얼랑분포를 사용하였으며, 제공로드 ρ = 0.5, 1, 2와 임계
치의 상대적 크기를 나타내는 값으로 c/E(S) = 2, 3, 4로 바꾸
어 가면서 실험을 하였다. 
특히 서비스 시간을 작게 이산화할수록 근사의 정확도가 커

지므로 이를 살펴보기 위해 E(S)/d=10, 20, 40, 80으로 늘려
가면서 실험을 하였다. 실험은 Matlab 6.5을 이용하여 계산하
였고 시뮬레이션은 Arena 5.5로 수행하였다.

<Table 1>은 부하량에 제한이 있는 M/M/1  시스템에 대하
여 근사법과 시뮬레이션에 의한 거절확률을 각각 계산하여 비

교한 것이다. 당연한 결과이지만, E(S)/d가 클수록 좋은 근
사정도를 보이고 있고, 특히 E(S)/d가 40 이상이면 상대오차
율 3% 이내의 근사정도를 보이고 있다. 
그리고 c/E(S)가 4이고 E(S)/d가 80일 때는 근사값을 구
하지 못하는 경우가 있다. 이것은 m의 크기가 320이 되어 계
산량이 많아지고 g 320값이 너무 작기 때문에 계산하는 데 오

류가 발생하였기 때문이다. 
따라서 근사의 정확도를 높이기 위하여 무작정 E(S)/d 값
을 크게 하면 gm이 너무 작아져서 계산이 어렵다. 본 연구에
서의 계산경험에 의하면 적절한 E(S)/d값은 c/E(S)가 3 이
하면 E(S)/d 값은 최대 100정도가 적당하고, c/E(S)가 3을 
초과하면 50정도가 적당하다.
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Table 1.  Loss probability of M/M/1 system

ρ

(제공로드)
c/E(S) E(S)/d approx. sim.

상대오차

(%)

0.5

2

10 0.1548

0.1729

10.48
20 0.1643 4.99
40 0.1692 2.16
80 0.1717 0.71

3

10 0.0781

0.0876

10.90
20 0.0831 5.19
40 0.0857 2.22
80 0.0870 0.74

4

10 0.0421

0.0468

10.08
20 0.0451 3.67
40 0.0460 1.75
80 N/A N/A

1

2

10 0.2042

0.21559

5.28
20 0.2099 2.64
40 0.2130 1.20
80 0.2145 0.51

3

10 0.1349

0.13958

3.47
20 0.1375 1.51
40 0.1389 0.49
80 0.1397 0.09

4

10 0.0994

0.10210

2.72
20 0.1009 1.19
40 0.1017 0.39
80 N/A N/A

2

2

10 0.3041

0.30127

0.93
20 0.3024 0.37
40 0.3018 0.18
80 0.3015 0.08

3

10 0.2687

0.25850

3.8
20 0.2641 2.12
40 0.2621 1.37
80 0.2611 0.1

4

10 0.2571

0.24364

5.24
20 0.2514 3.09
40 0.2487 2.03
80 N/A N/A

  

<Table 2>는 부하량에 제한이 있는 M/E 2/1  시스템으로 근
사법과 시뮬레이션의 거절확률을 비교한 것이다. 역시 E(S)/
d가 클수록 좋은 근사정도를 보이고 있고, 80 이상이면 3% 이
내의 근사정도를 보이고 있다. 서비스 시간 분포가 지수분포
일 때는 c/E(S)가 4이고 E(S)/d가 80일 때는 계산값을 구

하지 못하였는데 서비스 시간이 얼랑분포를 따를 때는 가능한 

것은 g 320 값이 서비스 시간이 지수분포를 따를 때보다 크기 
때문이라고 보인다.

Table 2.  Loss probability of M/E2/1 system

ρ

(제공로드)
c/E(S) E(S)/d approx. sim.

상대오차 

(%)

0.5

2

10 0.1566

0.15914

1.60
20 0.1576 0.97
40 0.1582 0.59
80 0.1586 0.34

3

10 0.0693

0.06540

5.96
20 0.0678 3.67
40 0.0671 2.60
80 0.0668 2.14

4

10 0.0329

0.02966

10.92
20 0.0315 6.20
40 0.0308 3.84
80 0.0304 2.49

1

2

10 0.2396

0.23080

3.81
20 0.2354 1.99
40 0.2334 1.13
80 0.2325 0.74

3

10 0.1611

0.14656

9.92
20 0.1545 5.42
40 0.1513 3.23
80 0.1497 2.14

4

10 0.1226

0.10592

15.75
20 0.1153 8.86
40 0.1118 5.55
80 0.1100 3.85

2

2

10 0.3885

0.36425

6.66
20 0.3777 3.69
40 0.3723 2.21
80 0.3696 1.47

3

10 0.3580

0.32698

9.49
20 0.3447 5.42
40 0.3379 3.34
80 0.3345 2.30

4

10 0.3504

0.31752

10.36
20 0.3361 5.85
40 0.3289 3.58
80 0.3253 2.45

주:상대오차= ∣sim.-approx.∣
sim.

×100(%)
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위의 수치예제에 의해서 E(S)/d가 커서 m이 너무 커지면 

계산에 오류가 발생하는 문제가 발생하지만 부하량에 제한이 

있는 M/G/1  시스템을 제공로드와 임계치에 영향을 받지 않
고 높은 근사의 정도를 가지는 값으로 근사화할 수 있음을 알 

수 있다.

5.  결 론

본 연구에서는 해석적으로 난해한 부하량에 제한이 있는 

M/G/1  시스템을 대기고객 수에 제한이 있는 MX/d/1 시스
템을 이용하여 근사화하였다. M/M/1  시스템의 부하량 과정
을 MX/d/1 시스템의 고객 수 과정을 이용하여 근사화하였고, 
근사화 과정에서 d→ 0으로 보내면 M/M/1  시스템의 평균부
하량을 정확하게 구할 수 있음을 통하여 근사화 방법이 적당하다

는 것을 보였다. 수치예제를 보면 제공로드와 임계치에 영향
을 받지 않고 좋은 근사값을 얻을 수 있음을 나타내고 있다. 
본 연구에서 사용한 근사법은 대기 모형을 부하량으로 분석

해야 하는 댐 모형이나 M/G/1 D 정책 시스템을 근사화하는 
데도 매우 적합한 근사법이라고 할 수 있으며, 이 방면의 연구
가 진행중이다.
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