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A Gain-P hase Loop Shaping Method of QFT using TLS
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Abstract - QFT(Quantitative Feedback Theory) is a very practical design technique that emphasizes the use of 

feedback for achieving the desired system performance tolerances in despite of plant uncertainty and disturbance. The 

gain-phase loop shaping procedure of QFT is employed to design controller, until the bounds at desired frequencies are 

satisfied. This paper presents a transfer function synthesis using TLS(Total Least Squares) and offers a loop shaping 

method with the suggested technique. An example illustrates a feasibility of the presented algorithm.
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1 . 서  론

QFT는 랜트에 존재하는 불확실성 는 외란에 해 강

인성을 보장할 수 있는 궤환제어계의 실제 인 설계방법으로 

I. Horowitz에 의해 제안되었다. QFT에 의한 설계의 주목  

 하나는 최소의 역폭을 갖는 간단, 차 제어기를 설계하

는 것이며, 궁극 으로 루 형성(loop shaping)의 결과로부터 

얻어진다. 실제 QFT의 루 형성은 주 수응답의 경계조건을 

Nichols 선도에 표 하고, 이러한 조건에 맞는 공칭루  달

함수를 식별하는 과정이다[1-9].

기존 QFT 설계방법에서 사용된 루 형성법들은 주어진 

경계조건들 즉, 이득과 상응답으로 주어진 데이터에 합하

도록 과 극 을 계속 으로 추가해 가는 충(trade- 

offs)법을 시작으로 그 개선방식들, 그리고 경계조건들을 시

간 역으로 변환하여 시스템 식별방법을 이용하는 기법들이 

제안되었다. 그러나 이 기법들에는 반복연산을 계속 으로 

수행해야 하거나, 변환 상 오차에 의해서 치 못한 달함

수를 식별하는 문제가 발생할 수 있다. 따라서 이 문제 들

을 해결할 수 있는 루 형성과정의 자동화와 개선이 필요하

다[4-6].

QFT 설계의 자동화는 Y. Chait에 의해 먼  연구되었다. 

그러나 이 방법에서는 공칭 폐루  달함수가 미리 결정되

어 있어야 하며, QFT 경계조건에 맞는 제어기는 높은 차수

를 갖게 되는 문제 들이 존재한다. Y. Li 등은 GA(Genetic 

Algorithm)를 이용한 QFT의 자동화 설계방식을 제안하 으

나, 계수값의 자동 인 연산과 제시된 설계조건의 합성 여

부만으로는 루 형성을 한 최 화된 달함수 합성을 보장

하지 않을 수도 있다[7,8]. 한 참고문헌 [9]에서는 GA를 이

용한 최  설계 역과 모델확인을 갖는 루 형성법을 제안하

다. 이 방식은 각각의 주 수에서 이득과 상이 복소평면

의 허용 역에 놓이도록 루  달함수를 결정하는 문제를 

계수벡터의 라미터 식별문제로 변환하는 것에 기반을 두고 

있으며, 설계과정에 한 자동화와 개선특성을 보이고 있다. 

그러나 주어진 설계사양에 맞는 정확한 경계조건의 설정과 

설계 역의 범 에 민감한 RLS(Recursive Least Square)방

법의 사용에 의한 국부최소화 문제가 나타나기 때문에 이에 

한 개선이 필요하다.

본 논문에서는  문제 에 한 개선방법으로 TLS를 이

용한 달함수 합성법을 갖는 QFT의 루 형성법을 제안한

다. 제안된 방식은 참고문헌 [9]의 달함수 합성에 한 일

반화된 수학  표 과 TLS를 이용한 최 화된 루 형성법을 

제공한다. 그리고 2-DOF(Degree Of Freedom) 기 문제[8]에 

한 설계결과로부터 제안된 방식의 유용성을 검증하 다.

2 . TLS를 이용한 QFT의 루 형성법

QFT는 그림 1과 같은 MISO(Multi-Input Single-Output) 

계통에 용된 설계이론이며, 랜트 P(s)에 존재하는 불확

실성과 외란에 해서 요구된 계통의 제어성능을 보장하기 

한 주 수 역에서의 강인설계방법이다. 이 설계이론에서 

필요한 궤환의 양은 계통의 설계사양으로 주어지는 강인안정

여유, 추 사양  외란제거사양에 의해 조합된 경계조건들과 

랜트의 라미터에 포함된 불확실성의 집합에 의해서 조정

된다.

QFT를 이용한 제어계의 설계목 은 MISO 문제에 한 

해 즉, 각각의 주어진 제어성능을 만족하는 제어기 C( s)와 

입력필터의 달함수 F( s)를 구하는 것이다[1-3]. QFT를 이
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용한 제어계의 설계과정을 요약하면 다음과 같다[9]. 먼  주

어진 설계사양에 한 설계과정의 첫 번째 단계로 랜트의 

불확실성을 주 수 역에서 나타내는 것이 필요하다. 랜트 

템 이트(templates)는 임의의 한 주 수에서 가능한 랜

트 라미터의 변동에 한 주 수응답을 Nichols 선도에 표

한 것으로 정의한다. 두 번째 단계로 강인안정여유, 추 사

양  외란제거사양과 랜트 템 이트에 의해서 합성되는 

경계조건을 계산할 필요가 있다. 이 경계조건들에 의해서 결

정할 공칭루  달함수의 주 수응답 즉, 루 형성을 한 

최종 경계조건이 주어진다. 세 번째 단계에서는 이 경계조건

들을 Nichols 선도에 표 하고, 이러한 조건에 맞는 루  

달함수를 결정하는 루 형성과정이 필요하다. 이 과정에서 

최 설계를 해 강인안정여유를 나타내는 U-궤 에 근 하

고, 합성된 최종 경계조건들을 만족하는 공칭루  달함수

LO(s)가 결정된다. 그리고 그림 1로부터 LO(s)=C(s)PO(s)

의 계를 가지므로 제어기의 달함수 C( s)=LO(s)/PO(s)

를 결정할 수 있다. 여기서, PO(s)는 공칭 랜트의 달함

수를 나타낸다. 마지막으로 설계된 제어기가 폐루  응답특

성을 만족하지 못할 경우, 별도의 입력필터를 구성한다.

d 1(t) , D 1(s)  d 2(t) , D 2(s)

F( s) C( s) P( s)
r( t)

R( s)

y( t)

Y( s)

그림 1  궤환제어계

Fig.  1  A feedback control system

본 논문에서는 QFT 설계과정의 최종 경계조건으로부터 

공칭루  달함수를 합성하는 과정에 한 개선방법으로 

TLS를 이용한 루 형성법을 제안한다. 주어진 주 수응답 

조건에 맞는 달함수의 합성을 해 주 수응답에 의해서 

합성된 2차원 입력 데이터행렬과 출력벡터로 변환할 수 있는 

일반화된 표 을 정의하고, 정의된 표 식에 TLS를 용한

다.

루 형성 경계조건으로부터 달함수 합성을 해 다음과 

같은 유리함수 LO(s)를 고려하자.

 LO(s)=
∑
m

g=0
bgs

g

s
n
+ ∑
n-1

h=0
ahs

h

 (1)

여기서, n≥m이다.

임의의 주 수 ω
i
에서 LO(s)의 이득과 상응답을 A i

와 

Φ
i
로 놓으면 식 (1)은 다음과 같이 표 된다.

 LO(jω i)=
∑
m

g=0
bg(jω i)

g

(jω i)
n+ ∑

n-1

h=0
ah(jω i)

h
=Mi+ jNi  (2)

여기서, M i=A i cos Φ i , Ni=Ai sin Φ i이고, 아래첨자 i 는 

고려된 데이터 범 에서 i번째의 값을 나타낸다.

그리고 식 (2)는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

{ ∑
n-1

h=0
ah(jω i)

h }(Mi+ jNi )- ∑
m

g=0
bg(jω i)

g

=-( jω i)
n
(Mi+jNi )

 (3)

식 (3)을 각각의 주 수 ω
i
에서 실수부와 허수부로 구분하여 

정리하면 다음과 같다.

 yRi =Mi ∑
u

γ=0
(-1)

γ
a 2γ
ω2γ
i -Ni ∑

v

δ=0
(-1)

δ
a 2δ+1

ω2δ+1
i

  - ∑
p

α=0
(-1)

α
b 2αω

2α
i

 (4)

 y Ii =Ni ∑
u

γ=0
(-1)

γ
a 2γ
ω2γ
i +Mi ∑

v

δ=0
(-1)

δ
a 2δ+1

ω2δ+1
i

  - ∑
q

β=0
(-1)

β
b 2β+1

ω2β+1
i

 (5)

여기서, m과 n의 값에 따른 p, q, u, v≥0   스칼라 yRi

와 y Ii는 각각 다음의 값을 갖는다.

   m=2k일 때 p=
m
2
, q=

m
2

-1 ,

   m=2k+1일 때 p= q=
m-1

2
,

   n=2l일 때 u= v=
n
2
-1 ,

   n=2l+1일 때 u=
n-1
2
, v=

n-1
2

-1 ,

   n=4l일 때 yRi=-ωni Mi, yIi=-ωniNi, 

   n=2(2l+1)-1일 때 yRi=ω
n
iNi, yIi=-ωniMi, 

   n=2(2l+1)일 때 yRi=ω
n
iMi, yIi=ω

n
i Ni, 

   n=4( l+1)-1일 때 yRi=-ωni Ni, y Ii=ω
n
iMi

이고, k, l=0,1, 2,⋯ 이다.

식 (4)와 (5)의 각 항들을 식 (1)의 분자, 분모다항식의 계

수에 따라 짝수부와 홀수부로 구분하여 벡터형태로 정리하면, 

실수부벡터 x Ri∈ℜ
m+n+1, 허수부벡터 x Ii∈ℜ

m+n+1, 식

별될 계수벡터 θ∈ℜm+n+1를 다음과 같이 표 할 수 있

고,

 x Ri=[ p
even
Ri  ⋮ p

odd
Ri  ⋮ z

even
Ri  ⋮ 0 ]  (6)

 x Ii=[ p evenIi  ⋮ p oddIi  ⋮ 0 ⋮ z oddIi ]  (7)

 θ=[ a even⋮ a odd⋮ b even⋮ b odd ]
T
 (8)

X∈ℜ (n+m+1)×(n+m+1)와 y∈ℜn+m+1를 다음과 같이 정

의하면,

 X= ∑
N

i=1
XT
i X i

 (9)
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 y= ∑
N

i=1
XT
i y i  (10)

여기서, X i
와 y i는 식 (6)과 (7) 그리고 식 (4)와 (5)의 조

건으로부터 다음과 같이 주어지고, N은 데이터의 수이다.

 X i=[ x
T
Ri ⋮ x

T
Ii ]
T
 (11)

 y i=[yRi  y Ii ]
T  (12)

다음과 같은 형태의 선형 연립방정식을 얻을 수 있다.

 Xθ= y  (13)

식 (13)과 같이 표 된 달함수는 LS(Least Square) 문제

에 한 해[10,11]로 알려져 있으나, LS 문제에서는 모든 오

차가 식 (13)의 y에만 한정되어 있다는 가정이 필요하다. 그

러나 이러한 가정은 QFT의 최종 경계조건이 각각의 주 수

에 해 하나의 값으로 정확하게 주어지지 않고, 행렬 X에도 

실제 이러한 성분이 포함되어 있기 때문에 성립되지 않을 수 

있다. 한 최종 경계조건에 한 최 설계를 해서는 고차

의 제어기가 필요하여, 실제 시스템의 용에 부 합할 수 있

다[7]. 따라서 경계조건에 불확정성을 포함한 경우에 강인한 

특성을 보이는 TLS 식별방법의 용이 필요하다.

TLS를 달함수 합성에 이용하기 해서 식 (13)을 다음

과 같이 재정의하자.

 (X+E)θ=( y+ e)  (14)

여기서, E와 e는 오차를 포함한 섭동행렬과 섭동벡터이다. 

TLS 문제는 다음과 같은 제한조건 하에서 최 의 해를 

구하는 문제로 표 할 수 있다.

min
E, e ∥ [E⋮e ]∥

F
, subject to y+ e∈Range(X+ e )  (15)

여기서, ∥⋅∥F
는 Frobenius 정규를 의미하며, K=[kij]에 

해 다음과 같이 정의된다.

∥K∥F=∑
i
∑
j
∣kij∣

2  (16)

TLS 문제는∥[E⋮e ]∥F
를 최소화시키는 섭동행렬 E  

 섭동벡터 e를 구한 후, 식 (14)를 만족하는 θ를 찾는 

것이다. 결과 으로 TLS는 ∥(X+E)θ-( y+ e)∥2
에 상

응하는 LS의 가장 근 한 해를 구하는 것이다. 여기서, 근

도는 Frobenius 정규로 규명한다.

TLS 식별방법에 의한 해를 구하기 해서 본 논문에서는 

SVD(Singular Value Decomposition) 정리를 이용하며, 다음

과 같이 그 해를 구할 수 있다.

다음과 같은 체 데이터 행렬 C∈ℜ (n+m+1)×(n+m+2)를 

고려하자.

 C=[X⋮ y ]  (17)

그러면 행렬 C의 SVD는 다음과 같이 쓸 수 있다.

 C= UD V
T  (18)

 D= U TC V=diag(σ 1, σ 2,⋯, σn+m+1)  (19)

여기서, U∈ℜ
(n+m+1)×(n+m+1), V∈ℜ

(n+m+2)×(n+m+2)이

다.

σ
i
, u i , v i를 각각 C의 i번째 특이값, 좌특이벡터, 그

리고 우특이벡터라고 정의하면, 그 계는 다음과 같다.

 C v i=σ i u i  (20)

 C T u i=σ i v i  (21)

그리고 C의 최소특이값을 수반하는 우특이벡터 v n+m+2
와 

TLS 해에 한 증분벡터(augmented vector) [ θ T⋮ -1 ]
T

는 우특이값에 병행하게 되며, 다음과 같은 TLS 해를 얻을 

수 있다[12-14].

 [ ]
θ

-1
=-

v n+m+2

v n+m+2,n+m+2

 (22)

여기서, v n+m+2,n+m+2
는 v n+m+2

의 마지막 원소이다.

3. 2 -DOF 설계 문제

본 논문에서 제안한 방법의 유용성을 보이기 한 2-DOF 

기 문제는 그림 1과 같은 계통에 용된 설계문제이다[8]. 

여기서, 불확실성을 갖는 랜트는 다음과 같다.

℘={P(s)= Ka
s( s+a)

:K∈[1, 10], a∈[1, 10]}  (23)

그리고 강인안정여유와 추 사양을 포함한 폐루  설계사양

은 각각 다음과 같다.

∣ C( jω)P( jω)
1+C( jω)P( jω) ∣≤1.2 [dB],  ∀ P∈℘, ω≥0  (24)

 a(ω)≤∣F( jω) C( jω)P( jω)
1+C( jω)P( jω) ∣≤b(ω)  (25)

여기서, a(ω)=∣ 120

( jω) 3+17( jω) 2+82( jω)+120 ∣ ,

b(ω)=∣ 0.6854( jω+30)

( jω) 2+ 4( jω)+19.752 ∣이다.
Y. Chait 등은 Toolbox에서 다음과 같은 최 의 3차 제어

기(the best 3-order controller)와 입력필터를 제공한다[7,8].
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C( s)=
3.0787×10 6s 2+3.5365×10 8s+3.8529×10 8

s 3+1.5288×10 3s 2+1.0636×10 6s+4.2810×10 7

(26)

 F( s)=
16

s 2+5.6s+16
 (27)

그림 2  3차 루 형성

Fig.  2  Third-order loop shaping

(a) frequency responses of conventional system

(b) frequency responses of suggested system

그림 3 폐루  주 수응답

Fig.  3  Closed loop frequency responses

(a) time responses of conventional system

(b) time responses of suggested system

그림 4  폐루  시간응답

Fig.  4  Closed loop time responses

그리고 같은 경계조건에 해 본 논문에서 제안한 루 형성

법에 의해 설계된 제어기는 다음과 같다.

C( s)=
9.4368×10 6s 2+1.1183×10 9s+5.0874×10 9

s 3+4.0223×10 3s 2+2.9306×10 6s+1.1817×10 8

(28)

식 (26), (28)과 식 (23)의 K= a= 1인 공칭 랜트에 의

한 루 형성결과는 그림 2에 나타내었으며, 두 방식이 강인안

정여유와 최종 경계조건을 모두 만족함을 알 수 있다. 그러

나 제안된 제어기에 의한 응답특성이 최 설계를 한 경계

조건에 보다 근 하기 때문에 Toolbox에서 제공하는 3차 제

어기가 최 이 아님을 알 수 있다.

그림 3과 4는 각각의 제어기와 입력필터에 의한 체 시스

템의 주 수응답과 시간응답을 나타내고 있다. 이 그림들로

부터 랜트의 불확실성에 해 제안된 방식에 의해 설계된 

제어계가 기존의 제어계 보다 작은 섭동범 를 갖고, 속응성 

측면에서 개선된 응답특성을 보임을 알 수 있다. 한 그림 

3으로부터 식 (23)의 불확실성 역이 더 확장(분자항의 값이 

분모다항식의 두 번째 항 보다 작은 경우)되었을 경우에도 

제안된 제어계는 식 (24)와 (25)의 사양을 만족할 것이다. 따
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라서 제안된 제어계가 기존의 제어계 보다 불확실성에 해 

강인한 특성을 보임을 알 수 있다.

4 . 결  론

본 논문에서는 주 수응답으로 주어진 경계조건을 만족하

는 TLS를 이용한 QFT의 이득- 상 루 형성법을 제안하여 

다음과 같은 결과를 얻었다. 제안된 루 형성법은 주어진 주

수응답 조건에 맞는 달함수의 합성을 해 주 수응답으

로부터 2차원 입력 데이터행렬과 출력벡터를 구성하고, 선형

화된 식별을 수행할 수 있는 표 식에 TLS를 용하여 계수

벡터의 라미터 식별문제로 변환한 방식이다. 이 방식은 루

형성 그 자체로서의 유용성뿐만 아니라, 주 수응답을 갖는 

시스템의 달함수 합성법에 직  이용할 수 있을 것이다. 

그리고 제안된 방법의 QFT 기 문제에 한 시뮬 이션 결

과로부터 개선된 응답특성을 얻었다.

본 논문에서 제안한 방법은 탐색 알고리즘을 병행하여 수

행하면, 컴퓨터를 이용한 QFT의 자동화설계에도 용될 수 

있을 것이다. 한 기  주 수응답의 상‧하한 경계조건이 

주어져 있는 실제 계통에 용할 경우, 설비의 신뢰성을 보장

하면서 다양한 동작조건에 해 강인성을 보장하는 제어기의 

설계방식으로도 유용하게 활용될 것으로 기 된다.
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