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E s tim ation of a B iv ariat e E x ponent ial D i s tribution
w ith a Loc ation P aram et er

홍연웅1) · 권용만2 )

A b s trac t

T his paper con sider s the problem of estim ating param eter s of th e
biv ariat e ex ponential distr ibut ion w ith a locat ion param eter for a
tw o- compon ent shared parallel sy st em u sing compon ent dat a from
sy st em - lev el life test t ermin ated at the t im e of the prespecified number of
sy st em failure . In th e sy stem - lev el life test in g , there are three patt ern s of
failure types ; 1) both component failed 2) both component cen sored 3) one
is failed and th e other is cen sored. In the third case, w e as sum e that th e
failure t im e might be know n or unknow n . T h e m aximum likelih ood
est im ator s are obtained for th e case of know n/ unknow n failure t ime w hen
th e other compon ent is cen sored.

K ey w or d s : 위치모수를 가지는 이변량지수분포, 체계의 수명시험

1 . 서론

두 개의 부품을 가지는 병렬체계에서 한 부품이 고장나면 고장난 부품이 분담하던
부하가 정상부품에 전가되어 정상부품의 고장률에 영향을 주는데 이러한 병렬체계를
부하분배체계라한다. 이중부품 부하분배체계의 상호종속적인 부품의 수명을 나타내는
확률모형에는 여러 가지가 있겠지만 홍연웅 (1998)은 F reun d (1961)의 모형을 확장하여
식 (1)과 같은 위치모수를 가지는 이변량지수분포로 모형화하였다. 순간고장률이 각각

와 이며 서로 독립인 지수분포를 따르는 두 부품 1과 2가 병렬구조를 이루는 체
계에서 부품1이 x에서 먼저 고장나는 순간 부품2는 부품1이 분담하던 부하를 이전받

아 순간고장률이 에서 '으로 변화하는 한편, 부품2가 y에서 먼저 고장나면 부품1
의 순간고장률도 에서 '으로 변화하는 경우에 두 개의 부품이 동시에 고장날 확
률을 0이라 가정하면 결합수명분포는 다음과 같다.
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(1)
f (x , y ) = { ' e - ' ( y - ) - ( + - ' ) ( x - ) , for <x <y

' e - ' ( x - ) - ( + - ' ) ( y - ) , for <y <x

홍연웅 (1998)은 위의 모형을 제안하고 통계적 성질 등을 밝혔다. Kunchur와 Munoli
(1994)는 두 부품의 수명이 모형 (1)에서 = 0인 경우에 체계신뢰도에 대한 최소분산

불편추정량을 구하였다. 그 외에도 = 0인 경우의 Freund모형을 적용한 연구에는
W eier (1981), H anag al과 Kale (1992), H anagal (1996) 등이 있지만 이들은 부품의 수명
자료가 완전히 얻어지는 경우에 적용한 것이다.

그러나 0인 경우인 모형 (1)은 두 부품의 최소 수명이 양이라는 의미에서 보다
현실성이 가진 일반화된 모형이라는 측면과, 모형의 추정에 사용되어지는 데이터가
관측중간된 데이터를 사용한다는 측면 및 체계의 수명시험이 부품단위에서 실시되는
것이 아니고 완제품 상태라고 할 수 있는 체계단위로 이루어 진다는 관점에서 기존의
연구와 차별성을 가지고 있다고 할 수 있다.

본 연구에서는 위치모수를 가지는 이변량지수분포 (1)을 따르는 n 개의 부하분배체
계를 수명시험하여 미리 정해진 수의 체계에서 고장이 발생하면 시험을 종결하고 이
때까지 얻어진 부품의 수명자료를 이용하여 모형의 모수에 대한 최우추정량을 구한
다. 여기서 강조할 사항은 시험단위가 체계이지만 얻어지는 수명자료는 부품의 것이
라는 점이다. 체계가 고장이면 각 부품의 수명은 관측가능하며, 한 부품만 고장이면서
관측 중단된 체계는 부품의 수명이 관측 가능한 경우와 불가능한 경우로 나누어 생각
한다. 본 연구에서 사용되어질 부호는 다음과 같다.

n : 표본의 크기(체계의 수)
x : 부품1의 고장시각

y : 부품2의 고장시각

z r : n개의 체계 가운데 r 번째 체계의 고장 시점, r = 1, 2 , , n

C 1 , C 2 : 수명이 관측중단되는 부품 1 및 2의 집합

D 1 , D 2 : z r 이전에 고장나는 부품 1 및 2의 집합

D 12 : 부품1이 부품2 보다 먼저 고장나며 수명이 관측되는 부품의 집합,

D 21 : 부품2가 부품1 보다 먼저 고장나며 수명이 관측되는 부품의 집합,

r 1 : C 1 D 2 의 원소의 개수

r 2 : C 2 D 1 의 원소의 개수

r 3 : C 1 C 2 의 원소의 개수

d i , d i j : D i 및 D i j 의 원소의 개수, i , j =1, 2

2 . 수명데이터의 유형 및 추정
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2.1 관측중단 데이터의 유형

체계의 수명은 두 개의 부품이 모두 고장나는 시점인 max (X , Y )이다. 적어도 하나
의 부품이 시험종결시점까지 작동하면 체계는 정상적으로 작동하므로 외형적으로 두
부품 모두 정상인 체계와 한 부품만 고장인 체계는 구분되지 않는다. 고장난 부품을
교체하지 않는다는 가정아래 체계의 수명을 기준으로 고장상태와 비고장상태를 구분
하면 두 부품 모두 고장난 경우와 적어도 한 부품이 작동하는 경우의 두 가지로만 구
분되어 관찰은 단순화될 수 있지만 데이터의 해석이 용이하지 않다. 그렇다고 조립되
기 전의 부품단위에서 수명시험을 실시할 경우, 얻어진 데이터에는 부품수명 사이의
상호종속성이 반영되어있지 않으므로 고장난 부품이 분담하던 부하의 생존부품에로의
이전이 모수에 미치는 영향을 설명할 수 없다. 결국 체계단위의 실험을 실시하되 구
성부품의 수명시간도 관측되어지는 것이 바람직하다고 사료된다.

두 부품의 결합수명분포가 모형(1)을 따르는 n 개의 체계를 수명시험하여 r 개의
체계에서 고장이 발생하면 시험을 종결하는 상황을 고려해보자. 고장난 부품을 교체
하지

( x
y )

x
y

x
y

x
|

|
y

|
|

| >
z r 시간

< 그림 1> 불완전 데이터의 유형

않을 경우 부품의 고장시점과 수명시험의 종결시점을 비교하여 발생 가능한 데이터의
유형을 분류하면 < 그림 1>과 같이 다섯 종류가 있다. 즉, 두 부품이 모두 고장나면서

부품1이 부품2 보다 먼저 고장나는 경우( D 12 )와 그 반대인 경우( D 21 ), 부품1은 고장

이나 부품2가 시험의 종결시점에서 작동하는 경우 ( C 2 D 1 )와 그 반대의 경우

( C 1 D 2 ), 그리고 두 부품 모두 생존하는 경우( C 1 C 2 )이다. 여기서 체계가 고장인
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경우에 두 부품의 수명을 알 수 있다고 가정하며, 체계를 구성하는 두 부품 가운데
하나의 부품만 고장인 경우에는 그 부품의 수명을 알 수 있는 경우와 알 수 없는 경
우가 있다고 가정한다.

2.2 최우추정량

수명시험이 종료된 n 개의 체계에는 하나의 부품만 고장인 체계가 포함될 수 있으
며, 이러한 체계는 기능적으로 정상이지만 체계의 구조에 따라서는 i) 고장난 부품의
수명측정이 가능한 경우, ii ) 고장사실은 알 수 있지만 수명측정이 불가능한 경우, iii )
부품의 고장사실조차 알 수 없는 경우의 세 가지로 구분할 수 있다. 본 연구에서는 i)
과 ii )만 다룬다.
2.2.1 한 부품만 고장난 체계의 부품수명을 알 수 있는 경우

수명시험의 종결시점 z r과 체계를 구성하는 부품의 수명을 비교하면 두 부품이 모

두 고장인 체계부터 한 부품도 고장이 발생하지 않은 체계까지 다섯 유형의 데이터가
얻어질 수 있으며, 각 경우에 대하여 우도함수를 구하면 다음과 같다.
(a ) <x <y <z r 일 경우:

부품 1과 2의 고장률은 에서 x 까지 각각 와 를 가지고, 부품 1이 x 시점에서

고장나면 x 에서 y 까지 부 품 2의 고장률은 ' 이다. 따라서 하나의 체계에 대하여
이러한 사건이 발생할 확률밀도는

ex p ( - (x - ) ) ex p ( - (x - ) ) ' ex p ( - ' (y - x ) )

= ' ex p { - ( + - ' ) ( x - ) - ' (y - ) }

이고 고장난 d 12 개의 체계에서 관측된 부품의 고장데이터에 대한 우도함수는

(2)L a = ( ' )
d 1 2 ex p { - ( + - ' )

i D 1 2

( x i - ) - '
i D 1 2

( y i - ) }

이다.
(b ) <y <x <z r 일 경우:

경우 (a )와 같은 방법으로 d 2 1 개의 체계의 고장데이터에 대한 우도함수는 다음과

같다.

(3)L b = ( ' ) d 2 1 ex p { - ( + - ' )
i D 21

(y i - ) - '
i D 21

(x i - ) }

(c) <x <z r <y 일 경우:

부품1의 고장시간은 관측되고 부품2가 관측중단되는 r 2 개의 체계에서 얻어진 데이

터에 대한 우도함수는 다음과 같다.

(4)L c =
r 2 ex p { - ( + - ' )

i C 2 D 1

( x i - ) - ' r 2 ( z r - ) }

(d ) <y <z r <x 일 경우:

경우 (c )와 같은 방법으로 r 1 개의 체계에서 얻어진 데이터에 대한 우도함수는 다

음과 같다.
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(5)L d =
r 1 ex p { - ( + - ' )

i C 1 D 2

(y i - ) - ' r 1 ( z r - ) }

e ) <z r <x , y 일 경우:

두 부품 모두 관측중단되는 경우의 우도함수는 다음과 같음을 알 수 있다.

(6)L e = ex p { - ( + ) r 3 ( z r - ) }

n 개의 체계를 수명시험하여 얻어진 제2종 관측중단된 데이터에 대한 대수우도함수
는 식 (2)부터 식(6)까지 대수변환하고 합하면 다음과 같음을 알 수 있고

ln L = ( d 12 + r 2) ln + ( d 21 + r 1) ln + d 21 ln ' + d 12 ln '

- ( + ) {
i D 1 2

(x i - ) +
i D 2 1

(y i - ) +
i C2 D 1

(x i - ) +
i C1 D 2

(y i - ) + r 3 ( z r - )}

(7)

+ ' {
i D 2 1

(y i - ) -
i D 2 1

(x i - ) +
i C1 D 2

(y i - ) - r 1 ( z r - )}

+ ' {
i D 1 2

(x i - ) -
i D 1 2

(y i - ) +
i C2 D 1

(x i - ) - r 2 ( z r - )}

그러므로 식 (7)로부터 모수의 최우추정량을 구하면 다음과 같다.

(8a )= m in i {m in (x i , y i) }, i D 12 D 2 1

(8b )=
d 12 + r 2

i D 12 D 21

( m in (x i , y i) - ) +
i C 2 D 1

(x i - ) +
i C 1 D 2

( y i - ) + r 3 ( z r - )

(8c)=
d 21 + r 1

i D 12 D 21

( m in (x i , y i) - ) +
i C 2 D 1

(x i - ) +
i C 1 D 2

(y i - ) + r 3 ( z r - )

(8d)' =
d 21

i D 21

( x i - y i) -
i C 1 D 2

(y i - ) + r 1 ( z r - )

(8e)' =
d 12

i D 12

(y i - x i) -
i C 2 D 1

(x i - ) + r 2 ( z r - )

또한 식(7)에서 부품1이 부품2보다 먼저 고장나는 사건이 없으면 ( d 12 = 0 ) 부품 2

의 순간 고장률이 '으로 변화하지 않으므로 ( ln L 은 '의 함수가 아님) '을 추정

할 수 없으며, d 21 = 0 이면 ln L 은 '의 함수가 아니므로 '을 추정할 수 없다. 모

든 체계가 완전히 고장나는 경우의 최우추정량은 식(8)에 r 1 = r 2 = r 3 = 0 및

C 1 D 2 = C 2 D 1 = 를 대입하여 얻을 수 있다.
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2.2.2 한 부품만 고장난 체계의 부품수명을 알 수 없는 경우

시험의 종결시점까지 하나의 부품에서만 고장난 체계의 경우, 부품의 고장 사실은
알 수 있으나 고장시간은 관측이 불가능하다고 하자. 이 경우에 고장난 부품의 수명
을 처리하는 방법에 따라서 추정결과가 상이하게 나타날 수 있는데 본 연구에서는

z r 의일정비율시점에서 고장났다고 가정한다. <x <z r <y 일 때

x = p 1z r (0 p 1 1) 이라

하면 식(4)는

(9)L c ' = r 2 ex p { - ( + - ' ) r 2p 1( z r - ) - ' r 2 ( z r - ) }

이 된다. 또한 <y <z r <x 일 때 y = p 2z r ( 0 p 2 1) 이라하면 식 (5)는

(10)L d ' =
r 1 ex p { - ( + - ' ) r 1p 2 ( z r - ) - ' r 1 ( z r - ) }

이 되고 대수우도함수는 식 (2), (3), (6)과 (9), (10)으로부터 다음과 같다.

ln L = ( d 12 + r 2) ln + ( d 21 + r 1) ln + d 21 ln ' + d 12 ln '

- ( + ) (
i D 12

(x i - ) +
i D 2 1

(y i - ) + r 2p 1( z r - ) + r 1p 2 ( z r - ) + r 3 ( z r - ) )

(11)

+ ' (
i D 21

(y i - ) -
i D 21

(x i - ) + r 1p 2 ( z r - ) - r 1 ( z r - ) )

+ ' (
i D 12

(x i - ) -
i D 12

(y i - ) + r 2p 1( z r - ) - r 2 ( z r - ) )

식(11)로부터 모수의 최우추정량을 구하면 다음과 같다.

(12a )= m in i {m in (x i , y i) }, i D 12 D 2 1

(12b )=
d 12 + r 2

i D 12 D 21

( m in (x i , y i) - ) + ( r 2p 1 + r 1p 2 + r 3 ) ( z r - )

(12c)=
d 21 + r 1

i D 12 D 21

( m in (x i , y i) - ) + ( r 2p 1 + r 1p 2 + r 3 ) ( z r - )

(12d)' =
d 21

i D 21

(x i - y i) + ( 1 - p 2) r 1( z r - )

(12e)' =
d 12

i D 12

(y i - x i) + ( 1 - p 1) r 2( z r - )
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3 . 추정량들의 비교

= 1.0, = 1.2, ' = 1.4, ' = 1.6, = 1 .0에 대하여 식(1)을 따르는 크기 20의 이변
량자료를 IM SL을 이용하여 생성하면 (1.0344, 1.2085), (1.3329, 1.0890), (1.2662,
1.3627), (3.2106* , 1.0893), (1.1686, 1.2519), (3.9520* , 3.5642* ), (1.0129, 1.5818), (2.0021,
1.1129), (1.1094, 2.3797* ), (3.3488* , 1.0997), (2.9892* , 1.6138), (2.1080* , 1.3172), (1.4081,
1.3472), (2.4088* , 1.1588), (1.8255, 1.6449), (1.6978, 1.1727), (1.3636, 1.3467), (1.9289,
2.8799* ), (3.1860* , 1.5735), (3.1219* , 1.4034)이다. r = 10이라하면 z 10 = 2.0021이므로

[*]표시된 값은 관측중단되어 계산과정에서 2.0021로 대치된다. 또한, 밑줄 친 값은 고

장난 시간을 모를 경우에 2 .0021p ( 0 p 1 )로 대치된다.
위의 데이터와 p = p 1 = p 2 = 0 .0 ( 0 . 1) 1 .0에 대하여 모수의 최우추정치를 구하면

< 표 1> 과 같다. 표에서 알 수 있듯이 절대편의의 총합과 평균제곱오차의 합은 p 에

대하여 아래로 볼록한 모양을 가지며 p = 0.4과 0.5에서 절대편의의 총합과 평균제곱오
차의 총합은 각각 최소임을 알 수 있다. 이는 부품의 고장난 사실만 알고 수명을 몰

라도 p 값을 적절히 결정하면 수명을 아는 경우보다 좋은 결과를 가져온다는 것을 시

사한다(진하게 고딕체로 표시한 부분). 한편 p 1 p 2 인 경우에도 절대편의의 총합과

평균제곱오차의 합을 각각 최소로하는 (p 1 , p 2)의 조합을 수치적으로 구할 수 있을

것이나 식 (12)의 최우추정량이 실험상황을 나타내는 여러 가지 요인의 영향을 받으므

로 어떤 (p 1 , p 2)의 조합이 최적이라는 객관적인 결론을 내리기는 어려울 것으로 사

료된다.

< 표 1> 추정치의 편의 및 평균제곱오차

p
추정치의 편의 및 총절대편의 평균제곱오차 및 총합

' ' 총절대합 ' ' 총합

※ - .0649 .7962 - .4532 .4845 - .0876 1.8864 .2554 .9132 .2662 .9146 .3254 2.6748

.0 .8876 2.5621 - .6891 - .3201 - .3064 4.7653 1.2898 8.2709 1.3011 8.2897 3.4064 22.5579

.1 .4390 1.7421 - .6448 - .1430 - .2462 3.2151 .6698 3.9105 .6687 3.9103 1.2071 10.3664

.2 .2176 1.5634 - .5713 - .1145 - .2278 2.6946 .4287 1.9604 .4109 1.9632 .7784 5.5416

.3 .0231 1.1131 - .6117 .0991 - .1231 1.9701 .2843 1.0204 .2890 1.0321 .6241 3.2499

.4 - .1246 .6814 - .4578 .3201 .0451 1 . 6290 .2032 .5854 .1921 .5865 .3675 1 . 9347

.5 - .2498 .5623 - .5621 .5481 .1410 2.0633 .1472 .4667 .1364 .4678 .3210 1 . 539 1

.6 - .4031 .2901 - .1193 .5995 .2665 1 . 6785 .1134 .6145 .1109 .6223 .3789 1 . 8400

.7 - .3876 .1782 .1672 .7896 .3201 1 . 8427 .1576 1.0813 .1498 1.0786 .5626 3.0299

.8 - .4128 .0674 .5065 1.1249 .3210 3.0392 .3687 2.0431 .3566 2.0287 1.1432 5.9403

.9 - .4784 - .0891 .9816 1.8952 .3487 3.7930 1.0211 3.8684 1.0178 3.8577 2.3678 12.1328

1.0 - .6007 - .1289 1.5031 2.6573 .3598 5.2498 3.2655 7.4977 3.2545 7.4973 5.5612 27.0762

※는 고장난 부품의 수명을 아는 경우를 나타냄

249



홍연웅 · 권용만

4 . 결론

본 연구에서는 위치모수를 가지는 이변량 지수분포를 따르는 이변량수명자료가 체
계수명을 기준으로 제2종 관측중단되어 얻어질 경우 모형의 모수에 대한 최우추정량
을 한 부품만 고장인 체계의 고장부품수명을 아는 경우와 모르는 경우로 나누어 구하
였다. 또한 부품의 고장사실만 알고 고장시간을 몰라도 관측중단시각의 일정비율 시
점에서 고장났다고 가정하고 최우추정량을 구하였다.

본 연구는 제2종 관측중단된 자료를 대상으로 추정하였지만 제1종관측중단 등 다양
한 형태의 자료에 대하여도 쉽게 확장할 수 있을 것이다. 또한, 이중부품부하분배체계
의 수명은 m ax (X,Y )이므로 이에 대한 자료만 얻어질 때 모수를 추정하는 문제와 부
하분배체계의 가속수명시험자료를 분석하는 문제는 향후의 과제로 남겨둔다.

참고문헌

1. 홍연웅 (1998), 위치모수를 가지는 이변량지수분포의 개발, 응용통계연구, 11권
1호, pp. 185- 192.

2. F reund, J .E .(1961). A Biv ariat e Exten sion of the Expon ential Distribution , J .
A m er. S tat is t. A ssn. 56, pp. 971- 977.

3. Hanag al, D.D .(1996). E stim ation of Sy st em Reliability from Stress - Stren gth
Relat ion ship, Com m un. S tat is t. T he ory and M ethods , 25(8), pp . 1783- 1797.

4. Hanag al, D.D . & Kale, B.K .(1992). Large Sample T est s for T esting
Symm etry and Indepen dence in Som e Biv ariat e Ex ponential M odels ,
Com m un. S tatis t. T heory and M ethods, 21(9), pp. 2625- 2643.

5. Kun chur , S .H . & Mun oli, S .B .(1994). E stim ation of Reliability in Freun d
M odel for T w o Compon ent Sy st em , Com m un. S tat is t. T he ory and M ethods ,
23 (11), pp. 3273- 3283.

6. Law les s , J .F .(1982). S tat is t ical M od els and M ethods f or L if e t im e D ata, John
W iley & Son s , N ew York .

7. W eier , D.R.(1981). Bay es E st im ation for a Biv ariate Surviv al M odel Based
on Ex ponential Distr ibut ion s , Com m un. S tat is t. T heory and M ethods,
10(14), pp. 1415- 1427.

[ 2002년 9월 접수, 2002년 10월 채택 ]

250


