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S ang Gil K ang 1)·W oo D on g Lee 2 )·D al H o Kim 3 )

A b s tra ct

In this paper , Jeffr ey ' s and referen ce prior s are deriv ed w h en the
param eter of int erest is the ratio of m ean s of tw o in depen dent Poisson
distr ibut ion . T o achiev e th e param eter orthogonality in the sen se of Cox
and Reid (1987), non - trivial orth og on al tr an sform ation is provided. T he
orthogonal tr an sformation m akes to find n oninform ativ e prior s ea sy . Our
simulation stu dy in dicat es that the reference prior m eet v ery w ell the
targ et cov erag e probabilities in a frequ entist sen se. U sing the real dat a ,
w e compute Bay es estim ator and MLE for the rat io of m ean s based on
th e reference prior .

K e y w ord s : 제프리스 사전분포, 기준사전분포, 포아송 분포의 평균비

1. 서론

베이지안 통계적 추론에서 사전정보가 거의 없을 때 무정보사전분포
(noninform ativ e prior )를 사용한 베이지안 분석이 가장 일반적이라는 것이 알려져 있
다. 가장 널리 사용되어지는 사전분포로는 제프리스 사전분포 (Jeffr ey ' s prior )가 있
다.

제프리스 사전분포는 가장 오래된 무정보사전분포이며 객관적인 사전분포라는 사실
은 잘 알려져 있다. 이 사전분포는 피셔 정보행렬식의 제곱근에 비례하도록 사전분포
를 주는 방법이다. 모수가 한 개인 모형에서 제프리스 사전분포는 좋은 성질을 가지
고 있음이 잘 알려져 있다. 그러나 관심의 대상인 흥미모수 (param eter of interest )와
장애모수 (nuisance parameter )가 함께 존재하는 모형인 경우에는 심각한 문제점을
갖게된다. 예를 들면, Neym an - Scott 문제, M arginalizat ion 패러독스, St ein 패러독스,
구간추정시에 신뢰계수를 만족시키지 못하는 확률일치성 등의 문제가 있음은 잘 알려
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진 사실이다.
이러한 문제점을 해결하기 위하여 Berger와 Bern ardo (1989, 1992)는 Bernardo

(1979)의 기준사전분포 (r eference prior ) 유도방법을 개선하여 추론의 중요성에 따라
모수를 순서화하여 기준사전분포를 유도하는 일반적인 알고리즘을 개발하였다. 이 사
전분포는 결측정보 (missin g inform ation : 엔트로피 측면)를 최대화함으로써 얻어지게
된다. 많은 연구에 의하면 여러 가지 모형들에서 개발된 기준사전분포가 성공적이라
는 것이 밝혀졌다.

평균비 (r at io of m ean s )에 대한 연구로는 Datta와 Ghosh (1995)가 지수분포의 평
균비에 대하여 기준사전분포를 개발하였고, Bernardo (1977)는 정규분포의 평균비에
대하여 연구하였다. Liseo (1993)는 포아송 분포의 평균비에 대하여 제프리스 사전분
포와 기준사전분포를 개발하였는데, 그의 연구는 두 모집단의 표본의 크기가 동일한
경우에서의 연구이다.

본 논문에서는 독립인 두 개의 포아송 분포의 평균비에 대한 무정보사전분포의 개
발이다. 이 연구는 두 모집단의 표본크기가 다른 경우에서의 연구이므로 Liseo (1993)
의 연구를 포함하는 일반적인 경우가 된다. 2절에서는 모수의 직교화를 이루기 위한
직교변환를 찾고, 변환된 모수하에서 피셔 정보행렬 (inform ation m atrix )을 유도한다.
그런 다음 이 정보행렬을 이용하여 평균비에 대한 제프리스 사전분포와 기준사전분포
를 유도한다. 3절에서는 제프리스 사전분포와 기준사전분포를 포함하는 일반적인 사
전분포하에서 사후확률분포 (posterior distr ibut ion )의 적절성 (propriety )을 밝히고, 평
균비의 사후확률분포를 계산한다. 4절에서는 모의실험을 통하여 제안된 사전분포하에
서의 프리컨티스트 포함확률 (frequ entist cov erag e prob ability )을 계산하고, 실제 자
료를 이용하여 베이즈 추정량 (Bay es est im ator )과 최우추정량 (MLE )을 계산하는 예
를 보인다.

2 . 평균비의 무정보사전분포

X 는 평균이 1 , Y는 평균이 2인 서로 독립인 포아송 확률변수라고 두자. 그리고

X 1 , X 2 , , X m 을 X 로부터의 확률표본이라고 하고, Y 1 , Y 2 , , Y n을 Y로부터의

확률표본이라고 하자. 또한 x = (x 1 , x 2 , , x m )과 y = (y 1,y 2 , , y n )을 두 모집단으로

부터의 확률표본의 관찰값이라고 한다면, 모수 1과 2에 대한 우도함수 (likelihood

funct ion )는 다음과 같다.

L ( 1 , 2 x , y ) =

m

i = 1
x i

1

n

j = 1
y j

2 ex p { - m 1 - n 2 }
m

i = 1
x i !

n

j = 1
y j !

.

위 우도함수에서 관심있는 모수는 두 모수의 평균비인 = 1/ 2이다. 모수 직교화

변환을 이용하면 에 대한 기준사전분포가 쉽게 유도되어진다. 이를 위하여

= 1/ 2 , = m 1 + n 2

라 두면, 우도함수는 다음과 같이 주어지게 된다.
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L ( , x , y ) ( n + m )
T 1( n + m )

T 2 ex p { - m n + m - n n + m }.

여기서 T 1 =
m

i = 1
x i , T 2 =

n

j = 1
y j 이다. 위의 우도함수에서 피셔 정보행렬은

I , =
n m

( n + m ) 2 0

0 1
.

가 됨을 알 수 있다. 피셔 정보행렬 I , 는 대각행렬로서 흥미모수 와 장애모수 는

Cox와 Reid (1987)가 정의한 모수직교성을 만족함을 알 수 있다.
Cox와 Reid (1987)의 모수직교성이 만족되는 경우 Berger와 Bern ardo (1989, 1992)

의 기준사전분포들은 Datta와 Gh osh (1995)의 방법에 의하여 관심있는 모수들의 추론
의 중요성에 따라서 아래와 같이 쉽게 유도되어 진다.

모수공간이 하나의 그룹 ( { , })인 경우에 기준사전분포는

R
1 ( , ) 1

( n + m )
, >0 , >0

이 된다는 것을 알 수 있으며, 이 경우 기준사전분포는 제프리스 사전분포가 된다. 다

음으로 두 개의 그룹 ( {w }, { }또는 { }, {w })으로 나누어지는 경우에 기준사전분포는

R
2 ( , ) 1

( n + m )
, >0 , >0 .

이다.

R e m ark 1 . 만일 m 과 n이 같다면 기준사전분포는

R
2 ( , ) 1

( 1 + )
, >0 , >0

가 되며, 이것은 Liseo (1993)가 개발한 기준사전분포와 동일하다.

R e m ark 2 . 제프리스 사전분포와 기준사전분포를 원래의 모수 1과 2로 표현하

면 각각 아래와 같이 주어지게 된다.
R
1 ( 1 , 2) ( 1 2) - 1/ 2 , >0 , >0 ,

R
2 ( 1 , 2) ( 1 2) - 1/ 2( m 1 + n 2) - 1/ 2 , >0 , >0 .

3 . 사후분석

먼저 2절에서 제안한 두 개의 무정보사전분포를 포함하는 일반적인 사전분포를 생
각해보자. 그 사전분포는 다음과 같이 표현 할 수 있다.

G( , ) ( n + m ) .

위의 사전분포 G에서 = - 1/ 2 , = - 1, = 0을 대입한다면 이는 제프리스 사전

분포와 동일하며, = - 1/ 2 , = - 1, = - 1/ 2를 대입한다면 기준사전분포가 됨을
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확인할 수 있다. 이제 사전분포 G를 이용하여 모수 와 에 대한 결합사후확률분포
(joint post erior distr ibut ion )를 유도하고, 그 결합사후분포가 적절분포 (proper
distribution )를 가지는 지를 조사해 보자.

변환된 모수 와 에 대한 우도함수는 다음과 같다.

L ( , x , y ) ( n + m )
T 1( n + m )

T 2 ex p { - m n + m - n n + m }.

여기에서 T 1 =
m

i = 1
x i , T 2 =

n

j = 1
y j 이다. 이 우도함수와 사전분포인 G와 결합하여

사후분포를 유도하면 다음과 같다. >0 , >0 에 대하여,
G( , x , y ) L ( , x , y ) G( , )

T + ex p { - }( n + m ) - T T 1 +
.

여기서 T = T 1 + T 2를 나타낸다.

정리 1 . T + + 1 >0 , T 1 + + 1>0 그리고 T 2 - - - 1>0을 만족하는 경우,

와 에 대한 결합사후확률밀도함수 G( , x , y )는 적절확률분포이다.

증명 . 와 의 결합사후확률분포는 다음과 같이 주어진다.
G( , x , y ) T + ex p { - }( n + m ) - T T 1 +

.
이 사후확률분포로부터 만일 T + + 1 >0을 만족한다면 의 주변사후확률분포
(m arginal post erior distr ibut ion )는

G ( x , y ) ( n + m ) - T T 1 +

이다. Z = ( 1 + m
n ) - 1라 두면 위의 주변사후확률분포에 대한 적분은

0
( n + m ) - T T 1 +

d
1

0
Z

T 2 - - - 2
( 1 - Z )

T 1 +
dZ

이 된다. 따라서 T 1 + + 1>0 , T 2 - - - 1>0의 조건을 만족하게 된다면 적분값

은 유한하게 된다. □

위의 증명과정에서 흥미모수 에 대한 주변사후확률분포는
G( x , y ) ( n + m ) - T T 1 +

, >0
이 된다는 사실을 알 수 있다. 따라서 에 대한 정확한 사후확률밀도함수를 유도하
면 다음과 같이 주어진다.

정리 2 . 에 대한 주변사후확률밀도함수는

G( x , y ) = m
T 1 + + 1

n
T 2 - - - 1

( T 1 + + 1, T 2 - - - 1) ( n + m ) - T T 1 +
, >0

이다. 여기서
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( a , b) = ( a) ( b)
( a + b)

이다.

증명 . 먼저 G( x , y )에 대한 정규화상수 (norm alizing con st ant ) K 를 구하면

K =
0

( n + m ) - T T 1 +
d

= n
+ + 1 - T 2 m

- T 1 - - 1
( T 1 + + 1, T 2 - - - 1)

이다. 따라서 에 대한 사후확률밀도함수는

G( x , y ) = m
T 1 + + 1

n
T 2 - - - 1

( T 1 + + 1, T 2 - - - 1) ( n + m ) - T T 1 +
, >0

이 된다. □

R e m ark 3 . 흥미로운 결과는 정리 2에서 계산되어진 의 사후분포는 와 에만

의존하고 값에는 의존하지 않음을 알 수 있다. 즉, 평균비에 대한 제프리스 사전분

포나 기준사전분포는 서로 다르더라도 이 두 사전분포로부터 유도된 의 주변사후분

포는 같다는 사실이다. 따라서 이 사후분포로부터 계산되어진 에 대한 적률
(m om ent )들은 같게 된다. 예를 들면, 제곱오차손실함수 (squared error loss fun ction )
를 가정하는 경우에 흥미모수 에 대한 베이즈 추정량은 사후분포의 평균이 되며,
이는 정리 2로부터

G = E ( x , y )

=
n ( T 1 + + 2 , T 2 - - - 2)
m ( T 1 + + 1, T 2 - - - 1)

이 된다는 것을 알 수 있다. 이 베이즈 추정량은 4장에서 실제자료를 사용하여 계산
될 것이다.

4 . 모의실험 및 예제

( 1 , 2)과 ( n , m )의 여러 가지 값들하에서 의 주변사후분포의 신뢰구간을 조사

함으로서 프리컨티스트 포함확률을 계산할 것이다. 이 계산은 수치적으로 행하여지는
데 표 1에 수치적으로 계산되어진 프리컨티스트 포함확률 값들이 주어져있다. 이 값

들은 ( 1 , 2)과 ( n , m )의 주어진 값 하에서 아래의 알고리즘을 통하여 계산되어졌

다. ( X 1,X 2)를 의 - 사후분위수라 두자. 여기서 는 0.05 (0.95)이다. 즉,

F ( ( X 1 , X 2) X 1 , X 2) = 이고, F ( X 1 , X 2)는 의 주변사후분포함수이다.

그러면 의 단측신뢰구간의 프리컨티스트 포함확률은

P
1 , 2

( ; ) = P
1 , 2

( 0 < < ( X 1 , X 2) )

205



Sang Gil Kang·W oo Don g Lee·Dal H o Kim

이다. = 0 .05 ( 0 .95)일 때 추정된 P
1 , 2

( ; )값이 표 1에 주어져 있다. 이 값들은

주어진 포아송 모형으로부터 추출된 10,000개의 독립인 확률표본들로부터 계산되어진
값이다.

포아송분포가 이산분포임에도 불구하고, 표 1의 결과에서 알 수 있듯이 개발되어

진 사전분포가 목표포함확률에 잘 일치한다는 것을 알 수 있다. 그리고 1과 2의

값의 변화에 따라 그 결과가 그렇게 민감하지 않다는 것을 또한 알 수 있다.

표 1: 의 0.05 (0.95) 사후분위수의 프리컨티스트 포함확률

( 1 , 2) ( n , m )

0.2, 1

3, 3
3, 5
5, 5
5 ,7
7, 7
7, 10

10, 10

0.0540 (0.9998)
0.0478 (1.0000)
0.0524 (0.9952)
0.0613 (0.9977)
0.0513 (0.9741)
0.0512 (0.9878)
0.0480 (0.9447)

0.5, 1

3, 3
3, 5
5, 5
5 ,7
7, 7
7, 10

10, 10

0.0702 (0.9576)
0.0616 (0.9702)
0.0653 (0.9398)
0.0461 (0.9524)
0.0584 (0.9413)
0.0520 (0.9521)
0.0474 (0.9430)

1, 1

3, 3
3, 5
5, 5
5 ,7
7, 7
7, 10

10, 10

0.0661 (0.9313)
0.0489 (0.9488)
0.0574 (0.9490)
0.0515 (0.9486)
0.0531 (0.9491)
0.0574 (0.9484)
0.0500 (0.9500)

3, 1

3, 3
3, 5
5, 5
5 ,7
7, 7
7, 10

10, 10

0.0577 (0.9430)
0.0482 (0.9473)
0.0466 (0.9410)
0.0537 (0.9469)
0.0542 (0.9463)
0.0490 (0.9451)
0.0518 (0.9492)

5, 1

3, 3
3, 5
5, 5
5 ,7
7, 7
7, 10

10, 10

0.0578 (0.9499)
0.0504 (0.9449)
0.0528 (0.9509)
0.0522 (0.9461)
0.0495 (0.9484)
0.0474 (0.9499)
0.0489 (0.9469)
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다음의 자료는 양배추 자벌레의 조절에 대한 여러 가지 처리로부터 얻어진 자료이
다. 각 처리는 4개의 구획에서 실험되었고, 처리에 대한 각 구획에서의 자벌레의 수를
나타낸다 (Sn edecor와 Cochran , 1980).

X 14 27 8 18

Y 11 4 4 5

위의 자료로부터 T 1 = 67이며, T 2 = 24, m = 4, n = 4이므로, M L E =2.7917, B ay es

=2.8723가 된다. 고전적 방법이나 베이즈 추정법 모두 거의 비슷한 추정값을 준다. 그
러나 고전적인 추정에서 추정량의 분산은 근사적인 방법으로 계산되어지고, 소표본
하에서는 분산의 추정치는 문제점을 가지고 있다. 그러나 베이즈 추정법에서는 평균
비의 주변사후분포를 알고 있으므로 분산을 직접적으로 계산할 수 있다.

위의 모의실험결과와 예제를 통하여 개발되어진 기준사전분포가 바람직한 성질을
가지고 있다는 것을 알 수 있다. 그러므로 평균비의 추론의 연구에 개발되어진 사전
분포가 사용될 수 있으리라 생각된다.
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