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D ialle l Cro s s e s B lock D e s ig n s for Control v ers u s T e s t
Inbre d Lin e s Com pari s on s

Y oun g N am S on 1)ㆍKu ey Chun g Choi2)

A b s trac t

In this paper , diallel crosses block design s for control v er su s test
comparison s am ong the lin es are proposed. T hese block design s are
con struct ed by u sin g part ially b alan ced in complet e block design s w ith
C- properties . A lso, th e efficien cies of the diallel cros ses block design s
obtained throu gh this m ethod are t abulat ed for number of lin es 22 or les s .

K ey w ords : 이면교배, 일반조합능력, 통제근교계통, 비교근교계통, 부분
균형불완비 블록계획, C- 계획

1. 서론

이면교배 (diallel cros s )계획은 식물의 육종실험에서 근교계통(inbred lin e)의 유전적
특성을 연구하는데 이용되는 짝짓기 계획(m atin g design )이다. 서로 다른 유전적인 특

징을 갖는 p종의 근교계통에서 i번째 근교계통과 j번째 근교계통의 교배를 ( i , j )로
나타내고 n c를 실험에 이용되는 서로 다른 교배의 수라 하면 Griffin g (1956)은 n c에

따라 4가지 형태의 완전이면교배(Complet e Diallel Cros s )계획을 정의하였다.
지금까지의 이면교배계획에 관한 연구는 p개의 모든 근교계통간의 일반조합능력

(general combining ability : g ca )을 비교하기 위한 연구였다. 그러나 이면교배 실험의
목적이 통제 근교계통 (control inbred line) 또는 표준 근교계통(st an dard inbred lin e)
과 비교 근교계통 (t est inbred line)간의 g ca를 비교하는데 있다면 기존에 제시된 방

법으로는 통제 근교계통과 비교 근교계통간의 g ca효과를 정도(precision )가 높게 비
교할 수 없다. 최근에 Ch oi와 Gupta 그리고 Kagey ama (2002)는 통제 근교계통과 비교

근교계통의 g ca효과를 비교하기 위해서 Pearce (1960)의 타입- S (type- S ) 계획 개념
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을 이용하여 완전확률화 계획과 불완비 블록계획을 제시하였다. 이들이 제시한 계획

들은 n c = p (p - 1) / 2인 완전이면교배 계획인데, 근교계통의 수 p가 커지게 되면 교

배의 수가 급격히 증가되어 모든 교배를 실험하는 완전이면교배 계획이 현실적이지
못한 경우가 발생된다. 이러한 상황에서 보다 적은 수의 서로 다른 교배를 실험하여

통제 근교계통과 비교 근교계통의 g ca 효과를 비교할 수 있다면 이는 효과적인 계획
이 된다.

따라서 본 연구에서는 2개의 동반분류를 갖는 부분균형 불완비 블록 (part ially
b alan ced in complet e block : PBIB )계획 중에서 C - 계획 ( C - Design )이 되는 PBIB 계

획을 이용하여 통제 근교계통과 비교 근교계통의 g ca효과의 비교를 위한 블록계획
을 구성하는 방법과 이들 계획의 효율성을 제시한다. 이를 위해서 2절에서는 블록계

획의 구성방법과 C- 계획의 성질을 이용하여 g ca효과간의 차이분산을 유도하고 3절

에서는 블록계획의 효율성과 p 22일 때 2절에서 설계되는 블록계획의 효율성을 표
로 제시한다.

2 . 블록계획의 구성방법

p개의 근교계통을 갖는 이면교배에서 통제 근교계통을 0 , 비교 근교계통을

1, 2 , ,p - 1로 나타내자. 이면교배 실험에 이용되는 교배의 총 수를 n이라 할 때
모형 (Singh과 Hinkelm ann , 1995)은 아래와 같이 정의된다.

Y = 1 n + 1g + 2 + , (2.1)

여기서 Y는 n 1 관찰 값 벡터이고 는 전체평균, 1 n은 모든 요소가 1인 n 1 벡

터를 나타낸다. 또한, g = ( g 0 , g 1 , g 2 , , g p - 1 ) '와 = ( 1 , 2 , , b ) '는 각각 g ca

효과벡터와 블록효과벡터를 나타내며 1 , 2는 각각 p개의 g ca와 b개의 블록에 대

응하는 계획행렬이고 는 평균이 0 , 분산이 2인 n 1 오차항 벡터이다. 모형 (2.1)
에서 g ca 효과벡터 g 를 추정하기 위한 정보행렬 C는 다음과 같이 정의된다(Gupta
와 Kag ey am a,1994).

C = ( c ij ) = G - 1
k NN ' , (2.2)

여기서 s i 를 i( i = 0 , 1, 2 , ,p - 1)번째 근교계통의 반복 수, s ij , i <j = 0 , 1, , p - 1

를 교배 ( i , j )의 반복 수라 할 때 G = (g ij )는 대칭행렬로서 g ii = s i , g ij = s ij 이고

N = '
1 2는 p b 근교계통- 블록 빈도행렬을 나타낸다.

2개의 동반분류를 갖는 PBIB 계획을 이용하여 통제 근교계통과 비교 근교계통의

g ca를 비교하기 위한 블록계획을 구성하는 방법을 살펴보면 아래와 같다. 먼저 (2.3)
과 같은 모수를 갖으면서 C - 계획이 되는 PBIB 계획을 D 1이라 하자.

v 1 = p - 1 , b1 , r 1 , k 1 , s 0 , l = 0 l( s) = 1, 2 , (2.3)
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여기서 v 1 , b1 , r 1 그리고 k 1은 각각 처리 수, 블록 수, 각 처리의 반복 수 그리고 블

록크기이고 s , l은 s번째와 l번째 동반관계에 있는 임의의 두 처리가 동일 블록에

함께 나타나는 횟수를 나타낸다. 계획 D 1의 각 블록에 0으로 표현되는 통제 근교계

통을 포함시킨 계획을 D 2라 하면 계획 D 1이 C - 계획이므로 D 2 역시 C - 계획

(Saha , 1976)이 되고 아래와 같은 모수를 갖는다.
v2 = p , b2 = b1 , k 2 = k 1 + 1, r 20 = b 1 , r 21 = r 1 , 0 = r 1 ,

여기서 v 2 , b2 , k 2는 각각 처리 수, 블록 수 그리고 블록 크기이고 r 20 , r 21은 각각 통

제 근교계통과 비교 근교계통의 반복 수, 0는 통제 근교계통이 각각의 비교 근교계

통과 함께 나타나는 블록 수이다. 그런 다음, 계획 D 2의 각 블록에 속한 k 1 + 1개의

근교계통을 이용하여 k 1 ( k 1 + 1) / 2개의 교배를 형성하면 다음과 같은 모수를 갖는

블록 이면교배계획 D가 구성된다.
p , b = b 1 , k = k 1 ( k 1 + 1) / 2 , r c = r 1 , r t = s , s0 = k 1 b 1 , s i = k 1 r 1 , (2.4)

여기서 b, k는 블록 수, 블록 크기이고 r c는 교배 (0 , i) ( i = 1, 2 , , p - 1)의 반복 수,

r t는 두 개의 비교 근교계통 i , j가 s번째 동반관계에 있을 때 교배

( i , j ) , (0 < i <j = 1, 2 , , p - 1)의 반복 수를 나타낸다.

보조정리 1 . 계획 D의 정보행렬 C는 아래와 같다.
C = ( k 1 - 1) C 2 ,

여기서 C 2 = G2 - 1
( k 1 + 1) N 2 N '

2 과 N 2는 각각 계획 D 2의 블록- 내 (intr a - block )행

렬과 빈도행렬을 나타낸다.
증명 . 부록참조.

이제 (2.4)와 같은 모수를 갖는 계획 D에서 C - 계획의 성질을 이용하여 두 근교계

통간의 g ca효과 차이의 분산을 유도한다. 이를 위해서 계획 D 1과 D 2에서 정의되는

M ( 1)
0 과 M ( 2)

0 행렬을 아래와 같다고 하자.

M ( 1)
0 = 1

r 1 k 1
N 1N '

1 -
r 1

b 1 k 1
J p - 1 , M ( 2)

0 =
k 1

k 1 + 1

0 0 ' p - 1

0 p - 1 M ( 1)
0

,

여기서 N 1은 계획 D 1의 빈도행렬을 나타낸다. 또한 1과 2를 M ( 1)
0 과 M ( 2)

0 행렬

의 0이 아닌 고유값이라 하면 계획 D 1과 D 2는 C - 계획이므로 M ( 2)
0 의 0이 아닌
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고유값 2 =
b 1 k 1

b 1 ( k 1 + 1) 1 = ( k 1

k 1 + 1 ) 1 이다 (Saha , 1976). PBIB 계획을 이용한

블록계획에서 두 근교계통의 g ca효과의 차이분산을 아래와 같이 정의하자.

Var ( g i - g j ) =

2
0 = c0

2 , i = 0 , j = 1, 2 , ,p - 1인 경우

2
1 = c 1

2 , i , j ( i <j = 1, 2 , , p - 1)가 s번째 동반관계에 있는 경우

2
2 = c2

2 , i , j ( i <j = 1, 2 , ,p - 1)가 l ( l s)번째 동반관계에 있는 경우 ,

여기서 c 0 , c 1 , c 2는 상수이다. 블록계획 D의 구성방법으로부터 2
0 , 2

1 그리고 2
2가

아래와 같음을 알 수 있다.

정리 1 . 계획 D에서 두 근교계통의 g ca효과의 차이분산 Va r ( g i - g j )은 아래와

같다

2
0 = c0

2 =
k 1 ( b1 + r 1 ) + v 0 ( b1 - r 1 )

( k 1 - 1)k 1 b1 r 1

2 ,

2
1 = c2

2 =
2{k 1 r 1 + v0 ( r 1 - s ) }

( k 1 - 1)k 1 r 2
1

2 ,

2
2 = c2

2 =
2 ( k 1 + v 0 )

( k 1 - 1)k 1 r 1

2 , (2.5)

여기서 v0 = ( 1
1 - 2 ) k 1

k 1 + 1 이다.

증명 . 계획 D의 정보행렬과 계획 D 2의 정보행렬의 일반화 역행렬을 각각 C g , 라

하자. 보조정리 1에 따라 C = ( k 1 - 1) C 2이므로 C g = ( c ij
g ) = ( k 1 - 1) - 1 이다. 계획

D 2는 C - 계획이므로 는 아래와 같다 (Saha , 1976).

= [ I p + ( 1 - 2 ) - 1 M ( 2)
0 ]G - 1

2

= I p +
0 0 ' p - 1

0 p - 1 v0 M ( 1)
0

G - 1
2

=
1 0 ' p - 1

0 p - 1 I p - 1 + v0 M ( 1)
0

b - 1
1 0 ' p - 1

0 p - 1 r - 1
1 I p - 1
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=
b - 1

1 0 ' p - 1

0 p - 1 Wp - 1

, (2.6)

여기서 Wp - 1 =
v0

r 1
[ 1

v0
I p - 1 + M ( 1)

0 ]이다.

N 1 N '
1행렬에서 대각요소는 r 1 이고 두 처리가 s번째 동반관계에 있을 때 s ,

l( s)번째 동반관계에 있을 때는 0이므로 (2.6)의 Wp - 1 = ( w ij )는 아래와 같은 요

소를 갖는 행렬이다.

w ij =

b 1 k 1 + v 0 ( b 1 - r 1 )
b 1 k 1 r 1

, i = j 일 때

v 0 ( s b 1 - r 2
1 )

b 1 k 1 r 2
1

, i , j ( i j )가 s번째 동반관계에 있는 경우

-
v0

b 1 k 1
, i , j ( i j )가 l ( l s)번째 동반관계에 있는 경우 .

(2.7)

따라서 (2.6)과 (2.7) 그리고 C g = ( c ij
g ) = ( k 1 - 1) - 1 의 관계를 이용하면 계획 D에

서 Var ( g i - g j ) = ( c ii
g + c jj

g - 2 c ij
g ) 2가 (2.5)와 같음을 알 수 있다.

□
아래의 < 표 2.1>은 Saha (1976)의 따름 정리 4와 Clatw orthy (1973)의 계획으로부터

블록계획 D를 설계하는데 이용될 수 있는 PBIB 계획과 이에 대응하는 M ( 1)
0 의 0이

아닌 고유값 1을 제시한 것이다 (여기서 사용된 기호 n , s , i의 의미는 Dey (1986)를 참

조).

< 표 2.1> PBIB 계획과 고유값 1

PBIB 계획 1 2 1

t r ian gular
r 1 / 2 0 ( n - 2) / 2k 1

0 r 1 / ( n - 3) ( n - 2) / ( n - 3)k 1

Latin square
r 1 / i 0 s/ i k 1

0 r 1 / ( s - i + 1) s/ k 1 ( s - i + 1)

semi- regular
group div isible 0 r 1 k 1 / v 1 1/ k 1

3 . 계획의 효율성 및 예제

통제 근교계통과 비교 근교계통의 g ca를 비교하기 위한 완전확률화 (completely

179



Young Nam SonㆍKu ey Chung Ch oi

ran domized )계획을 D c라 할 때 정보행렬 C c는 아래와 같다.

C c = G - 1
n ss' , (3.1)

여기서 s = ( s0 , s 1 , s2 , , sp - 1 ) ' = ( k 1 b 1 , k 1 r 1 , k 1 r 1 , , k 1 r 1 ) '이고

n = b1 k 1 ( k 1 + 1) / 2이다. 완전확률화 계획 D c에 대한 블록계획 D의 효율성을 계산

하기 위해서 C c의 일반화 역행렬을 C -
c = ( c ij

( g ) )라 하자.

C -
c = ( c ij

( g ) )에서 c00
( g ) = c *

00 , c 0 i
( g ) = c *

01 , c i i
( g ) = c *

d , i = 1, 2 , , p - 1 라하고 두 근

교계통 i , j ( i <j = 1, 2 , , p - 1)가 각각 s번째와 l( l s)번째 동반관계에 있을 때의

c ij
( g ) 를 각각 c *

1 , c *
2라 하면 완전확률화 계획 D c에 대한 블록계획 D의 효율성

eff ( g i - g j )는 아래와 같다.

eff ( g i - g j ) =

e 0 =
v c

0

c 0
, i = 0 ,j = 1, 2 , ,p - 1

e 1 =
v c

1

c 1
, i , j ( i<j = 1, 2 , ,p - 1)가 s번째 동반관계 일 때

e 2 =
v c

2

c 2
, i , j ( i<j = 1, 2 , ,p - 1)가 l ( l s)번째 동반관계 일 때

(3.2)

여기서 v c
0 = c *

00 + c *
d - 2 c *

0 1 , v c
1 = 2 ( c *

d - c *
1 )이고 v c

2 = 2 ( c *
d - c *

2 )이다.

예제 1 . 모수가 v 1 = m n = 4 2 = 8 , b1 = 8 , k 1 = 4 , r 1 = 4 , 1 = 0 , 2 = 2인

semi- regular GD PBIB 계획 D 1을 이용하여 블록계획 D를 구성하면 계획 D는 모

수가 p = 9 , b = 8 , k = 10 , r c = 4 , r t = 2 , s0 = 32 , s 1 = 16이면서 아래와 같은 블록을

갖는다.

블록
번호 D 1 D

1 1,2,3,4 (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)

2 5,6,7,8 (0,5),(0,6),(0,7),(0,8),(5,6),(5,7),(5,8),(6,7),(6,8),(7,8)

3 1,2,7,8 (0,1),(0,2),(0,7),(0,8),(1,2),(1,7),(1,8),(2,7),(2,8),(7,8)

4 3,4,5,6 (0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,5),(5,6)

5 1,3,6,8 (0,1),(0,3),(0,6),(0,8),(1,3),(1,6),(1,8),(3,6),(3,8),(6,8)

6 2,4,5,7 (0,2),(0,4),(0,5),(0,7),(2,4),(2,5),(2,7),(4,5),(4,7),(5,7)

7 1,4,6,7 (0,1),(0,4),(0,6),(0,7),(1,4),(1,6),(1,7),(4,6),(4,7),(6,7)

8 2,3,5,8 (0,2),(0,3),(0,5),(0,8),(2,3),(2,5),(2,8),(3,5),(3,8),(5,8)

이 블록계획에서 g ca 효과간의 차이분산을 구하면 1 = 0 .25 , 2 = 0 .2 , v 0 = 1이므

로 통제 근교계통과 비교 근교계통의 차이분산 Var ( g 0 - g j ) = 0 . 135 2 이고 두 근
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교계통 i , j가 각각 첫 번째와 두 번째 동반관계에 있을 때의 Va r ( g i - g j )는 각각

0 .208 2 , 0 . 186 2이다. 계획 D c에 대한 블록계획 D의 효율성은

v 0
c = 0 . 115 , v 1

c = 0 . 146 , v 2
c = 0 . 125이므로 e 0 = 0 .852 , e 1 = 0 .785 , e 2 = 0 .60이다.

□

아래의 < 표 3.1> 은 Clatw orthy (1973)의 PBIB 계획을 이용하여 p 22 이고 b 36
일 때 우리가 구할 수 있는 블록계획 D와 이들의 효율성을 구한 것이다. 이 표에 제

시된 계획들은 각각의 v 1에 대해서 r 1이 다른 계획이 여러 개 존재하지만 효율성은

서로 같으므로 r 1이 가장 작은 계획만을 제시한 것이다.

4 . 결론

본 연구에서는 이면교배 실험의 목적이 통제 근교계통과 비교 근교계통간의 g ca
효과를 비교하는데 있을 때 2개의 동반분류를 갖는 PBIB 계획 중에서 C - 계획이 되
는 PBIB 계획을 이용하여 블록계획을 설계하는 방법과 계획의 효율성 및 기존의
PBIB 계획으로부터 우리가 쉽게 구성할 수 있는 블록계획들을 제시했다. 우리가 제시

한 방법으로부터 설계되는 블록계획은 C - 계획이 되는 PBIB 계획을 이용하였기 때문
에 실험에 이용되는 서로 다른 교배의 총 수가 완전이면교배 계획보다 작은 계획이

된다. 또한 g ca 효과차이 분산이 C - 계획의 성질로부터 간단한 모수 형태로 표현될
수 있음을 보였는데, 이러한 결과는 통제 근교계통의 수가 2개 이상인 이면교배에서
통제 근교계통과 비교 근교계통간의 비교를 위한 블록계획에서도 확대 적용될 수 있
다.
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<표 3.1> 블록계획 D의 효율성

Ref.
Number v 1 r 1 k 1 b1 1 2 p b k r c r t s0 s i e 0 e 1 e 2

SR1 4 2 2 4 0 1 5 4 3 2 1 8 4 0.73 0.60 0.333
SR6 6 3 2 9 0 1 7 9 3 3 1 18 6 0.60 0.50 0.333
SR9 8 4 2 16 0 1 9 16 3 4 1 32 8 0.539 0.455 0.333

SR11 10 5 2 25 0 1 11 25 3 5 1 50 10 0.50 0.429 0.333
SR13 12 6 2 36 0 1 13 36 3 6 1 72 12 0.474 0.412 0.334
SR18 6 2 3 4 0 1 7 4 6 2 1 12 6 0.80 0.715 0.50
SR24 9 6 3 18 0 2 10 18 6 6 2 54 18 0.714 0.636 0.50
SR26 12 4 3 16 0 1 13 16 6 4 1 48 12 0.667 0.60 0.50
SR28 15 5 3 25 0 1 10 25 6 5 1 45 15 0.637 0.579 0.50
SR30 18 6 3 36 0 1 19 36 6 6 1 108 18 0.615 0.565 0.50
SR36 8 4 4 8 0 2 9 8 10 4 2 32 16 0.852 0.785 0.60
SR41 12 3 4 9 0 1 13 9 10 3 1 36 12 0.778 0.714 0.60
SR46 20 5 4 25 0 1 21 25 10 5 1 100 20 0.715 0.666 0.60
SR52 10 4 5 8 0 2 11 8 15 4 2 40 20 0.875 0.817 0.667
SR56 15 6 5 18 0 2 16 18 15 6 2 90 30 0.818 0.764 0.667
SR59 20 8 5 32 0 2 21 32 15 8 2 160 40 0.784 0.737 0.666
SR66 12 4 6 8 0 2 13 8 21 4 2 48 24 0.896 0.846 0.713
SR72 18 6 6 18 0 2 19 18 21 6 2 108 36 0.843 0.799 0.714
SR80 14 4 7 8 0 2 15 8 28 4 2 56 28 0.909 0.867 0.75
SR84 21 6 7 18 0 2 22 18 28 6 2 126 42 0.867 0.825 0.749
SR91 16 6 8 12 0 3 17 12 36 6 3 96 48 0.919 0.882 0.778
SR99 18 6 9 12 0 3 19 12 45 6 3 108 54 0.932 0.896 0.802

SR107 20 8 10 16 0 4 21 16 55 8 4 160 80 0.929 0.905 0.817
T 29 10 4 4 10 2 0 11 10 10 4 2 40 16 0.805 0.777 0.605
T 48 15 2 5 6 1 0 16 6 15 2 1 30 10 0.815 0.815 0.667
T 65 21 2 6 7 1 0 22 7 21 2 1 42 12 0.825 0.841 0.774
T 16 15 3 3 15 0 1 16 15 6 3 1 45 9 0.64 0.56 0.582
LS7 9 2 3 6 1 0 10 6 6 2 1 18 6 0.714 0.714 0.51

LS28 16 2 4 8 1 0 17 8 10 2 1 32 8 0.733 0.771 0.6
LS29 16 3 4 12 1 0 17 12 10 3 1 48 12 0.741 0.717 0.605
LS36 16 3 4 12 0 1 17 12 10 3 1 48 12 0.741 0.651 0.665
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부록

보조정리 1 증명 . 계획 D 2의 블록- 내 행렬 C 2에서 G2 = ( g ( 2)
ij )는 아래와 같은 요

소를 갖는 대각행렬이고

g ( 2)
00 = b1 , g ( 2)

0 i = 0 , g ( 2)
i i = r 1 , g ( 2)

ij = 0 i , j ( i j ) = 1, 2 , , p - 1 (1)

N 2 N '
2 = ( ( 2)

ij )는 아래와 같은 요소를 갖는 행렬이므로
( 2)
00 = b1 , ( 2)

0 i = ( 2)
ii = r 1 ( i = 1, 2 , , p - 1) ,

( 2)
ij = 0 , i , j ( i j )가 l( s) 번째 동반관계에 있는 경우

( 2)
ij = s , i , j ( i j )가 s 번째 동반관계에 있는 경우

(2)

(1)과 (2)로부터 C 2 = ( c ( 2)
ij )가 (3)과 같은 요소를 갖는 행렬임을 알 수 있다.

c ( 2)
00 =

k 1

k 1 + 1 b1 , c ( 2)
0 i = -

r 1

k 1 + 1 , c ( 2)
i i =

k 1

k 1 + 1 r 1 , ( i = 1, 2 , , p - 1) ,

c ( 2)
ij = 0 , i , j ( i j )가 l 번째 동반관계에 있는 경우

c ( 2)
ij = - s

k 1 + 1 , i , j ( i j )가 s 번째 동반관계에 있는 경우 .

(3)

블록 이면교배계획 D의 정보행렬에서 G = ( g ij )와 NN ' = ( ij )의 행렬요소는 각각

아래의 (4), (5)와 같다.

g 00 = k 1 b1 , g 0 i = r 1 , g i i = k 1 r 1 ( i = 1, 2 , , p - 1) ,

g ij = 0 , i , j ( i <j = 1, 2 , ,p - 1)가 l 번째 동반관계에 있는 경우

g ij = s , i , j ( i <j = 1, 2 , ,p - 1)가 s 번째 동반관계에 있는 경우 .

(4)

00 = k 2
1 b 1 , 0 i = k 2

1 r 1 , i i = k 2
1 r 1 ( i = 1, 2 , , p - 1) ,

ij = 0 , i , j ( i <j = 1, 2 , ,p - 1)가 l 번째동반관계에 있는 경우

ij = k 2
1 s , i , j ( i<j = 1, 2 , , p - 1)가 s 번째동반관계에 있는 경우 .

(5)

(4)와 (5)를 이용하여 계획 D의 정보행렬 C = ( c ij )를 나타내면 아래와 같은 요소를

갖는다.
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c 00 =
k 1 ( k 1 - 1)

k 1 + 1 b1 , c 0 i = -
( k 1 - 1)
k 1 + 1 r 1 , c ii =

k 1 ( k 1 - 1)
k 1 + 1 r 1 ( i = 1, 2 , , p - 1) ,

c ij = 0 , i , j ( i<j = 1, 2 , ,p - 1)가 l 번째 동반관계에 있는 경우

c ij = -
( k 1 - 1)
k 1 + 1 s , i , j ( i<j = 1, 2 , ,p - 1)가 s 번째 동반관계에 있는 경우 .

(6)

따라서 (3)과 (6)으로부터 c ij = ( k 1 - 1) c ( 2)
ij ( i <j = 0 , 1, , p - 1)이므로

C = ( k 1 - 1) C 2 이 다 .
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