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Abstract

In this paper, we consider the strong consistency of the regression quantiles esti-
mators for the nonlinear regression models when dependent variables are subject to
censoring, and provide the sufficient conditions which ensure the strong consistency
of proposed estimators of the censored regression models. one example is given to
illustrate the application of the main result.
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1. �����

����������, �����������, ���������, ������ ��� ���� ��		
��
� ����� ������
�� �����	�
���	��	�


yt = f(xt, θo) + εt, t = 1, · · · , n (1.1)

�� ��
�� 
�����
���� �����
�� �����������(xt)�� �����������(yt)�Æ ���
�������  �!"#$ %��� ���	��

���Æ ��������� θo��� &'�	� (�
�� ����	�%�
�� ����
���)�. �����	�
���	��	�
�� ��
�� &'�	� ��� ����	�

����
���	 ���� ���������� �Æ%��� ������*� ���+,-��� 	
�./01, 2�3����(εt)�Æ +,4��� 5�6� ������

���(robustness)��� 7$���%�
�� &'�	��������� �����-�89 ���+,-��� 	
�)� (Wu(1981), Wang(1995),
Jurečková�� Procházka(1994), Choi et al.(2001) ���4�). :;����, ����� 
��	 !��
�
�� �� �� ������
�������� ���
����" �� #
$<=�� !�"��	 �������������� ���
��%� �  !%��� 
��	 !��� >����%� �7$)�
�� �
�"��


�� ����
��� �Æ%��� ���
����� #
$#��%�89 :; ?@Æ�>� %&'����� ��AB$����� ��%&�%��� 
�����
���� ��	�&����

%�
������
���C�%���
�./#$��������
�./#$DEFGH�
�����F�I��&()�.������'��,�(J'�
����4�)'���
�Æ%��� #
$K��� *�+#����� ��AB��� �����������#$ L"��,%�89 �&(
�� ���	��	�
��� ���#�+���	��	�
��6� 
��

)�. �����������I� ��MN
�� ��)*+��� ��,>� -��
�� ��+.-/�
���� ���	��	�
��
� FGK���� ���� I�>� 
�����
�
��� �����+������ ���#�+���	��	�
�� �
�%&�%� � ���1(�	 ���F�I� �&()�. 5�6�
� ���#�+��AB��� L"��,%�89
�&(
�� ���	��	�
�� ��
�� &'�	�����Æ �����+�����, �
�����
� �	�+O��� ��� �
�����
� �����+��� $����)C�PQ R'
��
*
$��	4�)'���� ��C�%�<=��, ���#�+���	��	�
�� ��
�� 
�����
���� &'�	� ��� ����	� ����
���� ���+,��" ��+ST
I� �&()�.
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+�	
�������
�
��)�%,-����'��	�����	�
���#�+���	��	�
(Nonlinear Censored Regression Model,
NCRM)

yt = min{ct, f(xt, θo) + εt}, t = 1, 2, · · · , n (1.2)

��� ����0+
��)�. �� �
� xt
�� Γ ⊂ Rq�� ���%�
�� 89�	� �./UV��89 ���	���� θo = (θ1, · · · , θp)
��
Θ ⊂ Rp�� ���%�
�� W�>� �./UV��)�. :;H�89 .-/%,���,�� f
�� Rq ×Θ��
� R1./#$ I�
�� ��������,��

��01, 2�3���� εt
�� 
�#$ ��������89 ��'��	 ��	L"��� I�>�
�� ���.�������#$
� FG
��
�� 23� �
�.����� I�
���)�. ����������� yt
�� #
$K�*�+#��C��
���� ct�� �Æ%��� ��
����� ��,
�� ���#�+��AB��)�.
������������� �������������� ��X� ���/,)%��� ��	�
 (1.1)�� L"��,��� ���	������� &'�	�%�
�� ��+.-/

�
���� ���	��	�&���
�� 1�2H� ���#�+���	��	�
��
�
�� �� �� ��AB��� ���/,)��" �� #
$)�. 5�6�
� ���#�+��
AB��� L"��,%�89 �&(
�� ���	��	�
��
�
�� )�%,-�� ��'��	 YZ#$(�	 �����

y∗
t =

{
f(xt, θo) + εt, if yt < ct(uncensored)
ct, if yt ≥ ct(censored)

�� >�C���,��(indicator function)

δt =
{

0, if yt < ct

1, if yt ≥ ct

��� ��%&�%��� ��	�
 (1.2)�� L"��,��� ���	������� &'�	�%���	
 
��)�.
Powell(1984)��	���#�+���	��	�
�Æ���	�������&'�	�%� � ![\0�+H���%&�-�
��]3_̂��0�1(Leaest

Squares, LS)&'�	��������4����������05��,./#$ LS&'�	��������
�������./#$]3_̂*�+��12�3�(Least
Absolute Deviation, LAD)&'�	������� �����%�89 )�%,- ��,��

Rn(θ :
1
2
) =

1
n

n∑
t=1

|yt − min{ct, f(xt, θ)}|

��� ]3_̂�6%�
�� ��� θ̂n( 1
2 )��� ]3_̂*�+��12�3�&'�	������6� %�%2()�. Chen�� Wu(1994)
�� ���	�
���#�+

���	��	�
�� ��
�� LAD&'�	������ ���	���� θo�� �����34�%�
�� *
$��	4�)'���� ��C�%�%2(89 Choi��
Kim(1998)��	 #
$K��� *�+#����� ��AB��� L"��,%�89 �&(
�� �����	�
���	��	�
�� ��
�� LAD&'�	�����Æ
�����+������� �
�����
� �	�+O����� ��%��� ���+,%�%2()�. ��3�) LAD&'�	������	 2�3�����Æ +,4�I� à
H�J'��	�� X�Æ=(�	 ���F� LS&'�	������ ��%��� bc4���
�����, LS&'�	������ ��'�� 2�3�����Æ +,4�I�
����
��+ ���F�$�� �
�����
� �����+��� $����)
��)�. 2�3�����Æ +,4�I� ������
��+ ���F�
�� #
$ !���� ���<=

�� LAD&'�	����7$)�
�� de+�	 ��	 !����� ���<=
�� &'�	������ DE bc4���
���+ �� �&()�.
������
��	L"�� ��
�� LAD&'�	������� 7$���%� �  ![\ Koenker�� Basset(1978)
�� de+�	 ��	 !

����� ���	�
���	��	�
�� ��+.-/�6%��� )�%,- ��,��

R∗
n(θ : β) =

1
n

n∑
t=1

ρβ(yt − min{ct, f(xt, θ)}) (1.3)

��� ]3_̂�6%�
�� ��� θ̂n(β)��� ���	��	 !(Regression Quantiles, RQ)&'�	������6� %�%2()�. �� �
�
��,�� ρβ(·)
��

ρβ(ω) =
{

βω, ω ≥ 0
(β − 1)ω, ω < 0

��89 0 < β < 1 ��)�. ���	�
���	��	�
�� ��
�� RQ&'�	�����Æ �����+�����	 Powell(1986)�� Port-
noy(1991)���Æ%������+,-�%&(./01 Jurečkova�� Procházka(1994):;H�89 Choi��Kim(2001)
��
�����	�
���	��	�
�� ��
�� RQ&'�	�����Æ �
�����
� �����+��� ���+,%�%2()�.
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+�	 
�������
�
�� #
$K�*�+#��C��
��� ��
����� ��,
�� ���#�+��AB��� �����������#$ L"��,%�89 �&(
�� ��

���	�
���#�+���	��	�
 (1.2)�� ��
�� ���	�����Æ ��������� &'�	�%� �  !%��� ���	��	 !&'�	������� _̂
�Z%�89 �������� &'�	�����Æ �����+�������� $����)%�
�� *
$��	4�)'���� �����
��)�. :;H�89 ���	��	 !&'�	�
����Æ �����+�������� 5
+���%�
�� �
�*�+
�� �f����� ��C�
��)�.

2. ����������Æ

+�	 *�+��
�
�� ���#�+���	��	�
�� ��
�� ���	��	 !&'�	�����Æ �����+�������� $����)%�
�� *
$��	4�)'����

�����%�%2()�. +�	 
�������
� ��%&���� ����  �gh������ %��#��*� %� �  !%��� )�%,-�� ��'��	  �gh������
�	��Æ%�%2()�.

ft(θ) = f(xt, θ), at(θ) = ft(θ) − ct, bt(θ) = ft(θ) − ft(θo),

∇ft(θ) =
[

∂

∂θi
ft(θ)

]
(p×1)

, ∇2ft(θ) =
[

∂2

∂θi∂θj
ft(θ)

]
(p×p)

.

RQ&'�	���� θ̂n(β)�Æ �����+��������  !%��� ���#�+���	��	�
 (1.2)�� ��%��� )�%,- 4�)'���� I��	�
%���.

�� ��Æ A
A1 : �������%�� Θ
�� Rp�Æ 6��77/ij (compact) J'��	�����8��89 Γ
�� Rq�Æ FG�������8��)�.
A2 :�������%��Θ�����%�
���� �� θ����[\∇ft(θ)��∇2ft(θ)I�5�	k\%�89, ∇ft(θ)
�� Γ×Θ��


� ��������)� .
A3 :�����8 Dn(θ) = {t : ft(θ) �= ft(θo), θ �= θo}�Æ���_̂9�:����� dn(θ)��;6�lm��AB����� n�Æ

��, �,) dn(θ)
n I� d(θ)�� ��34�%�89 0 < d(θ) < 1��)�.

�� ��Æ B
B1 : 2�3��� ��
�� ��	L"��,��
�� G(x)��89, ��+K���,�� g(x) = G′(x)
�� ηβ = G−1(β)�Æ ������

��
� )<�����01 ��������)�.

de+�	 ��	 !�� �Z=8���� ���	��	�
�� ��+.-/�6
�� RQ&'�	������	 β����� 5�6� ���
��)�. R'����� β���
�� 5�6� RQ&'�	������� +,%��� 
�#$ )�Ǳ�	 β����� 5�6� RQ&'�	������� ��8n%�
�� ��:K� FG�&���,./
#$ )�%,-�� ��'��

f(x, θ) = θ1 + f̃(x, (θ2, · · · , θp))

*�+12���� I�>�
�� �����	�
��,����� .-/%,���,��#$ ��9
�� ���	��	�
��� ����0+%�
�� ��:�� RQ&'�	�����Æ 
,)
�>���� DE89) :�2 5
+�����" �� �&()�. �����  ![\

Rn(θ : β) =
1
n

n∑
t=1

ρβ(yt − ηβ − min{ct, ft(θ)}) (2.1)

6� %���. :;��?�� Rn(θ : β)��� ]3_̂#$ %�
�� ����� (1.3)��
� �	��Æ��� RQ&'�	������	 
�#$ ������&�
./#$ R∗

n(θ : β)��� Rn(θ : β)#$ ������%��� RQ&'�	�����Æ :���
���,��#$ ��%&���" �� �&()�.
)�%,- �	�H�
�� �&� (2.1)��� ���	�

��

Qn(θ : β) = Rn(θ : β) − Rn(θo : β)
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�Æ �;<
�� �����+��� 5
+���%�89 �&()�.

��Æ�� 2.1 �����	�
���#�+���	��	�
 (1.2)�� I��	� A, B��� $����)%�?�� Qn(θ : β) − E[Qn(θ : β)]I�
0./#$ �����34�
��)�. �,),

Qn(θ : β) − E[Qn(θ : β)] a.s.−→ 0

��)�.

�����Æ

Vt(β, θ, θo) = ρβ(yt − min{ct, ft(θ)} − ηβ) − ρβ(yt − min{ct, ft(θo)} − ηβ)

6� %�?�� Chebyshev J'����&���	

P{|Qn(θ) − E[Qn(θ)]| > ε} ≤
max

1≤t≤n
V ar[Vt(β, θ, θo)]

nε2
.

��� �ÆW���,./#$ �	�H� 2.1��� �,����%� �  ![\
�
�� Vt(β, θ, θo)�Æ ��	;���� FG
����,��� 7$��R'?�� *
$
��	%�)�. ��,�� ρβ(·)�Æ =��3�)���./#$J'UV

ρβ(x + y) ≤ ρβ(x) + ρβ(y)

��� FGK���" �� �&()�. 5�6�
� #��>��
�� ��;�� � +��#$ )�%,-�� ��'��	

Vt(β, θ, θo) ≤




0, on Ω1 = {x ∈ Ω : ct < ft(θ), ct < ft(θo)}
ρβ(ft(θo) − ft(θ)), on Ω2 = {x ∈ Ω : ct > ft(θ), ct > ft(θo)}
ρβ(ft(θo) − ct), on Ω3 = {x ∈ Ω : ft(θ) < ct < ft(θo)}
ρβ(ct − ft(θo)), on Ω4 = {x ∈ Ω : ft(θo) < ct < ft(θ)}

� +����� %&'��� �� �&()�. (�
�� tI� Ω3�� !�"��	 Ω4�� ���%�
�� ���F�
��

ρβ(ct − ft(θo)) ≤ ρβ(ft(θ) − ft(θo)), ρβ(ft(θo) − ct) ≤ ρβ(ft(θo) − ft(θ))

��o/#$

Vt(β, θ, θo) ≤ ρβ(ft(θo) − ft(θ))

��)�. 5�6�
� τβ = max{β, 1 − β}6� %�?��
Vt(β, θ, θo) ≤ τβ |ft(θo) − ft(θ)|

��)�. :;��o/#$,  ! �&��� Hölder J'����&�./#$J'UV

Vt(β, θ, θo) ≤ τβ‖∇ft(θ̄)‖‖θ − θo‖ (2.2)

��� FGK���" �� �&(./01 �� �
� θ̄ = λθo + (1 − λ)θ, 0 ≤ λ ≤ 1��89, ‖.‖
�� FG?��H�p/ q�3,-��� de
C�
��)�. :;��o/#$ �&� (2.2)�� I��	� A#$J'UV Vt(β, θ, θo)�Æ ��	;���� FG
����,��� ��������" �� �&()�.

���#�+���	��	�
 (1.2)�� ��%���, -�<��
� ��C�
�� I��	� A, B�� )�%,- I��	���� &'I�%���.

�� ��Æ C
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C1 : �����8 Cn(θo) = {t : ft(θo) < ct}�Æ ���_̂ 9�:����� qn(θo)�� ;6�lm ��AB����� n�Æ ��, �,)
qn(θo)

n I� q(θo)�� ��34�%�89 0 < q(θo) ≤ 1��)�.
C2 : !"@3#A Vn(θo) = 1

n

∑
t∈Cn(θo)

∇ft(θo)∇fT
t (θo)
�� ����� )<��Æ �	��=B!"@3#A V (θo)#$ ��34�
��)�

����� 
�����
���� 
��	 !��
� ������������Æ ����� #
$K�*�+#��C��
� r��� #
+s��� ����� ���
����" �� �&(


��I� %�
�� ��:��	 #
$ST
�� �������)�. *
$��	
�� C�%����� I�>�89 
��	 !��� ���
��%�<=��  �3�)��" ���F�
��
q(θo) = 1�� �� ./#$ I��	� C2
�� �����	�
���	��	�
��
� ��R' ����@1-�
�� 4�)'�./#$ ���	�
-�89 ��+

�	�
�� C�%��r��� ���
����" �� �&(
�� ������������Æ ����� �;<*� �
���	 ���F� (q(θo) = 0)
�� ���	��	�
��
�
���8%�>� -����� �� �&()�. 5�6�
� I��	� C1��
� ��C�
�� ��:�� ��'�� #
$K�*�+#��C��
� r��� ���
����"

�� �&(
�� ������������Æ ���� ;6�lm ��AB���Æ ��
�� ��+�	�
�� ��4����� FG>�%���	
 
��)�.

)�%,- �	�H�
�� ���#�+���	��	�
 (1.2)�� ��
�� ���	���� θo�� ��
�� ���	��	 !&'�	�����Æ �����+��

������ 5
+���
��)�.

��Æ�� 2.2 �����	�
���#�+���	��	�
 (1.2)�� I��	� A, B�� C��� $����)%�?�� ���	��	 !&'�	���� θ̂n(β)
��
(θ1 + ηβ , θ2, · · · , θp)#$ �����34�
��)�. �,),

θ̂n(β) a.s.−→ (θ1 + ηβ , θ2, · · · , θp)

��)�.

�����Æ RQ&'�	���� θ̂n(β)�Æ �����+�������� 7$��R' �  ![\
� �&��Æ�Æ δ > 0�� ��%��� )�%,- �&�

lim
n→∞ inf

‖θ−θo‖>δ
{Rn(θ;β) − Rn(θo;β)} > 0 a.e.

I� ��������,��� 7$��R'01 *
$��	%�)�. �	�H�2.1��
�

Qn(θ : β) = E[Qn(θ : β)] + o(1)

��o/#$ ���	���� θoI�

Q(θ : β) ≡ lim
n→∞E[Qn(θ : β)]

�Æ�;<_̂����&����7$��R'��. Ωi�����%�
�� t����
�� Vt(β, θ, θo)�Æ ��������� Fti(θ)6�%�89 Ft3(θ)���
+,%�?��

β(at(θo)− bt(θ))−
[∫ bt(θ)+ηβ

−∞
(at(θo) − bt(θ)) −

∫ at(θo)

bt(θ)+ηβ

λ +
∫ at(θo)

bt(θ)+ηβ

(at(θo) + ηβ)

]
dGt(λ)

��89, I��	� B��� ��%&�%��� %��#��*� �	�H�%�?��[∫ ηβ

bt(θ)+ηβ

(at(θo) − bt(θ)) +
∫ at(θo)

bt(θ)+ηβ

(λ − at(θo) − ηβ)

]
dGt(λ)

��)�. ���� ����A
�� ����
�./#$ Ft4(θ)
��


[∫ at(θo)

ηβ
(at(θo) − λ) +

∫ ∞
ηβ

ηβ

]
dGt(λ), ηβ ≥ 0∫ at(θo)

ηβ
(at(θo) − λ)dGt(λ), ηβ < 0
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��89, Ft2(θ)
��


∫ ηβ+bt(θ)

ηβ
(bt(θ) − λ + ηβ)dGt(λ), at(θo) > bt(θ)[∫ at(θo)

ηβ
(bt(θ) − λ + ηβ) +

∫ ∞
at(θo)

(bt(θ) − at(θo) + ηβ)
]
dGt(λ), ηβ < at(θo) < bt(θ) + ηβ∫ ∞

ηβ
bt(θ)dGt(λ), at(θo) < ηβ < bt(θ) + ηβ

��)�.  ! �&���	 bt(θ)I� 07$)� ?�� ���F��� ��;��
�� � +����01 07$)� �0+��	 ���F�
�� ����A
�� ����
�./
#$ +,��" �� �&(./o/#$ �� �
�
�� ����>?
��)�. 
��12� Ω2�� !�"��	 Ω3�� ���%�
�� t�� ��%��� ���� θ��
��
�� E[Vt(β, θ, θo)]�Æ 1�� W���	��	

∇ft(θ)
∫ ηβ+bt(θ)

ηβ

dGt(λ)

��89, 2�� W���	��	
∫ ηβ+bt(θ)

ηβ

dGt(λ)∇2ft(θ) + gt(ηβ + bt(θ))∇ft(θ)∇T ft(θ)

��)�. #�� tI� Ω2�� �����" ���F�
�� at(θo) > bt(θ)��� ���F�$�� ����0+%�%2()�. at(θo) < bt(θ)��� ���F�

�� ����t +,��" �� �&(89, ���	�����Æ ������ θoI� �;<_̂����&���� �,����%�
��uv -�<./#$
�� ��%&�-�>� -��

./o/#$ �� �
�
�� ����>?%�%2()�. >��;B, kn(β) = min
1≤t≤n

gt(ηβ)6� %�?��

∇2E[Qn(θo : β)] =
1
n

∑
t∈Cn(θo)

gt(ηβ)∇ft(θo)∇T ft(θo)

≥ kn(β)
n

∑
t∈Cn(θo)

∇ft(θo)∇T ft(θo),

��89, ∇E[Qn(θo : β)] = 0��o/#$ I��	� C�� �Æ%��� ���	�����Æ ��������� θo
�� Q(θ : β)�Æ �;<_̂
�����)�. )�%,-./#$ lim

n→∞E[Qn(θ : β)]I� Nζ(θo) ≡ {θ : ‖θ − θo‖ ≥ ζ} ∩ Θ��
� )<����&���� 7$��

R'��. I��	� A
��
EQn(θ : β) = inf

θ∗∈Nζ(θo)
E[Qn(θ∗ : β)]

��� $����)%�
�� θ�Æ 5�	k\������ 5
+���
��)�. :;H�89 t ∈ Ω2��+ ?@ 0 < bt(θ) < at(θo)��o/#$

Ft2(θ) >

∫ ηβ+bt(θ)

ηβ

(bt(θ) − λ + ηβ)dGt(λ)

= gt(η∗
β)[Gt(ηβ + bt(θ)) − Gt(ηβ)] ≡ ηt2 > 0

��)�.�� �
� η∗
β
�� ηβ�� ηβ +bt(θ)�����Ær���	�
���)�.(�
�� t ∈ Ω3��+?@ bt(θ) < at(θo) < 0��

o/#$

Ft3(θ) ≥
{ ∫ at(θo)

ηβ
(λ − at(θo) − ηβ)dGt(λ), if ηβ < at(θo) < 0∫ at(θo)

ηβ+at(θo)
(λ − at(θo) − ηβ)dGt(λ), if at(θo) < ηβ < 0

≡ ηt3 > 0
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��89, t ∈ Ω4��+ ?@ 0 < at(θo) < bt(θ)��o/#$

Ft4(θ) ≥
∫ at(θo)

ηβ

(at(θo) − λ)dGt(λ) ≡ ηt4 > 0

��)�. 5�6�
� ηt ≡ {ηt2, ηt3, ηt4}6� %�?��, I��	� C�� �Æ%���

lim
n→∞ inf

θ∈Nζ(θo)
E[Qn(θ : β)] ≥ 3q(θ)η

��o/#$ ���	��	 !&'�	���� θ̂n(β)��	 θo�� �����34�
��)�. �� �
� η = min
1≤t≤qn(θo)

{ηt}��)�.

����� $��)*+ G( 1
2 ) = 0��?�� RQ&'�	������	 LAD&'�	������ �� ./#$, �	�H� 2.2
�� NCRM�� ��
��

LAD&'�	�����Æ �����+�������� 5
+���%�89 �&()�.

)�%,- �f��
�� ���	��	 !&'�	�����Æ �����+������� �
�%&�-�
�� ��	�
��� 5
+���%��� C�	)�.

��	
 1 ���#�+���	��	�
 (1.2)�Æ .-/%,���,��
��

f(xt, θ) = θ1 + θ2e
θ3xt

��89, ����������� xt
�� ��	L"��,����� H(x)#$ I�>�
�� ����� ��	L"��
� D!���+%��t ���C7/-�%&(./01 2�
3�����Æ ��	L"��,�� G(x)
�� I��	� B��� $����)
��)�89 %���. :;H�89 θ2
�� ��+�	�
�� ������ I�>�01 ��

�	�����Æ ������ θo
�� Θ = [0, a1] × {k} × [0, a3], a1, a3 < ∞�� ���
��)�89 %���. (�
�� I��	� A2,
C1�� ������
��)�89 I��	�%�?��

Vn(θo) =
1
n

∑
t∈Cn(θo)

∇ft(θo)∇fT
t (θo)

=




qn(θ)
n

1
n

∑
t∈Cn(θo)

kxte
θ3xt

1
n

∑
t∈Cn(θo)

kxte
θ3xt 1

n

∑
t∈Cn(θo)

(
kxte

θ3xt
)2


 .


��

q(θ)
[ ∫

dH(x)
∫

kxeθ3x dH(x)∫
kxeθ3x dH(x)

∫ (
kxeθ3x

)2
dG(x)

]

#$ ��34�
��)�. DEF� � α = (α1, α2) �= (0, 0)�� ��%���

αV (θ)αT = q(θ)
∫ (

α1 + α2kxeθ3x
)2

dH(x) > 0

��o/#$ ���	��	 !&'�	�����Æ �����+�������� $����)
��)�.
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