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T w o- sample problem is fr equently discu s sed problem in st atist ics . In
th is paper w e con sider the hypoth ese m ethods for th e general tw o- sam ple
problem an d sug gest the boot str ap m eth ods . A nd w e sh ow that the
m odified Kolm ogorov - Sm irn ov t est is m ore efficient than the
Kolm og orov - Sm irnov test .
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1. 머리 말

두 모집단으로부터 각각 독립적으로 확률표본을 추출했을 때, 이 추출된 두 집단의

표본을 이용하여 두 모집단이 동일한 분포를 가지는가에 대한 문제는 많은 통계학자

들의 관심이 되어왔으며, 특히 비모수적 방법을 이용한 이표본 문제는 많은 연구자들

에 의해서 연구되어져 왔다. (Gibb on s (1971), Pratt와 Gibbon s (1981), Baum gartner와
S chin dler (1998), H ollander와 Dougla s (1999) 참조)

연속분포이며 서로 독립인 두 모집단으로부터 X 1 , X 2 , , X m 을 확률분포 F 를

가지는 모집단 1에서 추출한 확률표본이라 하고, Y 1 , Y 2 , , Y n 을 확률분포 G를

가지는 모집단 2에서 추출한 확률표본이라 하자.
이표본 문제에서 관심있는 귀무가설과 대립가설은 다음과 같이 둘 수 있다.

H 0 : F ( t) = G( t) , 모든 t에 대해서
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H 1 : F ( t) /= G( t) , 적어도 한점의 t에 대해서 (1.1)

붓스트랩 방법은 Efron (1979)에 의해 제안되었으며, Bickel과 Freedman (1981),
Davision과 Hinkley (1997)에 의해서 근사적 이론이 규명되었다. 대부분의 통계적 기

법은 모집단에 대해서 정규성과 같은 기본 가정을 함에 반하여, 붓스트랩 방법은 별

다른 기본 가정이 없이도 사용 가능하다. 또한 현대에 와서 컴퓨터의 지속적인 발전

으로 계산 속도가 빨라짐으로 인하여 수리적으로 복잡하거나, 수리적으로 계산이 불

가능한 어려운 여러 가지 문제를 컴퓨터의 빠른 계산 능력을 사용함으로써 쉽게 해결

할 수 있게 되었다.
본 연구에서는 이표본 문제에 있어서 가설 (1.1)에 대한 통계적 검정방법들을 소개

하고, 각 검정방법에 대해서 붓스트랩 방법을 적용하여 그 방법의 유효성을 살펴보고

자 한다.
먼저 2장에서는 이표본 문제에 대한 검정방법을 소개하고, 각 방법에 대해서 붓스

트랩 검정방법의 알고리즘을 제시하였다. 3장에서는 2장에서 소개한 검정방법들에 대

해서 모의실험을 실행하고, 그 결과를 그래프로 나타내어 서로 비교하므로써 붓스트

랩 방법의 유효성과 일치성을 보였다.

2 . 이 표본 검정 방법

가설 (1.1)에 대한 이표본 검정방법을 살펴보고자 한다.

2 .1 카이 제곱 검정

두 모집단에서 추출한 관측값을 r개의 계급으로 분류한 후, 아래와 같은 2 r분할

표를 만든다.

계 급 1 2 ... r 합 계

모집단 1 O 11 O 12 ... O 1r m

모집단 2 O21 O22 ... O2 r n

합 계 N 1 N 2 ... N r N

O 1i는 계급 i( i = 1, 2 , , r ) 에서의 모집단 1의 관측도수이며, O2 i는 계급

i( i = 1, 2 , , r) 에서의 모집단 2의 관측도수이고, N i = O 1i + O2 i , N = m + n 이

다.

(1.1)의 귀무가설 H 0하에서 계급 i에 대한 모집단 1과 모집단 2의 기대도수를
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E 1i 와 E 2 i 로 나타내면 다음과 같다.

E 1i =
m
N

N i , E 2 i =
n
N

N i , i = 1, 2 , , r .

그리고 검정통계량

2 =
2

i = 1

r

j = 1

( O ij - E ij )
2

E ij

은 귀무가설 H 0하에서 근사적으로 자유도 ( r - 1)을 가지는 카이제곱분포

2
r - 1 를 따른다. 따라서 2 2

( , r - 1) 이면 유의수준 로 H 0를 기각한다. 여기

서 2
( , r - 1) 은 2

r - 1 의 100(1- ) 백분위수를 나타낸다.

2 .2 이표 본 콜 모고 로프 - 스미 르노 브 검 정

확률표본 X 1 , X 2 , , X m 에 대한 경험적 분포함수 F m (x ) 은

F m (x ) =

0 , x <X ( 1) 일때 ,

i
m ,

X ( i) x <X ( i + 1) 일때 ,

1, x X ( m ) 일때 .

여기서 X ( i)는 확률표본 X 1 , X 2 , , X m 의 i번째 순위통계량이다.

확률표본 Y 1 , Y 2 , , Y n 에 대한 경험적 분포함수 G n (y ) 은

G n (y ) =

0 , y < Y ( 1) 일때 ,

i
n ,

Y ( i) y < Y ( i + 1) 일때 ,

1, y Y ( n ) 일때 .

여기서 Y ( i)는 확률표본 Y 1 , Y 2 , , Y n 의 i번째 순위통계량이다.

확률표본 X 1 , X 2 , , X m 와 Y 1 , Y 2 , , Y n 에 대한 혼합표본의 순위를 다음

과 같이 둔다.

Z ( 1) Z ( 2) Z ( N ) , N = m + n

가설 (1.1)에 대한 이표본 콜모고로프- 스미르노브 검정(T wo- sample
Kolmogorov - Smirnov test )의 검정통계량은 다음과 같다.

D m , n = max i = 1, , N |F m ( Z ( i) ) - G n ( Z ( i) ) |

따라서 검정절차는 D m , n d (
2

, m , n ) 이면 유의수준 로 H 0를 기각한다. 여기서
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d ( , m , n ) 은 H 0하에서 D m , n 분포의 100(1- ) 백분위수를 나타낸다. 또한

J * = (
m n
N

)
1
2 D m , n

으로 두면, J *의 분포는 m in (m , n ) 일 때, H 0하에서

P 0 (J * <s) =
k = -

( - 1) k e - 2k 2 s 2

가 된다.

2 .3 붓스 트랩 검정

2절에서 소개한 이표본 검정법에 대해서 붓스트랩 방법을 적용하는 절차를 설명하

고, 이표본 콜모고로프- 스미르노브 검정법을 수정한 새로운 검정통계량을 제시하고자

한다.

2 .3 .1 붓스 트랩 카이 제곱 검정

2.1절에서와 같은 분활표를 작성하여 검정통계량

2 =
2

i = 1

r

j = 1

( O ij - E ij )
2

E ij

을 구한다. m 개의 X = (X 1 , X 2 , , X m ) 표본으로부터 붓스트랩 표본

X * = (X *
1 , X *

2 , , X *
m ) 를 랜덤추출하고, n개의 Y = ( Y 1 , Y 2 , , Y n ) 표본으

로부터 붓스트랩 표본 Y * = ( Y *
1 , Y *

2 , , Y *
n ) 를 랜덤추출한다. 붓스트랩 표본 X *

와 Y *를 가지고 2.1절에서와 같은 분할표를 작성하여

2 *
=

2

i = 1

r

j = 1

( O ij
* - E ij

* ) 2

E ij
*

를 구한다. 여기서 O ij
*와 E ij

*는 2.1절의 O ij 와 E ij 와 같은 방법으로 X *
와

Y *로부터 구한다. 이와같은 과정을 충분히 많은 B 회를 시행하여 2 *
값들을 2에

대한 표본분포의 추정분포로 사용한다. 따라서 2의 값이 2 *
값들의 100(1- ) 백

분위수 보다 크면, 유의수준 로 H 0를 기각한다.

2 .3 .2 붓 스트 랩 이 표본 콜모 고로 프 - 스 미르 노브 검정

주어진 표본 X = (X 1 , X 2 , , X m ) 와 Y = ( Y 1 , Y 2 , , Y n ) 로부터 2.2절과
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같은 과정으로 검정통계량

D m , n = max i = 1, , N |F m ( Z ( i) ) - G n ( Z ( i) ) |

를 구한다. m 개의 X = (X 1 , X 2 , , X m ) 표본으로부터 붓스트랩 표본

X * = (X *
1 , X *

2 , , X *
m ) 를 랜덤추출하고, n개의 Y = ( Y 1 , Y 2 , , Y n ) 표본으

로부터 붓스트랩 표본 Y * = ( Y *
1 , Y *

2 , , Y *
n ) 를 랜덤추출한 후, X *와 Y *에 대

한 경험적분포함수를 F *
m (x ) 와 G *

n (y ) 로 나타내면 다음과 같다.

F m
* (x ) =

0 , x < X *
( 1) 일때 ,

i
m ,

X *
( i) x < X *

( i + 1) 일때 ,

1, x X *
( m ) 일때 .

여기서 X *
( i)는 확률표본 X *

1 , X *
2 , , X *

m 의 i번째 순위통계량이다.

G *
n (y ) =

0 , y < Y *
( 1) 일때 ,

i
n ,

Y *
( i) y < Y *

( i + 1) 일때 ,

1, y Y *
( n ) 일때 .

여기서 Y *
( i)는 확률표본 Y *

1 , Y *
2 , , Y *

n 의 i번째 순위통계량이다.

X *와 Y *에 대한 혼합표본의 순위를 다음과 같이 둔다.

Z *
( 1) Z *

( 2) Z *
( N ) , N = m + n

D * = max i = 1 , , N | F *
m ( Z *

( i) ) - G *
n ( Z *

( i) ) |

의 값을 구한다. 이와같은 과정을 충분히 많은 B 회 시행하고, D *의 값들을 D m , n

에 대한 표본분포의 추정분포로 사용한다. 따라서 검정절차는 D m , n의 값이 D * 값들

의 100
2

백분위수보다 작거나, 100(1-
2

) 백분위수보다 크면 유의수준 로 H 0를

기각한다.

2 .3 .3 수정 된 붓 스트 랩 이 표본 콜모 고로 프 - 스미 르노 브 검 정

이표본 콜모고로프- 스미르노브 검정에서 콜모고로프- 스미르노브 검정통계량

D m , n = max i = 1, , N |F m ( Z ( i) ) - G n ( Z ( i) ) |

대신에
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MD m , n =
1
N

N

i = 1
(F m (Z ( i) ) - G n ( Z ( i) ) 2

을 생각하고, 이 통계량을 수정된 이표본 콜모고로프- 스미르노브 검정통계량이라

부른다. D m , n은 두 경험적분포함수의 차이들 중에서 가장 큰 값을 검정통계량으로

하며, MD m , n은 두 경험적분포함수의 차이를 제곱한 것의 평균을 검정통계량으로 한

다. MD m , n의 분포를 구하기 어려움으로, 붓스트랩 방법으로 MD m , n의 표본분포를

추정하고자 한다. 즉, 붓스트랩 표본 X *
와 Y *

로부터

MD *
m , n =

1
N

N

i = 1
( F *

m ( Z *
( i) ) - G *

n ( Z *
( i) ) 2

를 구한다. 이와같은 과정을 충분히 많은 B 회 시행하고, MD *
m , n의 값들을

MD m , n에 대한 표본분포의 추정분포로 사용한다. 따라서 검정절차는 MD m , n의 값이

MD *
m , n 값들의 100(1- ) 백분위수보다 크면 유의수준 로 H 0를 기각한다.

3 . 모의 실험

2장에서 살펴본 이표본 문제에 관한 통계량에 대해서, 정규분포와 지수분포의 경우

에 모의실험을 시행하였다. 각 검정에서 유의수준는 =0.05이고, 모의실험은 1000회

반복 시행하였으며, 붓스트랩 반복 횟수 B 또한 1000회로 하였다. 카이제곱검정과 붓

스트랩 카이제곱검정의 경우 계급의 수는 5로 하였다. 각 검정에 대한 검정력은 그림

1 - 그림 6과 같이 나타난다.

( m = n = 10일 때) ( m = n = 50일 때)

그 림 1 N (0 , 1)과 N ( , 1)을 따르는 모집단에 대한 각 검정의 검정력 함수
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( m = n = 10일 때) ( m = n = 50일 때)

그 림 2 N (0 , 1)과 N ( , 2)을 따르는 모집단에 대한 각 검정의 검정력 함수

k k

( m = n = 10일 때) ( m = n = 50일 때)

그림 3 E ( 1)과 E ( k)를 따르는 모집단에 대한 각 검정의 검정력 함수

( m = n = 10일 때) ( m = n = 50일 때)

그 림 4 N (0 , 1)과 N ( , 1)을 따르는 모집단에 대한 각 검정의 검정력 함수
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( m = n = 10일 때) ( m = n = 50일 때)

그 림 5 N (0 , 1)과 N ( , 2)을 따르는 모집단에 대한 각 검정의 검정력 함수

k k

( m = n = 10일 때) ( m = n = 50일 때)

그 림 6 E ( 1)과 E ( k)를 따르는 모집단에 대한 각 검정의 검정력 함수

그림 1 - 그림 3으로부터 정규분포에 대한 평균과 분산의 변화에 있어서 표본의 개

수가 큰 경우 검정력이 큰 차이가 없으며, 지수분포의 경우 또한 표본의 개수가 커지

면서 검정력의 차이가 줄어드는 것을 알 수 있다. 그림 4 - 그림 6에서 보듯이 수정

된 붓스트랩 이표본 콜모고로프- 스미르노브 검정이 붓스트랩 이표본 콜모고로프-스
미르노브 검정보다 검정력이 약간 좋은 결과를 나타내고 있다.

결론적으로 붓스트랩 검정법은 소표본일 경우는 분포가 알려진 검정법보다 검정력

이 약간 떨어진다고 할 수 있지만, 표본의 수가 증가할수록 기존의 방법과 검정력에

있어서 별 차이를 가지지 않음을 알 수 있다. 그리고 제안된 수정된 이표본 콜모고로
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프- 스미르노브 검정이 이표본 콜모고로프-스미르노브 검정보다 조금 좋은 검정력을

가진다. 따라서 붓스트랩 검정법은 이표본 문제에 대해서 좋은 검정력을 가짐을 알

수 있으며, 모의실험에서 보듯이 대표본인 경우에 붓스트랩 방법의 일치성을 확인할

수 있다.
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