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A b s trac t

W e propose th e Bay esian t est in g for the equality of K - ex ponent ial
populat ion s m ean s w ith T ype- II cen sored data . Specially w e u se the fr act ional
Bay esian fact or s sug gested by O 'H agan (1995) based on th e noninform at iv e
prior s for the param eter s . A nd, w e inv estigate the u sefulnes s of the proposed
Bay esian t est in g procedures via both real data analy sis an d simulation s an d
com pare th e classical likelih ood ratio(LR ) test w ith the proposed Bay esian
test .

주 제 어 : 2종 중단, 모형선택, 무정보적 사전분포, 부분 베이즈요인, 지수분포,

1. 서 론

베이지안 다중검정방법 (m ultiple hypothesis t est ) 은 일반적으로 여러 통계모형에서

만족할만한 결과를 주는 것으로 알려져 있다. 베이지안 검정법은 고려중인 모형에 대

한 사후확률을 계산하여 가장 높은 확률을 갖는 모형을 선택하기 때문에 귀무가설의

기각여부에만 관심을 가지는 고전적인 검정과는 달리 좀 더 구체적인 모형을 선택할

수 있다는 장점이 있다.
베이지안 검정에서는 모수에 대한 사전분포 (prior dist r ibution ) 를 가정해야 하는데

흔히 모형에 대한 사전정보의 부족이나 여러 가지 여건으로 인해 무정보적 사전분포

를 가정하는 경우가 많다. 그러나 무정보적 사전분포 (noninform at iv e prior ) 는 부적

절 분포 (im proper dist r ibut ion ) 인 경우가 대부분이어서 이 때 얻은 베이즈요인

(Bay es factor ) 은 임의의 상수에 영향을 받아 모형 선택에 어려움을 주었다. 많은 학

자들이 이런 어려움을 해결하기 위한 방법을 연구하였다. (Geis ser와 Eddy (1979),
Spieg alhalter와 Sm ith (1982), S an M artini와 Spezzaferr i (1984)).

Berg er와 P ericchi (1996,1998) 는 자료 y 를 트레이닝 표본 (tr aining sam ple ) 이라
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불리는 y ( l )과 이를 제외한 나머지 표본 y ( - l )으로 나누어 임의의 상수를 소거하

는 방법인 내재적 베이즈요인 (in t rin sic Bay es fact or ; IBF ) 을, O 'H ag an (1995) 은

부분 베이즈요인 (fr act ional Bay es factor ;F BF ) 을 제안하였다.
IBF 는 최소 트레이닝 표본 (m inim al t r ain in g sam ple ) 의 선택에 영향을 받게 되므

로 안정성이 떨어진다. 이런 영향을 제거하기 위하여 제안된 산술 내재적 베이즈요인

(ar ithm et ic IBF ; AIBF ) 은 소표본인 경우와 비내포 (non - nest ed) 모형인 경우에는

안정적이지 못하고 표본의 수가 큰 경우에는 계산 시간이 많이 걸린다는 단점이 있

다. 이런 이유로 Berger와 P ericchi (1998) 는 비내포 모형이나 소표본에서도 잘 적용

되는 중위수 내재적 베이즈요인 (m edian IBF ; MIBF ) 을 제안하였다. 그러나 내재적

베이즈요인은 근본적으로 표본의 재사용이라는 문제점을 안고 있다.
한편, O 'H agan (1995) 이 제안한 F BF는 IBF에 비해 계산 시간이 적게 걸릴 뿐만

아니라 비내포 모형인 경우에도 쉽게 이용할 수 있다는 점과 트레이닝 표본을 고려하

지 않아도 된다는 장점이 있다. 또한 두 모형이 비내포 모형인 경우 두 모형 M 1 과

M 2 에 대한 산술 내재적 베이즈요인을 구할 때, M 1 의 M 2 에 대한 AIBF와 M 2 의

M 1 에 대한 AIBF의 값은 역수의 관계가 성립하지 않지만 부분 베이즈요인인 경우에

는 역수의 관계가 성립한다는 장점도 있다.

본 논문에서는 2종 중단된 K 개 지수분포의 모수에 대한 다중 검정 방법으로서

O 'Hagan (1995) 이 제안한 부분 베이즈요인을 이용한 베이지안 검정법을 제안한다.
기존의 고전적인 검정법은 우도비 검정통계량 (likelihood ratio t est st at istic ) 을 이

용하여 K 개 지수분포의 평균 상등에 관한 검정을 실시한다.

K 개 지수분포의 표본의 크기는 각각 n i , i = 1, 2 , , K 라 하고 각 지수분포는 모

수 i , i = 1, 2 , , K 를 가진다고 가정하자. 각 모집단에서의 2종 중단된 자료는

y i 1 y i 2 y i r i
이고 나머지 ( n i - r i )개의 자료는 y i r i

와 같은 값을 가진다. 이

때 우도비 검정통계량은 다음과 같이 주어진다.

= (2
K

i = 1
r i ) log - 2

K

i = 1
( r i log i ) .

여기에서 =
K

i = 1
T i /

K

i = 1
r i , i = T i / r i이고, T i =

r i

j = 1
y i j + ( n i - r i )y i r i

이다.

이 때 우도비 검정통계량 는 근사적으로 자유도 d .f . = (K - 1)을 가지는 카이제

곱 (Chi- s quare) 분포를 따른다.
Dal Ho Kim , S an g Kil Kang 과 S eong W . Kim (2000), S eong W . Kim (2000),

S eon g W . Kim 과 D. Sun (2000) 은 2종 중단된 자료를 이용하여 지수분포를 따르는

두 모집단의 평균 비교에 대한 베이지안 검정법을 제안하였다. S eong W . Kim과

Hyun soo Kim (2000) 은 지수분포를 따르는 두 집단의 평균을 비교하기 위한 방법으

로 부분 베이즈요인의 값과 일반적인 베이즈요인의 값을 근사적으로 일치시키는 내재

적 사전분포를 제안했고 Jon g sig Bae, Hyun soo Kim과 S eong W . Kim (2000) 은 정

규분포를 따르는 두 모집단의 평균을 비교하기 위한 내재적 사전분포를 제안하였다.

일반적으로 K 의 수가 작을 경우 (K 3) 에는 직접 사후확률을 계산하는 것이 가

능하나 K 의 수가 4 이상이 되면 사후확률을 계산하는 것이 매우 어려워진다. 예를
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들어 K = 4이면 가설의 수가 15개, K = 5인 경우에는 52개, K = 6인 경우는 203개

에 이르는 가설의 사후확률을 계산하여야 한다. 이와 같이 모집단의 수가 1개씩만 증

가하더라도 가설의 수는 엄청나게 증가하며 이들 가설에 대한 사후확률은 계산은 가

능하나 힘든 작업이 될 것이다. 그러나 Gopalan 과 Berry (1998) 에 소개된 형태

(configurat ion ) 의 정의를 응용하여 사후확률을 계산한다면, 알고리즘 측면에서 간략

하게 표현이 가능하리라 생각한다.
본 논문의 2절에서는 부분 베이즈요인에 대해 간략하게 소개하고 3절에서는 관심의

대상이 되는 가설에 대해 무정보적 사전분포 (noninform at iv e prior ) 를 이용한 베이

지안 검정 방법을 제시한다. 마지막으로 4절에서는 제안한 검정 방법이 올바른 결정

을 내리는지를 알아보기 위하여 실제자료와 모의실험을 통하여 그 결과를 알아보고

고전적인 검정법과 비교해 본다.

2 . 부 분 베 이즈 요인

Y = ( Y 1 , Y 2 , , Y n )을 확률밀도함수 f ( y )를 갖는 모집단으로부터 추출된 확

률표본이라고 하고 이며, 는 유한한 차원을 가진다고 가정하자.

베이지안 관점에서는 모형 M l : l, l , l = 1, 2 , , Q에 대한 모형선택

(m odel select ion )을 한다고 했을 때 모형 M l 에서의 모수 에 대한 사전분포와 모형

M l 가 참일 사전확률을 이용하여 모형 M l 가 사실일 사후확률을 계산하여 가장 높은

사후확률을 가지는 모형을 선택한다. 이 때의 사후확률은 다음과 같이 계산된다.

P ( M l y ) = (
Q

u = 1

p u

p l
B u l )

- 1 . (1)

여기에서 p l 는 모형 M l 가 참일 사전확률이며 B u l 는 모형 M u 의 모형 M l 에 대한

베이즈요인 (Bay es fact or ) 으로서 정의는 다음과 같다.

B u l =
m u ( y )

m l ( y )
=

u

f ( y ) u ( ) d

l

f ( y ) l ( ) d
. (2)

여기에서 l ( )는 모수 의 사전분포이고 m l ( y )는 모형 M l 에서의 Y 에 대한

주변확률밀도함수 (m arginal or predictiv e den sity ) 이다.

무정보적 사전분포를 N
l ( )라고 두면, 식 (2)는

B N
u l =

m N
u ( y )

m N
l ( y )

=
u

f ( y ) N
u ( ) d

l

f ( y ) N
l ( ) d

(3)

이 되며, 이 때 식 (3)에는 부적절 분포의 사용으로 인한 임의의 상수가 포함되어 있

다. 이런 어려움을 해결하기 위해 O 'Hag an (1995) 이 제안한 부분 베이즈요인은 다음

과 같이 정의한다.

[정 의 1 .] 모형 M 1 의 모형 M 2 에 대한 부분 베이즈요인은 다음과 같이 주어진다.
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B b
12 ( y ) =

q 1 ( b , y )

q2 ( b , y )
. (4)

여기에서 l = 1, 2에 대하여

q l ( b, y ) =
-

l ( i )f l ( y l )d l

-
l ( l ) [ f l ( y l ) ] bd l

(5)

이며 b는 미리 정해진 상수이다. 위의 식 (4)를 이용하여 부분 베이즈요인을 계산하

면 l 에 대한 사전분포가 미지의 상수를 가지는 부적절 분포가 되더라도, 미지의 상

수는 서로 상쇄되어 나타나지 않음을 알 수 있다.

O 'H ag an (1995) 는 식 (4)와 식 (5)에 포함되어 있는 상수 b를 선택하는 방법으로

연구자의 사전분포에 대한 관심에 따라 세 가지 방법을 제시하였다. 이 논문에서는,

n 을 표본의 크기, m 을 최소 트레이닝 표본의 크기라 한다면, b = m / n 인 방법 사용

하기로 한다. 이 경우는 부분 베이즈요인을 계산할 때 널리 쓰이는 방법이기도 하다.

3 . 2종 중단 된 지 수분 포의 베이 지안 다중 검정

모수 를 가지는 지수분포의 확률밀도함수는 다음과 같이 주어진다.

f ( y ) = ex p ( - y ) , y 0 , >0 . (6)

2종 중단된 자료는 n 개의 자료 중에서 처음으로 관찰되는 r 개의 관찰값으로써

y 1 y 2 y r로 나타내고 나머지 ( n - r )개의 자료는 y r 과 같은 값을 가진다. 그

러면 관찰값 ( Y 1, Y 2 , , Y r )의 결합확률밀도함수와 Y p , 1 p r의 주변확률밀도함

수는 다음과 같이 주어진다.

f (y 1 , , y r ) =
n !

( n - r) !
r ex p ( - (

r

i = 1
y i + ( n - r)y r ) ) , (7)

f (y p ) =
n !

(p - 1) ! ( n - p) !
( ex p ( - y p ) ) n - p + 1( 1 - ex p ( - y p ) ) p - 1 . (8)

K 개 지수분포의 표본의 크기는 각각 n i , i = 1, 2 , , K 라 하고 각 지수분포는 모수

i , i = 1, 2 , , K 를 가진다고 가정했을 때, 각 모집단에서 2종 중단된 자료는

y i 1 y i 2 y i r i
이고 나머지 ( n i - r i )개의 자료는 y i r i

이다.

모수 i , i = 1, 2 , , K 를 가지는 독립인 K 개의 2종 중단된 지수분포에서 각 모집

단의 평균을 서로 비교한다고 가정했을 때 관심의 대상이 되는 모형은 다음과 같다.
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M 1: 1 = 2 = = K ,

M 2: 1 2 , 1 = 3 = = K ,

M Q: 1 2 K .

이 때 가능한 모형의 수는 다음과 같이 주어진다.

Q = B K , K 2 ,

여기에서 B t + 1 =
t

i = 0

t
i( )B i , t = 0 , 1, 2 , , B 0 = 1이다.

위의 각 모형에 Gopalan 과 Berry (1998) 의 형태 (configurat ion ) 의 개념을 도입하

여 사전분포와 우도함수를 나타내기로 한다.

K 개의 모수 i 를 임의의 p 개의 서로 다른 그룹으로 분류하기 위하여

S = {s 1 , s2 , , sK }라 두자. 이때 s i , i = 1, 2 , , K 는 같은 그룹에 속하는 모수를 나

타내는 첨자를 의미한다. 예를 들어 K = 5인 경우 S = {1, 2 , 1 , 2 , 3 }으로 주어졌다면

이는 1 = 3 2 = 4 5인 모형을 의미하며 모수가 서로 다른 세 그룹( p = 3 )이

존재한다는 뜻이다.

서로 다른 p 개의 그룹에 속하는 모수를 *
1 , *

2 , , *
p 라고 두고 각 그룹에 속하

는 각 그룹에 속하는 첨자들의 집합을 I j , 중단된 표본의 크기를 N ( I j ) , 첨자의 크

기를 n ( I j )라 한다면 i = 1, 2 , , K , j = 1, 2 , , p , p = 1, 2 , , K 에 대해서 다음과

같이 주어진다.

I j = { i s i = j } ,

N ( I j ) =
i I j

r i ,

n ( I j ) = t ot al n um ber of i , i I j .

이때 모형이 1 = 3 2 = 4 5으로 주어졌다면 1 = 3 = *
1 , 2 = 4 = *

2 ,

5 = *
3 이 되고 각 그룹에 속하는 첨자들은 각각 I 1 = {1, 3 }, I 2 = {2 , 4 }, I 3 = {5 }로

주어진다. 또한 각 그룹의 표본의 크기는 각각 N ( I 1 ) = r 1 + r 3 , N ( I 2 ) = r 2 + r 4 ,

N ( I 3 ) = r 5 이며 n ( I 1 ) = 2 , n ( I 2 ) = 2 , n ( I 3 ) = 1이 됨을 알 수 있다.

K 개의 2종 중단된 지수분포의 모수를 비교하기 위해 앞에서 제시한 모형들을 검정

하기 위한 사전분포로 다음과 같은 무정보적 사전분포를 가정한다.

N ( *
1 , *

2 , , *
p ) =

1
*
1

*
2

*
p

, p = 1, 2 , , K . (9)

K 개의 모수가 임의의 p 개의 그룹으로 나누어진다고 가정했을 때 식 (7)을 이용하

여 우도함수를 구해보면 다음과 같다.
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L ( *
1 , *

2 , , *
p ) =

K

i = 1

n i !
r i ! ( n i - r i) !

p

k = 1

* N ( I k )
k

ex p [ -
p

k = 1
[ *

k
i I k

(
r i

j = 1
y i j + ( n i - r i )y i r i

) ] ] .

(10)

먼저 식 (9)에 주어진 사전분포와 식 (10)의 우도함수를 이용하여 부분 베이즈요인을

구하기 위한 식 (5)의 분자식을 구한다.

[L em m a 1 .] K 개의 모수가 임의의 p 개의 그룹으로 나누어진다고 가정할 때 부분

베이즈요인을 구하기 위한 식 (5)의 분자식은 다음과 같다.
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다음으로 K 개의 모수가 임의의 p 개의 그룹으로 나누어질 때 부분 베이즈요인을

구하기 위한 식 (5)의 분모식을 구한다.

[L em m a 2 .] K 개의 모수가 임의의 p 개의 그룹으로 나누어진다고 가정할 때 부분

베이즈요인을 구하기 위한 식 (5)의 분모식은 다음과 같다.
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임의의 두 모형

(1) M l : K 개의 모수가 임의의 p 1 개의 서로 다른 그룹으로 나누어진다.

(2) M u : K 개의 모수가 임의의 p 2 개의 서로 다른 그룹으로 나누어진다.

라고 가정하자.

[T h e orem 1 .] 모형 M l 에 대한 M u , l , u = 1, 2 , , Q에 대한 부분 베이즈요인은

다음과 같이 구해진다.
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(13)

식 (13)은 Lemm a 1과 Lem m a 2에 의해 주어진 식 (11)과 식 (12)을 이용하여 얻을

수 있다.

4 . 모 의 실 험

4절에서는 모집단을 세 개로 가정하고 모의실험을 행하여 제안한 방법의 유용성을

알아보고 고전적인 검정법을 이용하여 얻은 결과와 비교해 보기로 한다.

세 개의 모집단을 각각 ex p ( 1 )과 ex p ( 2 ) , ex p ( 3 )이라 하자. 이 때 고려할 수

있는 모형은 다음과 같이 주어진다.

M 1 : 1 = 2 = 3 , M 2 : 1 = 2 3 , M 3 : 1 = 3 2 ,

M 4 : 1 2 = 3 , M 5 : 1 2 3 .

즉 모집단의 수는 K + 3이고 검정 가능한 모형의 수는 Q = 5이다.
[예 제 1] 다음에 주어진 자료는 보잉 720 제트 비행기에서 냉방장치 고장의 시간간

격을 나타내는 자료이다 (Proschan 1963) . 여기에서 각 비행기의 고장시간 간격은 독
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립이면서 지수분포를 따른다고 가정한다. 세 집단의 표본의 크기는 각각

n 1 = 24 , n 2 = 16 , n 3 = 15이고 r 1 = 20 , r 2 = 13 , r 3 = 12로 가정하였다.

Plane 1
3,5 ,5 ,13 ,14 ,15 ,22 ,22 ,23 ,30 ,36 ,39 ,44 ,46 ,50 ,72 ,79 ,88 ,97 ,102,
139,188,197,210

Plane 2 14,14,27,32,34,54,57,59,61,66,67,102,134,152,209,230
Plane 3 12,21,26,27,29,29,48,57,59,70,74,153,326,386,502

먼저 고전적인 가설 검정법인 우도비 검정을 이용하여 위에 주어진 가설을 검정해

본 결과 p - 값이 0.48020이 되어 모형 M 1 이 선택됨을 알 수 있었다.

다음으로 표 1에는 각 모형에 대한 사전확률을 1/ 5로 가정하고 앞에서 제안한 부분

베이즈요인을 이용하여 계산한 결과를 나타내었다. 고전적인 검정법에서와 마찬가지

로 모형 1, 즉 M 1 : 1 = 2 = 3이 선택됨을 알 수 있다.

표 1 . 모 형 M l , l = 1, 2 , 3 , 4 , 5 대 한 사후 확 률

P {M 1 y } P {M 2 y } P {M 3 y } P {M 4 y } P {M 5 y }

F BF .46602 .13472 .12902 .22036 .04989

[예 제 2] 각 모형에 제안한 검정 방법이 올바른 결정을 내리는지를 알아보기 위하여

모의실험을 실시하였는데 이 때의 계산은 100번 반복으로 이루어졌으며 각 모형에 대

한 사전확률은 1/ 5로 가정하였다. 또한 모수 ( 1 , 2 , 3 )의 값은 (5,5,5), (5,5,10),

(5,10,5), (5,10,10) 그리고 (5,10,20)으로 가정하고 각각 10%와 20%의 자료가 중단되었

다고 가정하였다. 표 2와 3은 중단율이 각각 10%와 20%일 경우, 앞에서 제시한 F BF

를 이용하여 각 모형 M l , l = 1, 2 , 3 , 4 , 5에 대한 사후확률을 계산해 놓은 결과이다.

표 2와 3으로부터, 제안한 F BF를 이용하면 표본의 크기가 비교적 작은 경우에도 올

바른 모형을 선택한다는 것을 알 수 있었다.
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표 2 . F B F 를 이 용 한 M l , l = 1, 2 , 3 , 4 , 5에 대 한

사 후 확 률 (중 단 율 10 %)

( 1 , 2 , 3) ( n 1 , n 2 , n 3) P {M 1 y } P {M 2 y } P {M 3 y } P {M 4 y } P {M 5 y }

(5,5,5) (10,10,10) .39466 .18623 .16951 .17343 .07617
(20,10,10) .40881 .17181 .17389 .17474 .07075
(20,20,10) .42628 .17205 .16963 .16858 .06346
(20,20,20) .45818 .15698 .17645 .15371 .05468
(30,20,20) .48693 .15575 .16545 .14332 .04854
(30,30,20) .48674 .14745 .16199 .15739 .04643
(30,30,30) .49123 .13955 .15479 .16787 .04656

(5,5,10) (10,10,10) .25033 .27576 .18176 .15179 .14036
(20,10,10) .29497 .30339 .13111 .15753 .11300
(20,20,10) .27412 .33908 .13487 .12600 .12592
(20,20,20) .19185 .43644 .13160 .09974 .14038
(30,20,20) .18159 .46791 .08464 .11043 .15543
(30,30,20) .18621 .47524 .10970 .08595 .14291
(30,30,30) .16227 .50034 .07654 .11964 .14121

(5,10,5) (10,10,10) .26550 .15027 .29655 .15749 .13018
(20,10,10) .27101 .12191 .34044 .13941 .12723
(20,20,10) .17249 .10755 .41441 .15609 .14946
(20,20,20) .20452 .12704 .42731 .10305 .13807
(30,20,20) .19482 .10851 .42006 .12744 .14918
(30,30,20) .13897 .07837 .53368 .10086 .14813
(30,30,30) .14704 .07902 .53565 .09892 .13937

(5,10,10) (10,10,10) .22290 .15428 .15775 .30895 .15611
(20,10,10) .20158 .15551 .14191 .36017 .14083
(20,20,10) .15672 .09715 .13860 .45410 .15344
(20,20,20) .17166 .09725 .10610 .46824 .15674
(30,20,20) .14806 .10626 .11941 .46742 .15885
(30,30,20) .15499 .08093 .14850 .46367 .15192
(30,30,30) .11804 .08069 .08260 .54619 .17248

(5,10,20) (10,10,10) .13605 .33637 .05996 .24938 .21824
(20,10,10) .07124 .29881 .03387 .35815 .23793
(20,20,10) .07860 .22172 .03038 .38365 .28565
(20,20,20) .02222 .30648 .00720 .32869 .33540
(30,20,20) .01954 .27085 .00541 .35496 .34924
(30,30,20) .01313 .26737 .00410 .29064 .42476
(30,30,30) .00561 .28341 .00117 .22015 .48967
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표 3 . F B F 를 이 용한 M l , l = 1, 2 , 3 , 4 , 5에 대 한 사 후 확률 (중 단율 20 % )

( 1 , 2 , 3) ( n 1 , n 2 , n 3 ) P {M 1 y } P {M 2 y } P {M 3 y } P {M 4 y } P {M 5 y }

(5,5,5) (10,10,10) .35815 .19191 .18656 .17278 .09060
(20,10,10) .36676 .18461 .18986 .16849 .09028
(20,20,10) .44290 .17315 .16778 .15507 .06109
(20,20,20) .44560 .16379 .16279 .16693 .06088
(30,20,20) .45238 .16188 .15805 .17068 .05701
(30,30,20) .47047 .15636 .15504 .16672 .05140
(30,30,30) .46638 .17474 .16713 .13921 .05254

(5,5,10) (10,10,10) .22978 .31320 .16568 .14688 .14445
(20,10,10) .25023 .30572 .12782 .17663 .13961
(20,20,10) .26640 .33142 .14613 .12872 .12733
(20,20,20) .22461 .42484 .10589 .11487 .12979
(30,20,20) .19088 .41446 .09970 .15030 .14467
(30,30,20) .19794 .47182 .10159 .09413 .13452
(30,30,30) .16408 .50941 .08778 .09828 .14045

(5,10,5) (10,10,10) .24843 .15225 .29966 .15417 .14549
(20,10,10) .26700 .12535 .31502 .16299 .12964
(20,20,10) .18808 .09636 .38923 .18524 .14108
(20,20,20) .21216 .11537 .42268 .11351 .13629
(30,20,20) .18618 .07502 .46393 .12451 .15036
(30,30,20) .16361 .09665 .45148 .14655 .14171
(30,30,30) .12548 .08362 .53965 .08615 .16509

(5,10,10) (10,10,10) .24462 .16541 .14899 .30282 .13816
(20,10,10) .22313 .15466 .15785 .32299 .14138
(20,20,10) .18947 .11383 .16459 .38962 .14250
(20,20,20) .21191 .11778 .13108 .40747 .13176
(30,20,20) .14436 .09583 .13249 .47556 .15176
(30,30,20) .18197 .09275 .12948 .46484 .13096
(30,30,30) .16201 .08837 .09283 .50068 .15611

(5,10,20) (10,10,10) .09889 .30615 .04727 .29946 .24824
(20,10,10) .05437 .27170 .02867 .38387 .26140
(20,20,10) .06085 .26740 .03368 .37410 .26397
(20,20,20) .02762 .33015 .00914 .28209 .35099
(30,20,20) .01054 .27369 .00430 .35035 .36113
(30,30,20) .02292 .20143 .00632 .32916 .44017
(30,30,30) .00380 .24481 .00104 .30353 .44681
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