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1. 서 론
1)

휨부재는 일반적으로 휨과 전단을 받는다. 그러나 

비틀림까지 받는 경우가 있다. 예컨대, 교량의 가장자

리 보나 슬래브의 가장자리 보가 그렇다. 이러한 보는 
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휨과 전단 외에 비틀림까지 받는다.2)

Vecchio 등은 압축장이론을 비틀림 해석에 적용

(Collins 등, 1991)하였으나, 콘크리트의 인장강성을 

무시하였다. 이 경우 균열 전 콘크리트의 비틀림강성

이 사실보다 극히 작게됨으로써 균열 전 해석결과가 
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평균변형률을 이용한 RC보의 비틀림 해석

Torsional Analysis of RC Beam Using Average Strains
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Abstract

Nonlinear analysis of the reinforced concrete beam subjected to torsion is presented. 

Seventeen equations involving seventeen variables are derived from the equilibrium equation, 

compatibility equation, and the material constitutive laws to solve the torsion problem. 

Newton method was used to solve the nonlinear simultaneous equations and efficient 

algorithms are proposed. Present model covers the behavior of reinforced concrete beam under 

pure torsion from service load range to ultimate stage. Tensile resistance of concrete after 

cracking is appropriately considered. The softened concrete truss model and the average 

stress-strain relations of concrete and steel are used. To verify the validity of present model, 

the nominal torsional moment strengths according to ACI-99 code and the ultimate torsional 

moment by present model are compared to experimental torsional strengths of 55 test 

specimens found in literature. The ultimate torsional moment strengths by the present model 

show good results.

keywords : Torsion, Average Strain, Newton Method, After Cracking



158      한국구조물진단학회 제6권 제2호(2002. 4)

생략되는 결과를 초래하게 된다.

Vecchio 등(1986)은 콘크리트의 인장강성을 고려

한 수정압축장이론을 전단문제에 적용함으로써 지금까

지 통상적으로 콘크리트의 인장강성을 무시한 해석에 

새로운 시도를 보이고 있다. Rahal 등(1995)은 수정

압축장이론을 전단과 비틀림의 조합을 받는 보에 적용

하였다.

본 논문의 연구목적은 공간트러스이론에 균열 후 콘

크리트의 인장강성을 고려하고 콘크리트와 철근의 평

균응력과 평균변형률을 이용한 해석을 통하여 좀 더 

사실에 가까운 비틀림해석을 하고자함에 있다.

2. 철근 콘크리트 보의 비틀림

Fig. 1은 비틀림철근으로 보강된 철근콘크리트보의 

단면을 보인 것이다. 이 보가 비틀림모멘트를 받으면 

Fig. 2에 보인 바와 같이 나선형 균열을 일으킨다. 

부재의 비틀림해석은 부재를 나선형 콘크리트 사재로 

구성되는 공간트러스로 취급함으로써 이루어진다. 이 

경우 횡방향 인장타이는 폐쇄스터럽에 의해 얻게되고, 

인장측 현재는 종방향철근에 의해 얻어진다. 이것이 

박벽관, 공간트러스 이론의 개념이며 Fig. 2에 보인 

바와 같이 실제 거동의 단순화를 잘 보여 주고 있다.

2.1 평형방정식

비틀림을 받는 보의 해석모델로 공간트러스이론을 

사용한다. 해석의 단순화를 위해 다음과 같이 가정한다.

(1) 콘크리트의 주압축응력의 방향과 주압축변형률

의 방향은 같다.

(2) 단면의 가장자리 둘레에 전단흐름영역이 형성되

며, Bredt의 박판이론(Timoshenko 등, 1970)

에 의하여 전단흐름은 전단흐름영역에 일정하

게 작용한다고 간주한다.

(3) 콘크리트스트럿의 휨에 의한 압축부의 깊이는 

전단흐름영역의 두께와 같다.

전단응력과 수직응력을 받는 2차원 콘크리트요소는 

Fig. 3과 같은 막요소(membrane element)로 볼 

수 있다. Fig. 3에서 내부 응력인 철근의 응력 fsℓ, 

fst과 콘크리트의 응력 fcℓ, fct의 합은 외부로부터 작용

한 힘에 의한 응력 fℓ, ft과 같아야 함으로 다음의 평

형방정식이 성립된다.

         Acℓfℓ=Acℓf cℓ+Asℓf sℓ  (1)

            Actf t=Actf ct+Astf st  (2)

여기서

  fℓ, ft : 종방향 및 횡방향의 수직응력

 fcℓ, fct : 종방향 및 횡방향의 콘크리트의 수직응력

 fsℓ, fst  : 종방향 및 횡방향의 철근의 인장응력

Asℓ, Ast : 종방향 및 횡방향 철근의 단면적

Acℓ, Act : 콘크리트요소의 종방향 및 횡방향 단면적

Fig. 1 Cross section of RC beam
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식⑴과 식⑵의 양변을 각각 Acℓ, Act로 나누고 ρℓ

=Asℓ/Acℓ, ρt=Ast/Act라 하면

             fℓ= f cℓ+ ρℓ f sℓ  (3)

               f t= f ct+ ρ t f st  (4)

여기서

ρℓ, ρt : 종방향 및 횡방향의 철근비

콘크리트 요소의 수직응력과 주응력의 관계는 좌표

변환을 통하여 다음과 같이 된다.

          f cℓ= f 2 cos
2θ + f 1 sin

2θ  (5)

          f ct= f 2 sin
2θ + f 1 cos

2θ  (6)

여기서 θ는 주응력의 방향각

식⑸와 식⑹을 식⑶과 식⑷에 각각 대입하면 다음과 

같이 된다.

     fℓ= f 2 cos
2θ + f 1 sin

2θ + ρℓf sℓ  (7)

      f t= f 2 sin
2θ + f 1 cos

2θ + ρ tf st  (8)

콘크리트 요소의 전단응력과 주응력과의 관계는 좌

표변환을 통하여 다음과 같이 된다.

          v=(- f 2 + f 1 ) sinθ cosθ  (9)

여기서

 v : 전단응력

 f1, f2 : 콘크리트요소 내에 작용하는 주응력

박벽관이론에 의하여 전단흐름내의 전단응력과 비틀

림 모멘트의 관계식을 다음과 같이 구할 수 있다(신현

묵 등, 2001).

                 v =
T
2Aotd

 (10)

여기서

 Ao : 전단흐름의 중심선으로 둘러싸인 면적

 td : 전단흐름두께

2.2 적합방정식

Fig. 3과 같은 전단응력과 수직응력을 받는 2차원 

콘크리트 막요소의 적합방정식은 변형률의 좌표변환을 

이용하여 다음과 같이 된다(Hsu, 1996).

        εℓ=ε2 cos
2θ + ε1 sin

2θ  (11)

         ε t=ε2 sin
2θ + ε1 cos

2θ  (12)

       γ=2(-ε2+ ε1 ) sinθ cosθ  (13)

여기서

ε1, ε2 : 주인장 및 주압축방향의 평균 주변형률

εℓ, εt : 종방향 및 횡방향의 평균 수직변형률

      γ: 평균 전단변형률

콘크리트 부재가 비틀림을 받으면 콘크리트스트럿이 

휨과 압축을 받는다. Fig. 4는 이러한 콘크리트스트럿

Fig. 3 RC membrane elements subjected to in-plane 

stresses: (a) Reinforced concrete; (b) Concrete; 

(c) Reinforcement; (d) Principal axes 2-1 for 

stresses on concrete; (e) Assumed crack direction
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(d)                        (e)
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=              +
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의 응력분포를 보인 것이다.

Bredt의 박판탄성론에 의하여 다음과 같은 적합방

정식을 얻을 수 있다(Hsu, 1984; Hsu 등, 1983).

         φ=
p o
2Ao

γ T⋎Tcr  (14)

         φ=
T
CGc

T≤Tcr  (15) 

                 C=
2x2oy

2
o

x o+y o
 (16)

            Tcr=1.06 f cu
A2cp
p cp

 (17)

               ψ = φ sin 2 θ  (18)

                 t d=
ε2s
ψ

 (19)

                 ε2s= 2ε2  (20)

여기서

φ : 단위길이 당 비틂각

xo, yo : 각각 폐합스터럽의 짧은 변과 긴 변의 길이

po : 전단흐름의 중심선이 이루는 둘레길이

Gc : 콘크리트의 전단탄성계수

ψ : 콘크리트스트럿의 곡률

ε2s : 콘크리트스트럿의 표면의 압축변형률

Acp : 단면의 외부둘레로 둘러싸인 콘크리트 단면적

pcp : 콘크리트 단면의 둘레길이

fcu : 콘크리트의 압축강도

2.3 구성법칙

세 개의 평형방정식 식(7)∼(9)과 세 개의 적합방

정식 식(11)∼(13)은 평균응력과 평균변형률을 기초

로 한 것이므로, 이에 적용할 구성법칙 또한 평균응력

과 평균변형률에 대한 것이어야 한다. 

이에 대하여 Belarbi 등(1995), Pang 등(1995)

이 제안한 식을 사용하였다.

콘크리트의 압축응력과 변형률의 관계식은 다음과 

같다(Fig. 5 참조).

   ε2/ζε o ≤1

f 2 = ζf cu [2(
ε 2
ζε o )-(

ε 2
ζε o )

2

]
 (21)

   ε2/ζε o >1

f 2 = ζf cu [1-(
ε2/ζε o-1

2/ζ-1 )
2

]
 (22)

               ζ=
0.9
1+400ε1

 (23)

여기서

εo : 압축강도에 대한 콘크리트의 변형률(=0.002)

 ζ : 연화계수

콘크리트의 인장응력과 변형률의 관계식은 다음과 

같다(Fig. 6참조).

           ε1≤0.00008
f 1=Ecε1

 (24)

Fig. 4 Stress distribution of concrete strut

Hoop
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bar ε2s       ζfcu

ε2   td
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Fig. 5 Softened stress-strain curve of concrete in 

compression
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    ε1 > 0.00008

f 1= f ct ( 0.00008ε1 )
0.4

 (25)

여기서

Ec :콘크리트의 탄성계수(12,455√fcu ㎏f/㎠)

fct :콘크리트의 균열강도(0.994√fcu ㎏f/㎠)

철근의 인장응력과 변형률의 관계식은 다음과 같다

(Fig. 7 참조).

  ε s≤ε n f s=Esε s  (26)

  

ε s≤εn

f s= f y [ (0.91-2B)+(0.02+

0.25B)
ε s
ε y ][1-

2-α2/45〫

1,000ρ ]

 (27) 

  ε n= ε y(0.93-2B) (1-
2-α2/45°

1,000ρ )  (28)

                B=
1
ρ (
f ct
f y )

1.5

 (29)

여기서

Es : 철근의 탄성계수

 fn : 콘크리트 속의 철근의 평균항복강도

 fs : 철근의 평균응력

 fy : 철근의 항복강도

α2 : 외력에 의한 주압축응력과 종방향철근이 이루

는 고정각(순수전단의 경우 α2=45°)

εn : 콘크리트 속 철근의 평균항복변형률

εy : 철근의 항복변형률

 ρ : 철근비

3. 방정식의 해

3.1 비선형 연립방정식의 구성

방정식의 총수는 모두 17개(평형방정식 4개, 적합

조건식 7개, 재료관련식 6개)이며, 미지변수는 Table 

1에 보인 바와 같이 17개 (응력 4개, 변형 및 변위 

10개, 재료 3개)이다.

식(9)와 식(10)으로부터 다음 식을 얻을 수 있다.

         T=Aotd ( f 1- f 2) sin2θ  (30)

Fig. 7 Average stress-strain curve of mild steel 

bars in concrete using bilinear model

Bare steel bars

Steel bars in concrete

fs

fy

fn
fo

εn εy                         εs

Fig. 6 Average stress-strain curve of concrete 

in tension

f1

fct

εct                            ε1

Table 1 Variables used in equations

Variables

Stress v, f2, f1, fs

Strain or 

Displacement
εℓ, εt, γ, ε2, ε2s,

ε1, θ, φ, ψ, td

Material ζ, εn, B
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식(14), (18)∼(20)으로부터 다음 식을 얻을 수 

있다.

     pot d (ε1-ε2) sin
22θ-4Aoε2=0  (31)

모든 변수는 ε2, ε1, θ, td를 알면 구할 수 있다. 

즉, ε2, ε1, θ, td를 독립변수로 나머지 변수를 종속

변수로 간주한다. 먼저 ε2를 선정하고 ε1, θ, td는 

식(7), (8), (31)의 연립방정식을 만족시키는 해를 

Newton법으로 구하면 얻을 수 있다. 그 다음 다른 

변수들은 ε2, ε1, θ, td들로부터 순차적으로 구할 수 

있다.

임의의 주압축변형률 ε2에 대한 비틀림모멘트는 식

(30)으로부터 구할 수 있다. 주압축변형률 ε2를 점진

적으로 증가시켜가며 그에 상응하는 비틀림모멘트를 

구하면 전 하중 이력에 대한 해를 얻는다.

식(7), 식(8), 식(30), 식(31)의 연립방정식의 해

를 구하기 위하여 FORTRAN 프로그램을 이용하였으

며, Fig. 8은 컴퓨터의 계산과정을 설명한 전산흐름도

이다.

3.2 해석예제 및 고찰

해석예제로서 참고문헌(Hsu 등, 1983)에서 인용한 

보 55개를 선정하였다. 

Table 2는 ACI-99 설계기준에 의한 공칭비틀림강

도와 본 논문이 제안한 모델에 의한 극한비틀림모멘트

를 각각 실험값과 비교한 것이다. Table 2에 보인 바

와 같이 본 논문이 제안한 모델에 의한 값이 ACI-99

에 의한 값보다 실험값에 더 가깝게 나타났으며, 

ACI-99에 의한 공칭비틀림 강도는 오히려 실험값보

다 크게 나타났다.

Fig. 9∼12에 보인 바와 같이 극한비틀림모멘트는 

실험값에 잘 일치하고 있음을 알 수 있다. 콘크리트 

균열 전 해석은 박벽관이론에 의하되 탄성이론에 의하

여 수행되었으며(Hsu, 1984), 균열강도 또한 콘크리

트가 2축의 인장과 압축에 있음을 감안하여 콘크리트

의 파괴계수 2.0√fcu 보다 작게 1.06√fcu를 취하

였다. 

이는 시방서(ACI, 1999)의 규정에 따른 것으로 균

열강도의 하한 값이다. 그 결과 Fig. 9∼12에 보인 

바와 같이 충실단면(Fig. 9, 10)은 균열비틀림모멘트

가 작게 나왔으나, 중공단면(Fig. 11, 12)은 잘 맞는 

것으로 나타났다.

Fig. 8 Flow chart
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Go next ε2

Print output
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Table 2 Torsional strengths

Beam Section y/x

Long..
 steel
 ratio
(%)

Trans.
 steel
 ratio
(%)

Test

Texp

kgf-m

ACI-99 Proposed Model

Tn

kgf-m

 Tn 

Texp

Tn

kgf-m

 Tn 

Texp

B1 Solid 1.5 0.534 0.537 2,270 2,415 1.064 2,257 0.995

B3 Solid 1.5 1.170 1.170 3,825 4,606 1.204 4,294 1.123

B4 Solid 1.5 1.600 1.610 4,827 5,855 1.213 5,360 1.110

B7 Solid 1.5 0.534 1.170 2,742 3,281 1.197 2,975 1.085

B9 Solid 1.5 1.170 0.537 3,042 2,870 0.943 3,154 1.037

B10 Solid 1.5 2.670 0.537 3,502 3,118 0.890 3,347 0.956

D1 Hollow 1.5 0.534 0.537 2,281 2,444 1.071 2,288 1.003

D3 Hollow 1.5 1.170 1.170 3,986 4,766 1.196 4,429 1.111

M1 Solid 1.5 0.827 0.549 3,099 2,853 0.921 2,858 0.922

M2 Solid 1.5 1.170 0.781 4,136 3,934 0.951 3,875 0.937

M3 Solid 1.5 1.600 1.070 4,470 4,537 1.015 4,304 0.963

I2 Solid 1.5 0.827 0.832 3,675 3,850 1.048 3,645 0.992

I3 Solid 1.5 1.170 1.170 4,654 5,188 1.115 4,900 1.053

I4 Solid 1.5 1.600 1.610 5,922 6,359 1.074 5,918 0.999

I5 Solid 1.5 2.110 2.130 7,212 8,049 1.116 7,433 1.031

J1 Solid 1.5 0.534 0.537 2,189 2,287 1.045 2,035 0.930

G2 Solid 2.0 0.620 0.626 4,113 4,080 0.992 3,837 0.933

G3 Solid 2.0 0.880 0.882 5,058 5,390 1.066 5,056 1.000

G4 Solid 2.0 1.200 1.200 6,613 6,858 1.037 6,382 0.965

G6 Solid 2.0 0.600 0.594 3,986 4,067 1.020 3,802 0.954

G7 Solid 2.0 0.930 0.938 5,369 5,717 1.065 5,312 0.989

N1 Solid 2.0 0.611 0.622 922 905 0.982 851 0.923

N1a Solid 2.0 0.611 0.622 922 900 0.977 847 0.919

N2 Solid 2.0 1.110 1.130 1,475 1,502 1.018 1,388 0.941

N2a Solid 2.0 1.110 1.100 1,348 1,498 1.111 1,362 1.011

N3 Solid 2.0 0.916 0.903 1,244 1,268 1.019 1,171 0.941

K1 Solid 3.25 0.564 0.565 1,567 1,590 1.015 1,484 0.947

K2 Solid 3.25 1.025 1.027 2,419 2,587 1.069 2,376 0.982

T0 Hollow 1.0 1.29 1.31 21,080 23,118 1.097 21,784 1.033

T1 Hollow 1.0 0.724 0.746 13,190 14,129 1.071 13,077 0.991

T2 Hollow 1.0 0.724 0.746 13,390 14,129 1.055 13,077 0.977

T4 Solid 1.0 0.724 0.746 13,190 14,129 1.071 13,077 0.991

VS2 Solid 1.833 0.35 0.36 1,993 2,229 1.119 1,996 1.001

VS3 Solid 1.833 0.52 0.54 2,915 3,127 1.073 2,814 0.966

VS9 Solid 1.833 0.33 0.35 2,200 2,715 1.234 2,341 1.064

VB3 Solid 1.833 0.66 0.69 4,735 5,202 1.099 4,718 0.996

VB4 Solid 1.833 0.66 0.69 4,954 5,391 1.088 4,916 0.992

VQ1 Solid 1.0 0.33 0.32 2,154 2,134 0.991 1,948 0.904

VQ3 Solid 3.118 0.39 0.40 2,039 2,189 1.073 1,956 0.959

VQ9 Solid 5.757 0.45 0.45 2,235 2,234 0.999 1,994 0.892

VH1 Hollow 1.0 0.33 0.33 2,178 2,155 0.989 1,935 0.889

VU2 Solid 1.833 0.48 0.67 3,099 3,746 1.209 2,951 0.952

VU4 Solid 1.833 0.63 0.33 2,650 2,353 0.883 2,341 0.884

VM1 Solid 1.838 0.64 0.64 1,417 1,383 0.976 1,252 0.884

VM2 Solid 1.833 0.62 0.62 3,998 3,909 0.978 3,616 09054

VM3 Solid 1.834 0.67 0.63 10,290 9,707 0.943 9,347 0.909

VM4 Solid 1.833 0.63 0.62 28,480 31,230 1.097 29,198 1.025
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Table 2 Torsional strengths (continued)

Beam Section y/x

Long..
 steel
 ratio
(%)

Trans.
 steel
 ratio
(%)

Test

Texp

kgf-m

ACI-99 Proposed Model

Tn 

kgf-m

 Tn 

Texp

Tn

kgf-m

 Tn 

Texp

A2 Solid 1.0 0.78 1.08 2,304 2,137 0.928 2,121 0.920

A3 Solid 1.0 1.23 1.21 2,834 3,153 1.113 2,897 1.022

A4 Solid 1.0 1.77 1.69 3,514 3,984 1.134 3,649 1.039

B2 Solid 2.0 0.78 1.08 2,120 1,954 0.922 1,952 0.921

B3 Solid 2.0 1.23 1.26 2,581 2,916 1.130 2,668 1.034

PT4 Hollow 1.0 1.1 0.67 7,143 5,818 0.815 6,371 0.892

2-1 Solid 1.897 1.67 0.62 2,085 2,440 1.170 2,274 1.090

R-1 Solid 1.977 2.27 1.33 1,078 1,040 0.965 1,235 1.145

Mean 1.048 0.982

Cov 0.087 0.066
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Fig. 10 Torque-twist curve for specimen G6
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Fig. 11 Torque-twist curve for specimen T2
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Fig. 9 Torque-twist curve for specimen G3
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Fig. 12 Torque-twist curve for specimen VH1
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4. 결 론

본 연구에서는 비틀림하중을 받는 철근콘크리트부재

의 거동을 해석하기 위하여 콘크리트스트럿의 연화와 

콘크리트의 인장강성을 고려하였으며, 콘크리트와 철

근의 의 평균응력-변형률 관계식을 사용하였다. 연구

결과 다음과 같은 결론을 얻을 수 있다.

1) 사용하중상태에서 극한하중상태까지 전하중 이

력에 대한 거동을 해석하였다.

2) 콘크리트의 인장강성을 고려하여 보다 실제에 

가까운 해석을 하였으며, 균열 후에도 콘크리트

의 인장저항을 고려하였다.

3) ACI-99에 의한 공칭비틀림강도보다 본 논문이 

제시한 모델에 의한 비틀림강도가 실험값에 더 

가깝게 나타났다.
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