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Development of Delaunay Triangulation Algorithm Using Subdivision

Park, S. H.*  and Lee, S. S.**

ABSTRACT

Delaunay triangulation is well balanced in the sense that the triangles tend toward equiangularity. And 
so, Delaunay triangulation hasn't some slivers triangle. It's commonly used in various field of CAD 
applications, such as reverse engineering, shape reconstruction, solid modeling and volume rendering. 
For Example, In this paper, an improved Delaunay triangulation is proposed in 2-dimensions. The sug­
gested algorithm subdivides a uniform grids into sub-quad grids, and so efficient where points are non- 
uniform distribution. To get the mate from quad-subdivision algorithm, the area where triangulation­
patch will be most likely created should be searched first.

Key words : Delaunay triangulation, incremental construction algorithm, triangle patch, uniform grid, 
subdivision algorithm

1.서 론

평면 또는 공간상의 점들을 연결하여 패치를 생성하 

려는 시도는 19세기 Gauss와 Dirichlet에 의해 시작되 

었으며 20세기 초 Voronoi와 Delaunay가 Delaunay 
삼각망으로 정의된 패치 구성을 제안하면서 본격화되 

었다. 이러한 Delaunay 삼각망은 DuaT인 Vbronoi Dia 
-gram과 함께 연구되어져 왔는데 Delaunay 삼각망의 

큰 특징은 분할된 삼각 패치를 내각이 등각에 가까운 

정삼각형 형태로 개선함으로써 전체적으로 삼각망을 균 

일하게 흐｝는 특성이 있다. 이러한 장점 때문에 Delaunay 
삼각망은 여러 분야에서 이용이 되고 있다.

최근 Delaunay 삼각망을 이용한 다양한 응용분야에는 

역공학(Reverse Engineering), Solid Modeling, Volume 
Rendering, 컴퓨터를 이용한 시각화 등이 있다. 역공학 

의 예를 들면 3차원 스캐너를 이용하여 대상체에서 3 
차원의 불규칙한 점들을 얻어내어 이를 이용하여 삼각 

망을 생성하는데 위에서 설명한 Delaunay 삼각형 기법 

을 이용하게 된다. 최근 Vblume품질의 향상, 시각화 

개선을 위해 더 많은 데이터가 추가적으로 입력되어지 

고 있어 고성능 컴퓨터가 등장하는 요즘에도 효율적인 

알고리즘 개발이 필수적이다. 본 논문에서 제안하는 알 

고리즘은 현재까지 개발되었던 여러 Delaunay 삼각망 

알고리즘들이 Uniform Grid를 사용함으로써岡 Point 
의 분포가 비균일한 점 집합일 경우, 균일한 점 집합에 

서 보다 수행속도가 느려지는 단점을 보완하기 위해서 

Grid 내부에 점 집합이 밀집해 있을 경우 Grid를 좀더 

작은 Sub-Grid로 분할한다. 또, Incremental Construc­
tion Algorithm에서 Mate를 찾는 방법으로, 기존의 외 

접원 또는 외접구의 반지름을 임의의 크기만큼 증가시 

켜 가면서 외접원을 포함하는 Grid 내부의 점 집 합을 

찾는 것이 아니라, 정삼각형 망이 생성될 가능성이 높 

은 지역부터 우선 탐색하는 방법을 사용함으로써 탐색 

효율을 높이는 Heuristic 방법으로 삼각형 망의 생성시 

간을 단축하게 된다.

2. 기존의 Delaunay 삼각망 생성 알고리즘

2.1 Vbronoi Diagram을 이용한 방법

이 방법은 먼저 필요한 점들의 집합에 대한 Varonoi 
Diagram을 생성한 뒤 Common Edge를 가지는 Vbro 
-noi Site들을 직선 연결하여 Delaunay 삼각망을 생성 
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하는 방법이다. 이미 Vbronoi Diagram을 생성하였을 

경우에 0（"）의 수행 시간만을 가지면 되지만, 이 방법 

은 먼저 Vbronoi Diagram을 구해야 하고, Vbronoi 
Cell들에 대한 위상정보가 필요하므로 데이터가 방대 

해 지는 단점이 있다.

2.2 Divide & Conquer 알고리즘
Divide & Conquer Algorithm。이은 먼저 점 집합 

들을 분할（Divide）하고, 각각의 부분들을 Delaunay 
삼각망을 생성 （Conquer）하는 방법으로 삼각망을 형성 

한 후에 다시 각각의 부분들을 병합하는 과정 이 필요 

하다.

이 Algorithm은 병합의 어려움 때문에 쉽게 병렬화 

할 수 있는 장점에도 불구하고, 널리 이용되는 방법은 

아니다.

2.3 Flipping
임의의 삼각화를 먼저 생성한 후에 부분적인 변경을 

통해서 Delaunay 삼각망을 생성하는 기법이다. 2차원 

인 경우에 먼저 4점으로 이루어진 두 개의 삼각을 고 

려하여 삼각형내의 최대각을 전체 삼각형들에 대해 최 

소화하는 방향으로 Flipping을 진행한다.

이 방법은 알고리즘이 매우 단순하여 구현하기에는 

쉬우나 속도 면에서 Divide & Conquer 알고리즘이나 

최적화된 Incremental Construction 알고리즘에 비해 

느리다.

2.4 Incremental Construction 알고리즘
이 알고리즘은 Delaunay 삼각망을 생성하는데 있어 

서 그 기본 정의인 Empty Circle（3차원에서는 sphere） 
을 이용하는 방법이다.

먼저 Empty Circle의 성질을 만족하는 Delaunay 삼 

각형을 하나 만들고, 만들어진 이 Delaunay 삼각형과 

이웃흐｝는 Delaunay 삼각형은 Empty Circle의 성질을 

이용하여 추가하는 방법이다.

이 방법은 모든 점 집합을 고려하여 삼각망을 생성 

하기 때문에 이론적인 최악수행시간은 0（疽）（2차원인 

경우）로 매우 나쁘지만 검색하는 점 집합의 수를 제한 

하면 커다란 성능 향상을 가질 수 있다.

3. 본 논문에서 제안하는 

Delaunay 삼각망 Algorithm

본 논문에서 제안하는 알고리즘은 Fang과 Piegl이 

제안&기하는 uniform Grid를 이용한 Delaunay 삼각망 

에 근간을 두고 있다. Uniform Grid를 사용하면 특정 

영역에 포함되는 기하 요소를 짧은 시간에 찾을 수 있 

는 장점이 있다. 따라서 , Delaunay 삼각망 생성 과정에 

서 이를 적용시키면 한 외접원 내부에 존재하는 점을 

찾을 때, 모든 점 집합을 찾을 필요가 없어 전체 수행 

속도를 크게 향상시킬 수 있다. 특히 점 집합의 수가 

많으면, 더욱 효과적이다.

그러나, Uniform Grid는 그 점 집합이 균일 할 때 

는 매우 효과적이나 점 집합이 불 균일 할 때는 Grid 
내에 점이 하나도 없거나 또는 너무 많은 점들이 존재 

하기 때문에 효율성에 문제가 생긴다. 따라서, Quad 

subdivision을 수행하여 하나의 GHd내에 4개 이상의 

점들이 존재하는 경우, 동일한 크기의 Sub-quad를 생 

성한다.

3.1 Data의 전처리

（若, 朋 1 = 0, "를 2차원찬의 점 군이라고 한다면, 

최단 시간 안에 임의의 선분 訪의 Mate인 점 c를 찾아 

Delaunay 삼각망을 생성 하고, Delaunay 삼각망에 의해 

생성된 새로운 Edge를 이용하여 연속적인 Delaunay 삼 

각망을 만든다.

Mate를 빨리 찾기 위한 방법으로 먼저, 2차원 평면 

상에 Uniform Grid를 생성한다. Uniform Grid의 간격 

은 점군이 균일할 때 Grid가 대략 하나의 점을 포함할 

수 있도록 다음과 같이 처리한다.

、讨£ — /("max-Xmin)(ymax-)，min)
N

Xmax, Xmi„, ymM, ymin : X, y의 최대, 최소값

N : 점의 개수

(1)

g 湖_x = 즈그羿 (2)

航七 = 气쁘 ⑶

i_cell = int(grid^x) (4)
J.ceZZ = int(grid项 (5)

i_c이I, j_cell : grid의 ij 번째 index number

3.2 quad subdivision
위의 방법으로 Uniform GHd를 생성하고 난 후, 

Grid 내부에 4개 이상의 점이 존재할 때（즉, 동일한 

Index 번호를 가진 점이 4개 이상일 때） 동일한 크기의 

4개 Grid로 나눈다（Fig. 1 참조）.

3.3 Delaunay 삼각망의 시작 선분 찾기

Incremental Construction 알고리즘은 어떠한 선분에
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王

Fig. 1. Divide uniform grid into sub grids.

서부터 출발하든지 문제가 없다. 그러나, 효율성을 위 

해 grid의 중앙에서부터 시작하는 것이 일반적이다. 중 

앙의 Grid Index를 (诚枷，扁Q이라 한다면,

('middle，jmiddle)=

侦件性专些), ”给그凹=)) ⑹

gr너間，gridx^ , gridyan , g湖%* 、, : x, :y Grid 
Index의 최소, 최대값

중앙의 Grid Index에 점 요소가 없다면 (imW<iIe-n, 

丿”"娅-，”에서 (］顽血 + n, 丄“娅 + n)("은 1, 2, 3...) 
까지 영역을 확장해가면서 내부 점 요소를 찾는다.

첫 점 요소 0을 찾았다면 이 점과 최단거리에 있는 

다른 점을 찾아 시작 선분을 만든다. 0을 포함하고 있 

는 Grid 내부에 다른 점이 있다면 이점을 가장 가까운 

점 3로 하고 다른 점이 없다면 Grid 영역을 확장하여 

최단 거리에 있는 R를 찾는다(Fig. 2 참조).

3.4 Delaunay 삼각망 생성

1. 기본적으로 특정 선분 戸菖의 우측 부분을 탐색 

한다.

2. 중심이 되는 점을 구하고, (두 점의 좌표가 R 

(xi, %), P2(x2, ya)라면, (x, + x2)/2, yi + %/2이 중심점 

이 된다) 이 중심점에서 선분을 이끌어 내어 길이가 선 

분 戸两의 J5/2이 되며, 기울기가 선분 戸两와 수 

직인 선분을 하나 생성한다.

3. 다음과 같이 선분을 생성하게 되면 점 Pi, R와 

새로이 생성된 선분의 끝점 巳는 정삼각형 형태가 

된다.

4. Delaunay 삼각망은 정의 상 삼각형의 내각이 등 

각에 가까운 정삼각형 형태가 가장 많이 생성되므로 

Fig. 3에서 보는 바와 같이 R가 포함된 Grid를 우선 

탐색하고(제1탐색지역), 이 영역에 점이 포함되지 않으 

면 영역을 정사각형 형태로 확장하여서 시계(또는 반 

시겨］)방향으로 탐색한다. 즉 정점부분의 Index가 (i,j) 
라면 (/- 1, j- 1), (;- 1, j), (i- 1, j+ 1), (i, j+ 1), 

(Z+ 1, j+ 1)...의 순서로 검색해 나간다.

5. 만일, Grid 내부에 Sub-Grid가 존재할 경우엔 우 

선 탐색지역에서 가장 가까운 Grid 부분을 먼저 탐색 

한다(Fig. 3 참조).

6. 위와 같은 검색을 실시하여 검색 영역 안에 점이 

발견되면, R, R와 새로운 점 尸3를 지나는 원을 그리 

고 이 원을 포함하는 최소의 정사각형을 만든다.

그리고, 이 정사각형이 지나는 Grid 내부의 점들을 

검색하여 점 r, &, p} 이외에 다른 점들이 Circle 내 

부에 존재하는지 판정한다(Fig. 4 참조). 만약, 내부에 

포함하는 점이 없으면 R는 선분 戸页의 Mate가 되 

어 새로운 Delaunay 삼각망이 완성된다.

7. 그러나, Circle 내부에 점들이 존재하면, 즉시 그 

점을 새로운 Mate로 갱신하고 새 Mate를 기준으로 하

Fig. 2. Find the one closet to F】.

匿亜簿 1st search area 2nd search area
^・・ 3rd search area 4rd search area

Fig. 3. Process to make a triangle, given an edge.

한국CAD/CAM학회 논문집 제 7권 제 4 호 2002년 12월
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여 위와 같은 작업을 Empty Circled- 만족할 때까지 

반복한다(Fig. 5 참조).

Fig. 4. Search grids within bound box.

4. 개발 환경

본 연구에서는 Visual C++ 6.0을 이용하였고, 다음 

의 표1과 같은 환경 하에서 프로그램을 개발하였다.

Delaunay Triangulation을 생성하기 위해서 먼저 임 

의의 점 집합을 발생시킨다. 이 프로그램에서 제공하 

는 점 집합은 전 구간을 균일하게 분포시켜주는 균등 

분포(Uniform Distribution)와 정규분포(Normal Distri 
-bution) 점 집합이 있다.

Fig. 6과 Fig. 7은 각각의 메뉴를 실행시켰을 때의 

결과 화면이며 Fig. 8은 Delaunay 삼각망을 수행한 후 

의 화면이다.

Thble 1. System configuration

Computer Pentium III 450MHz
운영체계 Windows 2000 Professional
language Visual C++ 6.0

Fig. 5. Delaunay triangulation algorithm.

Fig. 6. Unifronn distribution (n = 300).

Fig. 7. Normal distribution (n = 300).

한국CAD/CAM학회 논문집 제 7 권 제 4 호 2002년 12월
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Fig. 8. A result of triangulation patch (uniform distribution).

Fig. 9. Runtime of uniform distribution.

—Flipping |

"110 ■^■1 一・一 Divide & Conquer

* Random- ,
Incremental

Uniform Grid(Not ■

0
Sub애 vision) |

0 2000 4000 6000 Uniform
점의 갯수 GridfQuad

Subdivision)

Table 2. Performance of Delaunay triangulation algorithms 
(Uniform Distribution)

^\^number of point

Triangulation^\^ 
algorithms

500 1000 2000 4000

Flipping 1.15 2.58 5.02 11.28
Divide and Conquer 1.08 2.14 4.25 8.48
Random-incremental 1.27 2.60 5.08 10.95
Uniform Grid 
(Not Subdivision) 0.99 2.02 4.03 8.05

Uniform Grid 
(Quad Subdivision) 1 2.01 4.08 8.11

Table 3. Performance of Delaunay triangulation algorithms 
(Normal Distribution) (Quad-Subdivision Delaunay 
Triangulation Patch runtime = 1 (n = 500))

\^Number of point

Delaunay^^
TriangulatioG、、^ 
algorithms 、、、

500 1000 2000 4000

Flipping 1.16 2.60 5.32 11.48
Divide and Conquer 1.08 2.18 4.37 8.65
Random-incremental 1.26 2.60 5.12 11.25
Uniform Grid 
(Not Subdivision) 1.12 2.20 4.51 9.01

Uniform Grid 
(Quad Subdivision) 1 2.03 4.10 8.21

5.결 고卜

본 논문에서 제시한 알고리즘을 이용한 Delaunay 삼 

각망과 기존의 Delaunay 삼각망 알고리즘과 비교한 결 

과 다음과 같은 결과를 얻었다.

Normal Distribution
—♦— Flipping

으
스
스
 e
u
M

O
N

 
떠이*-
,'*
 

0
0
9

 n
 u

 

u

 으

S
5

p
q

 그

甲
 P

B
n

° 2000 4000 6000
점의 갯수

Divide & 
Conquer

云 Random- 
Incremental

—Uniform 
GridfNot 
Subdivision)

—*— Uniform 
Grid(Quad 
Subdivision)

Fig. 10. Runtime of normal distribution.

비교 알고리즘 중, Divide and Conquer 알고리즘은 

M. Karasick〔m이 재구성하고 실행한 것을 이용하여 작 

성하였으며, Uniform Grid 방식은 Tsung-Pao Fang과 

Les A. Pie이이 제안한 방식을 사용하였다. 표에서 실 

행시간은 전처리 시간과 Delaunay 삼각망을 수행한 시 

간을 합친 시간이다.

6. 결론 및 추후 계획

Uniform Grid를 사용하면 특정 영역에 포함되는 기 

하요소를 짧은 시간 안에 찾을 수 있는 장점 이 있다.

그러나, Uniform Grid를 이용한 Delaunay 삼각망은 

점 집합이 정규 분포나 지수분포형태를 가질 경우, 그 

리드 내부에 점이 밀집되어 있기 때문에 밀집된 점을 

모두 검색하여야 한다.

따라서, Quad Subdivision을 시행하여 검색을 하면 

우선 검색 범위를 줄일 수 있기 때문에 Mate를 찾는 

시간을 감소시킨다. 이 알고리즘의 평균 검색시간은 

O(GST(n) + n * Search_Mate_S( ))(GST(n): n개의 점 

집합으로부터 Uniform Grid를 생성하고, Quad Sub- 

division을 실행하는 전처리 시간, Search_Mate_S( ): 
Quad Subdivision된 Grid에서 Mate를 찾는 시간)로서 

한국CAD/CAM학회 논문집 제 7 권 제 4호 2002년 12월



분할 Delaunay 삼각화 알고리즘 개발 253

점 집합이 불균일할 경우, 기존의 Uniform Grid에서의 

평균 검색시간 O(GT(n) 十 n * Sear아)_Mate_U( )) (GT 

(n):n개의 점 집합으로부터 Grid를 생성하는 전처리 

시간, Search_Mate_U( ): Uniform Grid에서 Mate를 

찾는 시간) 보다 효율성 이 높다.

(불균일한 점 집합에서 Mate를 검색하는 시간 

Search_Mate_S( ) « Search_Mate_U( )이다.)

따라서, Delaunay 삼각망을 형성하는 속도 측면에서 

보면 위의 결과에서처럼 기존의 Unifonn Grid를 이용 

하는 방법보다 835%의 속도향상을 얻을 수 있다.

향후에는 본 논문의 Delaunay 삼각망 알고리즘을 토 

대로 하여 3차원으로 확장을 할 예정이며 3차원 삼각 

망을 구성하기 전에 거칠게 입력된 점군을 적절히 전 

처리 하여 속도 뿐 아니라 품질을 향상시키는 방법도 

고려 중에 있다.
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