
한국 CAD/CAM 학회 논문집
제 7권 제 2 호 2002년 6월 pp. 75-80 기술논문

공차를 고려한 다각형 영역의 내외부 판별 알고리즘

정연찬*,  박준철**

*종신회원, 큐빅테크 큐빅기술연구소

**정회원, 큐빅테크 큐빅기술연구소

- 논문투고일: 2001. 7. 6
- 심사•완료일 : 2001. 9. 10

Tolerance-based Point Classification Algorithm for a Polygonal Region
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ABSTRACT

This paper details a robust and efficient algorithm for point classification with respect to a polygon 
in 2D real number domain. The concept of tolerance makes this algorithm robust and consistent. It 
enables to define ion-boundary\ which can be interpreted as either 'in-' or 'out-' side region, and to 
manage rounding errors in floating point computation. Also the tolerance is used as a measure of reli
ability of point classifications. The proposed algorithm is based on a ray-intersection technique known 
as the most efficient, in which intersections between a ray originating from a given test point and the 
boundaiy of a re흥km are counted. An odd number of intersections indicates that the point is inside 
region. For practical examples the algorithm is most efficient because most edges of the polygon region 
are processed by simple bit operations.
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1.서  론

'영역의 내외부 판별，문제는 어떤 점이 닫힌 영역의 

내부에 속하는지, 외부에 속하는지 판별하는 문제이 

며, 컴퓨터 그래픽스, CAD/CAM, 지리 정보 시스템 

등의 다양한 분야에서 활용되는 기본적인 계산 기하 

(computational geometry) 문제다“成. 본 연구에서는 2 
차원 실수 영역에서 정의되는 영역의 내외부 판별 문 

제를 다루고자 한다.

많은 기존의 연구는 주로 영역의 내부와 외부, 두 영 

역으로 검사점을 분류해 왔다. 본 논문에서는，공차， 

개념을 도입해서 내부, 외부, 경계의 세 영역으로 검사 

점을 분류하는 방법을 제시하고자 한다. 제시하는 방 

법은 다른 어떤 방법보다 강건한(robust) 알고리즘을 보 

장하는데, 이것은 공차 개념을 통해 얻어진다. 그리고, 

일반적으로 가장 빠른 판별 방법인 직선 교차 방법을 

쓰고 있기 때문에 계산(computing)의 효율성도 보장하 

는 방법이다.

1.1 관련 연구

기존의 연구는 크게 직선 교차 방법 (ray-intersection 

or parity-count method), 각도 합계 방법 (angle

summation or winding number method), 삼각형 팬 

방법 (triangle fan method), 격자 방법 (grid method) 
등의 네 가지로 나눌 수 있다

직선 교차 방법은 검사점을 시작점으로 하는 검사 

직선(test ray)과 검사 영역과의 교차(crossing) 회수를 

헤아리는 방법이다. 교차 회수가 홀수면 영역의 내부 

로, 짝수면 외부로 판별한다心m.
각도 합계 방법은 판별 영역이 다각형 영역인 경우 

에 가능한 방법이다. 이 방법은 다각형의 모서리를 일 

관성 있는 방향으로 따라가면서, 검사점과 다각형의 모 

서리로 삼각형을 구성하고, 그 삼각형에서 검사점에서 

의 각들을 합한다. 각도 합이 2兀의 배수이면 검사점은 

내부 점이고, 영(zero)이면 외부 점이다山。〕.

삼각형 팬 방법은 다각형을 하나의 꼭지점을 기준으 

로 방사형으로 뻗어나오는 삼각형들의 집합으로 보 

고, 모든 삼각형과 검사점의 내외부 판별결과를 합산 

75



76 정연찬, 박준철

하는 방법이다. 삼각형 팬 방법에서는 내부의 공유 모 

서리에 검사점이 걸칠 경우에 대한 특별한 처리가 요 

구되는데, 여기에서 오류가 개입될 가능성이 있다U
격자 방법은 다각형을 감싸는 관리상자(诚orizing 

box) 내부의 등간격 격자를 내부(fiilly inside)/외부 

(fully outside)/보류(intermediate)로 선행처리 한 후 이 

를 참조하는 방법이다. 격자 방법은 간단하고 강건한 

(robust) 방법이지만 실수 연산을 필요로 하는 분야에 

서는 적용하기 곤란하며, 그래픽스 분야에서 픽셀 

(pixel) 단위의 연산에 효과적 인 방법 이다叫

실수 영역에서 정의되는 다각형 영역의 내외부 판별 

에 사용할 수 있는 방법 가운데, 계산 시간이 가장 빠 

른 방법은 직선 교차 방법이다. 그러나, 하나의 다각형 

영역에 대해서 여러 개의 점을 판별하는 경우에는 스 

와스 기법 (swath method)이 가장 효율적인 것으로 평 

가되고 있다. 이 방법은 직선 교차 방법의 변형으로 주 

어진 다각형 영역에 대해서 미리 필요한 계산을 해 두 

는 방식이다WJ.

1.2 직선 교차 방법의 문제점
직선 교차 방법은 개념적으로 명확한 방법이지만 실 

제 구현에서는 일관성 있게 교차 회수를 구하기가 쉽 

지 않다. 영역의 경계선과 검사 직선의 교점 계산을 통 

해서 교차 회수를 구하기 때문인데, 검사 직선이 다각 

형의 꼭지점을 지나거나 다각형의 모서리와 일치하는 

경우에 교점의 정의가 불명확하기 때문이다.

Fig. 1의 匚은 꼭지점이 검사 직선에 접촉하는 경우 

이며, H는 꼭지점에서 만나는 경우이고, T3는 검사 직 

선이 모서리와 일치하는 경우이다. 특히, 이런 경우에 

실수 연산의 라운드 오프 오류의 영향이 커지면서 교 

점 계산은 더욱 불안하게 된다. 또, 교점의 정의가 불 

명확하기 때문에 다각형을 이루는 경계의 시작점이 바 

뀌거나 방향이 바뀌는 경우에 서로 다른 판별 결과를 

낳기도 한다. 가장 쉬운 접근 방법은 검사 직선의 방향

Fig. 1. Special cases of ray intersection.

Fig. 2. Incomplete polygonal region.

을 바꾸어서 특수한 경우를 회피하는 방법이지만 라운 

드 오프 오류로 인해 완전한 회피를 보장하는 방향을 

찾는 것도 쉽지 않다叫 이 문제를 해결하려는 다양한 

시도들이 있었는데 실수 연산의 라운드 오프 오류를 

제거하려는 연구들과 영역 경계의 방향 혹은 시작점과 

무관하게 일관성 있는 판별 결과를 보장흐｝는 방법에 

관한 연구가 대부분이다"m.
직선 교차 방법의 또 다른 문제는 영역의 정의가 불 

명확한 경우이다. Fig. 2와 같이 경계를 구성하는 모서 

리의 시작점과 끝점이 일치하지 않거나 단순 다각형 

(simple polygon)이 아닌 경우가 있다. Hui®는 모서리 

의 시작과 끝에 공차 영역 (tolerance zone)을 적용해서 

Fig. 2의 T|과 T?와 같은 경우에도 교점 이 한번씩 계산 

되도록 하였으며, 별도의 거리 비교를 통해서 검사점 

이 영역의 경계에 있는 경우를 판별하였다.

1.3 본 논문의 목적
본 연구에서는 영역 내외부 판별 문제에 공차 개념 

의 적용을 통해 실수 연산의 라운드 오프 오류를 제어 

하고자 한다. 공차 개념을 통해 영역을 내부와 외부 및 

경계의 세 가지로 구분하고, 영역의 내외부를 일관성 

있게 판별하고자 한다. 실제로 경계로 분류되는 점들 

은 필요에 따라 내부 혹은 외부로 재 해석할 수도 있 

으며, 영역 판별의 신뢰성 평가의 잣대로 활용될 수도 

있다.

영역을 내부와 외부 및 경계로 분류하는 개념은 몇 

몇 논문卩"에서 소개 되었다. 그러나 2차원 실수 영 역 

에서 정의되는 다각형 영역의 내외부 판별 문제에 공 

차의 개념을 적용한 실제 알고리즘을 제시한 논문은 

발견하지 못했다.

본 연구에서 제안하는 방법은 직선교차 방법을 확장 

한 알고리즘이며, 전체적인 방법은 다각형 영역을 이 

루는 꼭지점을 분류하고, 분류된 꼭지점의 코드에 따 

라 인접한 꼭지점이 이루는 모서리의 교차 여부를 판 
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단하게 된다. 다루는 문제의 정의와 용어는 2장에서 설 

명하고, 제안하는 방법의 구체적인 내용을 3장과 4장 

에서 설명하겠다. 끝으로 5장에서 이 논문의 결론을 맺 

는다.

2. 문제 및 용어의 정의

본 연구에서 다루는 문제는 다각형 p와 검사점 丁가 

2차원 실수 공간에서 주어지고, 공차 e가 주어질 때, 

p와 e에 의해서 정의되는，내부，,，외부，,，경계，의 세 

영역 중 어디에 丁가 존재하는지 결정하는 것 이다. 

이때, 다각형 P는 꼬임을 허용하는 임의의 형상이다. 

기존의 연구에서 꼬임이 없는 단순 다각형 (simple 

polygon) 영역을 가정하는 경우가 많은데, 실수 영역의 

실제 문제들은 엄밀한 의미의 단순 다각형이 아닌 경 

우가 많기 때문에 꼬임을 허용하는 것이 타당하다. 재 

단곡면(trimmed surface)의 정의역 경계 곡선(domain 

boundary cuwe)의 경우에 정의에 의하면 꼬임이 없는 

단순 곡선이지만侦, 실제 데이터는 조금씩 꼬여 있 

거 나 Fig. 2와 같이 시작과 끝점 이 일치 하지 않는 곡선 

의 조합으로 구성된다. 특히, 재단 곡면을 처리하는 

CAD/CAM 시스템마다 허용하는 공차가 다르기 때문 

에 공차를 적용해도 단순 곡선으로 해석할 수 없는 경 

우가 많다. Fig. 2와 같은 모서리가 떨어진 경우에도 

모서리를 연결하여 닫힌 영역을 구성하면 꼬임이 있는 

영 역으로 해석할 수 있다.

설명을 위해 다각형 P는 n개의 꼭지점으로 구성되 

며 Vb V2, …, %으로 표현한다. 이때, \不과 竄은 

서로 다른 점이다. 그리고, 과 Y를 잇는 직선을 

모서리(edge)라고 부르기로 한다. 그리고, 검사점 丁를 

시작점으로 하는 반직선을 검사 직선(test ray) R이라 

고 흐卜자. 검사 직선은 계산의 효율성을 위해 통상 X-축 

혹은 y-축과 평행한 직선을 채택하는 것이 좋은데, 본

▲

Fig. 3. Problem definition.

연구에서는 y-축과 평행한 직선을 채택했다. Fig. 3에 

본 연구에서 다루는 문제를 도식적으로 나타내었다. 이 

때, 경계 영역의 폭은 공차의 두 배인 2e이다.

3. 꼭지점 분류

교차 회수를 구하기 위해 먼저 다각형을 이루는 꼭 

지점(V|, V)을 9개의 코드로 분류한다. 9개의 분
류 코드는 각각의 꼭지점이 검사점 丁를 기준으로 어떤 

영역에 있는지 나타내며, Fig. 4는 9개의 분할 영역과 

각 영역에 해당하는 분류 코드를 보여주고 있다. Fig. 4 
에서 CT에 해당하는 영역은 검사점 T를 중심으로 공 

차 e만큼의 상하좌우 폭을 가지는 사각 영역임을 알 

수 있다. 아흡 개의 코드 값들은 비트(bit) 연산을 위해 

서 비트로 표현되어 있다.

꼭지점 분류의 과정은 그래픽스에서 흔히 사용하는 

클리핑 (clipping) 알고리즘인 'Cohen-Sutherland 알고리

Fig. 4. Outcodes for vertex classification.

즘,网과 유사하다. C로 구현된 프로그래밍 코드가

LU 1 UP I RU
(1010) (1000) (1001)

--- --------------y = Ty + e

LT CT RT
(0010) (0000) (0001)

―LD 「 DN
--- --------------y = Ty. e

RD
(0110) (0100) (0101)

x = Tx- e x = Tx + e

unsigned int VertexClassificationfV, T, e)

unsigned int outcode = CT;

if(V.x 그 Zx 수 初 outcode |= RT;
else if (V.x <T.x-e) outcode |= LT;

if (V.y 느 + e丿 outcode |= UP;
else if (V.y < T.y-y) outcode |= DN;

if (outcode == CT) {
double d 그 DistancefV, T);
if (d <= e) return CT;
else if (V.y 브 Ty) return UP;
else return DN;

return outcode;

Code 1. Vertex classification. 
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Code 1에 나타나 있는더］, 꼭지점이 CT(중앙) 구간에 

속하는 경우에만 다르게 처리됨을 알 수 있다. 이 함수 

에서 CIS 판정되면 검사점은 다각형의 꼭지점 위에 

놓여 있다. Code 1의 함수에서 입력 인자 V는 다각형 

의 꼭지점에 해당하고, T는 검사점이며, e는 공차이다.

다각형을 이루는 하나의 꼭지점은 항상 한 모서리의 

끝점이면서 다음 모서리의 시작점이다. 그러나, 본 연 

구에서 제안하는 방법은 특정 꼭지점의 분류는 한 번 

만 필요하며, 여러 번 행하더라도 항상 같은 결과 값을 

얻을 수 있다.

4. 교차 회수 헤아리기

다각형과 검사 직선의 교차 회수는 다각형을 이루는 

모서리 각각의 교차 회수를 모두 더하는 방식으로 구 

한다. 하나의 모서리는 두개의 꼭지점으로 구성되므로 

모서리와 검사 직선과의 교차 여부는 3장에서 설명한 

꼭지점 분류 코드를 이용해서 쉽게 판단할 수 있다. 두 

꼭지점의 분류 코드가 같고 그 값이 CT(중앙)가 아니 

라면 그 모서리는 검사 직선과 교차하지 않는다는 것 

을 쉽게 알 수 있다. 그 값이 서로 다르더라도 L(좌), 

R(우), D(하)와 같은 성분이 동일하게 들어 있는 경우 

에도 교차하지 않는다는 것을 쉽게 알 수 있다. Fig. 5 
에서 (a)는 분류 코드가 같은 예이다. (b)는 동일한 성 

분 L이 들어 있어서 해당 모서리가 검사 직선의 왼쪽 

에 있음을 알 수 있다. 또, (c)의 경우는 동일한 성분 

。가 있어서 아래쪽을 지나는 모서리임을 알 수 있다.

두 꼭지점의 분류 코드 값이 서로 다르고 UP(상) 성 

분이 동일하게 들어 있는 경우에는 교차에 해당하지 

만, Fig. 1과 같이 특수한 경우에 인접한 모서리간에 

교차 횟수가 중복적으로 계산될 수 있다. 그러나, 모서 

리의 한 꼭지점이 엄밀히 검사 직선의 왼쪽에 있고 다 

른 한 꼭지점은 검사 직선 위에 있거나 오른쪽에 있을 

때만 교차라고 정의하면 특수한 경우를 모두 고려할

Fig. 6. Crossings (a, b) and none-crossings (c, d).

수 있다］기. 즉, 한 꼭지점의 분류 코드가 LU(좌상)이 

고, 다른 한 꼭지점의 분류 코드는 RU(우상) 혹은 

UP(상)인 경우에만 그 모서리가 교차하는 것으로 판단 

한다. Fig. 6에서 (a)와 (b)는 한쪽 꼭지점이 LU이기 

때문에 교차로 판단하지만, (c)와 (d)의 경우는 두 꼭지 

점이 모두 LU가 아니므로 교차로 판단하지 않는다. 이 

러한 방법을 적용하면 Fig. 6의 (b), (c), (d)가 서로 

인접한 모서리이며, 꼭지점이 검사 직선 위에 있지만 

교차 횟수는 한번으로 헤아려 진다는 것을 알 수 있다.

Fig. 7과 같이 두 꼭지점의 분류 코드 값이 동일 하 

지 않으면서 어느 한쪽은 UP성분을 갖지 않는 경우에 

는 별도의 계산을 해야만 실제 교차 여부를 판단할 수 

있다. 이러한 경우에는 검사점 丁와 가장 가까운 모서 

리 위에 있는，최단 거리 점'을 구한다. 최단 거리 점 

은 대부분의 경우 Fig. 7의 점 X와 같이 T에서 모서 

리에 수선을 내린 점이다. 그러나 수선의 발이 모서리 

(무한 직선이 아닌 선분) 위에 있지 않은 경우에는 모 

서리의 양 끝점 가운데 T에서 가까운 점이 최단 거리 

점이다. T에서 얻어진 점까지의 거리가 공차 e보다 짧 

으면 검사점 T는 다각형 P의 '경계'에 놓이는 것으로 

판정한다. T에서의 거리가 공차 e보다 큰 경우에는 최 

단 거리 점의 y값이 丁의 y값 보다 큰 경우에만 교차
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define UD (UP\DN) //1100
define LR (L7]RT) //0011

int Countingcrossings (P, T, e)
{

count 그 0
sCode 그 VertexClassificatioin (Vn, T, e);
if (sCode = 드 CT)

return -1;

for (int ; i누*)  {
eCode 그 Vertexclassification (Vb T, e);
if (eCode == CT)

return ~1;

aCode = scode & ecode;
oCode = scode | ecode;
if (aCode == CT) (

if ((oCode == UD) || (oCode =그 LR)) 
return -1; 〃。/V

else(
X = NearestPt(Vi, Vj, T);
if (Distance(mp, T) <= e) 

return •너; 〃 ON 
else if (mp.y > T.y

&& (oCode&LT) 드 = LT) 
count누*;

}
} else if (aCode == UP) {

if ((oCcode & LT) == LT) 
count++;

)
scode = ecode;

}
return count;

Code 2. Counting crossings.

로 판정한다. 따라서 Fig. 7의 경우는 교차가 아닌 것 

으로 판정된다.

Code 2은 모서리와 검사 직선과의 교차 여부 판별 

방법을 다각형의 모든 모서리에 적용해서 다각형 P와 

검사 직선 R과의 교차 회수를 헤아리는 프로그램의 개 

략적인 예를 보여주고 있다. 특히 Code 2는 교차의 다 

양한 경우들이 비트로 표현된 꼭지점 분류 코드의 비 

트 연산（OR와 AND）을 통해서 쉽게 판별됨을 보여주 

고 있다.

5.결  론

본 연구에서는 2차원 실수영역에 정의된 다각형 영 

역의 내부와 외부 및 경계 영역을 판별하는 안정적이 

고 효율적인 알고리즘을 제시하였다. 기존의 방법들은 

영역을 내부와 외부로 구분하였기 때문에 영역의 경계 

혹은 영역을 이루는 꼭지점에 가까운 점들의 판별에 

일관성 없거나 안정성이 떨어지는 경우가 많았다. 그 

러나 제안하는 방법은，공차，의 개념을 통해，경계，영 

역을 정의할 수 있었으며, 실수 연산의 라운드 오프 오 

류를 제어할 수 있었다. '경겨]' 영역은 용도에 따라 

，내부, 혹은，외부로 재해석 할 수 있으며 영역 판별의 

신뢰성 평가의 잣대로 활용할 수도 있다. 제안된 방법 

은 영역 판별 방법 가운데 가장 효율적인 방법으로 알 

려진 직선 교차 방법을 확장한 알고리즘이며, 직선 교 

차 방법과 같은 계산 복잡도를 가진다. 그리고 실제 예 

제들의 경우 대부분의 다각형 모서리들이 간단한 비트 

연산으로 걸러지므로 한 점을 판별하는 방법으로는 계 

산 효율을 극대화시켰다고 볼 수 있다.

추후 연구 과제로는 주어진 다각형 영역을 여러 번 

판별해야 하는 경우 최적화하는 방법이 필요하며, 공 

차가 라운드 오프 오류와 비슷하거나 작은 경우의 특 

성을 분석할 필요가 있다. 또, 영역이 다각형이 아닌 

곡선인 경우를 고려해 볼 수 있겠다.
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