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요 약

본 논문에서는 유한요소와 무한요소를 사용하여 수중 산란체의 산란해석을 수행하였다. 무한영역을 유한영역으로 나누 

어 유한영역은 유한요소를 사용하여 모델링하고 무한/유한 영역의 경계면에서는 비반사조건을 만족시키기 위하여 무한요 

소를 사용하되 파동 특성이 가미된 IWEE(Infinite Wave Envelope Element)를 사용하였다. 수중 강체구의 산란해석에 유한 

요소의 차수, 크기 및 유한요소 모델 그리고 IWEE가 미치는 영향을 살펴보았다. 수치적 산란해석에서 인위적 반사를 줄 

이기 위해서는 유한요소와 IWEE의 연결을 유연하게 하기 위하여 유한요소는 잘게 나누거나 이차요소를 사용하는 것이 

좋으며 IWEE에서는 고차를 사용하는 것이 바람직하다.

ABSTRACT

In this paper, numerical scattering analysis for submerged scatterers is perfonned using finite and infinite elements. 
Unbounded domain is truncated into finite domain and finite elements are used in the domain. Infinite elements, So called 
Infinite Wave Envelope Elements (IWEE) which possess wave-like behavior, are used to take into account the infinite 

domain on the truncated boundary. Scattering from rigid sphere is taken as an example and the effects of the order and 

mesh size of finite elements, size of finite element model and the order of IWEE are investigated. Quadratic finite 

element, refined mesh and higher order IWEE are recommended to improve the non-reflection boundary condition in the 
numerical scattering analysis.

I. 서 론

파동의 산란문제는 소나, 잠수함 등의 수중 음향을 비롯 

해서 지진학, 초음파 비파괴검사 그리고 초음파 의료 진단 

등의 광범위한 영역에서 발생하는 문제로서 이에 대한 

많은 연구가 지난 30여년간 있었다. 무한 영역에 놓인 유 

한한 물체에 의한 산란은 Helmholtz 적분 방정식으로 표 

현되며 원기둥이나 구형체와 같은 산란체에 대해서는 이 

론적인 해석이 가능하다. 그러나 산란체의 형태가 정형이 

아닌 실제의 경우에 이론적인 해석을 적용하기에는 한계가 

있으므로 컴퓨터를 이용한 수치적 해석 방법들이 연구되 

기 시작하였다. 대표적인 수치적 해석 방법에는 경계 요 

소법 (BEM), 경계 적분 방정식법 (BIEM), 유한 요소법 

(FEM), T-matrix법등과 같이 다양한 방법들이 있다.

산란문제를 해석하는 일반적인 방법으로 경계요소법 

혹은 경계적분 방정식법이 사용된다[1,2]. 이 방법은 지배 

방정식을 Green함수를 사용하여 경계적분 방정식으로 만들 

어서 풀게 되는데 일반적으로는 해가 보장되지만 그 해의 

유일성은 Neumann 경계조건 하에 산란체의 고유주파수와 

파동수가 일치하지 않을 때에만 보장된다. 이렇게 유일성이 

보장 않되는 주파수를 비균일 주파수(irregular frequency) 
라고 하는데, 다시 말하면 비균일 주파수에서 해석 결과 

가 맞지 않는 문제가 발생한다. 이에 대한 해결책으로는 

Burton과 Miller등에 의하여 제안된 CONDOR(Composite 

Outward Normal Derivative Overlap Relation)방법과[3] 
Schenck에 의해서 제안된 CHIEF (Combined Helmholtz 

Integral Equation Formulation)방법[4] 등이 있다. 일반적 

으로는 CHIEF방법이 많이 사용되는데 이 방법은 구조물 

안에 임의의 위치에 압력이 영인 점을 선정함으로서 

Helmholtz방정식의 고유해를 보장하는 방법이다. 그러나, 

이러한 방법으로 비균일 주파수 문제를 처리하는데 한계 
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가 있다. 해석 주파수가 높아지게 되면 해석모델의 고유 

모드가 많아지므로 비균일 주파수가 많아져서 효과적이 

지 못하다.

경계적분 표현식에서 Extinction theorem은 산란체에 

의해서 점유된 공간 내에서 입사장은 산란장을 생성하는 

산란체 표면의 같은 음원들에 의해서 정확하게 소거된다 

는 의미를 갖고있다. 즉, 산란체가 점유한 공간 내에서는 

입사장이 없다는 것을 나타낸다. 이 정리는 Waterman에 

의해서 그 장점이 재조명되었으며 Extended Boundary 

Condition (EBC)이라고 불리어진다[5]. 첫번째는 이 방법은 

산란체 표면에서 속도장과 그 미분치에 비균일 주파수에 

의해서 오차가 발생하는 것을 막아주는 것이고 다음으로는 

EBC는 경계면에서의 특이 적분식들을 비특이(nongingular) 
인 무한개의 식들로 변형시키게 된다는 것이다. 이러한 

이점이 산란문제를 해석하는 한 기법을 이루었는데 일명 

Waterman기법 [6], T-matrix법 [7] Null-field법 또는 EBC 

method이라고 불리운다. 이렇게 T-matrix법은 비균일 주 

파수의 영향을 소거할 수 있는 장점이 있는 반면에 불규 

칙한 산란체에 대해서는 해석을 할 수가 없다. 따라서 비 

정규적 형상의 산란체 주위는 유한요소법 (FEM)을 사용하 

고 그 외부는 T-matrix법을 이용하는 hybrid기법이 개발 

되기도 하였다[8]. 그리고 탄성체 산란체의 경우에는 유 

한요소법을 구조해석에 사용하여 T-matrix법과 연결시킬 

수 있다.

으로서 여러 가지 방법이 있다[9]. 흡수경계조건(Absorbing 
Boundary Condition, ABC) 은 Sommerfeld 방사조건을 원 

음장에서 근음장으로 일치시키되 근사화로 인한 오차와 

반사를 적게 한 것이다[10]. ABC의 대표적인 예로서 

Engquist와 Majda는 pseudo-differential 연산자 이론을 사 

용하여 완전한 ABC를 유도하였다 [11], 그리고 이 완전 

한 비국부적인 경계조건을 국부적인 ABC로 근사화하는 

방법을 개발하였다. 여기서 국부적(local) ABC란 모두 근 

사화된 것으로서 소거된 영역을 근사적으로 다룬다. 비국 

부적(nonlocal)이란 경계면의 모든 점에서 해가 연성되어 

있는 것을 말하며 따라서 형태가 복잡해지지만 대개 정 

확하고 해석영역이 작더라도 좋은 결과를 준다. 또 다른 

예로서 Bayliss와 Turkey BGT 연산자라고 명명하는 국부 

적 미분 연산자의 시리즈를 유도하였다 [12], 일반적으로 

이러한 국부적 미분 연산자들은 산란체가 작을 때는 잘 맞 

지만 클 때는 그렇지 못하다. 최근에 DtN (Dirichlet-to- 

Nuemann)이라는 일종의 완전한 비국부적 NRBC가 발표 

되었대 13]. 무한영역의 해로부터 인위적 경계면에서 속도장 

과 그 미분치의 관계를 한 것을 DtN map 이라고 칭하며 

이것을 유한요소의 경계조건으로 사용한다. 이론적으로 

이 경계조건은 무한개의 항으로 표시되며 유일 해를 주 

지만, 그러나 DtN 조건을 실제 수행과정을 위해 이산화 

시키면 특성주파수에서 유일성이 깨지게 된다. DtN이나 

NRBC는 앞으로 산란문제에 대해서 자세히 연구되어질 

필요가 있다.

그림 1. 인위적 경계로 무한영역으로부터 나누어진 유한영역

Fig. 1. Finite domain truncated from unbounded domain using 
artificial boundary.

그림 2. 무한 요소 (IWEE)
Fig. 2. Infinite Wave Envelope Element.

유한요소법을 이용한 방법은 무한영역에 산란체가 있을 

때 산란을 해석하기 위해 무한 영역을 유한한 해석영역 

으로 나누기 위해 인위적 경계 I、를 설정하게 된다 (Fig. 

1). 입사파 以가 산란체에 입사되면 산란파 ps가 생기게 

되고 ps가 인위적 경계면을 만나면 경계면에서 영역의 

단절로 인하여 인위적 반사(arti^cial reflection)?]- 발생하 

게 된다. 따라서 이 경계면에서 인위적 반사가 생기지 않 

게 하기 위해 비반사 경계조건 (Non-Reflecting Boundary 
Condition, NRBC)을 만들어 주어야 된다. 이러한 NRBC 
를 이루기 위한 연구가 지난 20년간 있어왔다. 비반사 조 

건은 기본적으로 Sommerfeld 방사조건을 만족시키는 것 

또 다른 방법으로 경계면 외부의 영역을 무한요소 

(infinite element)를 사용하는 방법이다[14]. 무한요소는 

산란파 또는 방사파의 원음장 특성을 나타내는 형상함수를 

사용한 반무한 격자이다*  무한요소 중에서도 특히, 파동의 

성질을 추가한 IWEE (Infinite Wave Envelope Element) 
를 사용하여 방사문제 및 산란문제를 해석한 예가 있다 

[15]. IWEE가 기존의 무한요소와 다른 점은 크게 세 가 

지로 나눌 수 있다. 첫째는 실 좌표계에서 무한영역으로 

사상되는 사상함수(Mapping Function) 이고 둘째는 외부로 

전파되어 나아가는 파동의 특성과 거리에 따라 음장의 

크기가 감소하는 특성을 나타내는 형상함수(Shape Function) 
이고 셋째는 가중함수(Weighting Function)이다. IWEE는 
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일반적인 무한요소보다 파동의 성질이 추가되었으므로 

비교적 높은 주파수까지 좋은 결과를 보인다[16]. 그러나 

산란문제의 해석에 있어서 IWEE의 차수 및 유한요소 모 

델의 크기 그리고 유한요소의 차수에 대한 영향이 조사 

된 바가 없었다. 더욱이 비균일 주파수에 대한 연구가 없 

었다. 따라서 본 연구에서는 IWEE에 대한 이론을 정리 

하고 유한요소와 IWEE를 사용하여 수중에서의 강체구를 

모델링한 후 산란 해석을 하였으며 비균일 주파수의 영향에 

대해 알아 보았다.

II. 무한 요소

무한 영역에서 산란 문제를 유한 영역으로 나타내어 

계산하기 위한 방법이 IWEE를 사용하는 방법인데, 무한 

요소에 대한 이론은 Bettess등에 의해 개발되었고 [17] 
Astley와 Coyette등에 의해 IWEE 이론으로 발전하였다 

[15,16], WEE는 기존의 유한 요소와 결합하여 사용하는 

데 유한요소의 바깥 경계면에 위치하게 된다. IWEE와 기 

존의 유한요소와 다른점은 크게 세 가지로 나눌 수 있다. 

하나는 실 좌표계에서 무한 영역으로 상사되는 상사함수 

(mapping function)이고, 두 번째는 외부로 전파되어 나가 

는 파의 특성과 거리에 따라 음장의 크기가 감소하는 특성 

을 나타내고 있는 형상 함수(shape function), 마지막 하나 

는 가중함수(Weighting function)이다. 가중함수는 기존의 

유한 요소가 형상 함수를 그대로 사용하는 반면 FWEE의 

가중함수는 형상 함수의 공액 복소수를 취하게 된다.

Parent element Real element

그림 3. 2차원 무한 기하 상사

Fig. 3. 2-D Infinite Geometry Mapping.

2.1. 무한 기하의 상사

Fig. 3은 2차원 영역에서 parent 요소와 real 요소사이 

의 상사관계를 나타내고 있다. Parent 요소의 절점1, 2는 

유한요소와 IWEE의 경계면으로 상사되고 절점3,4는 각 

각 al, a2만큼 떨어진 거리에 있는 절점으로 상사되는데 

이는 가상 음원의 위치를 나타낸다. 그리고 마지막 절점 

5, 6은 무한대로 상사되는데 이 점에서의 압력은 0이 된 

다. 예를 들어 2차원의 선형 IWEE인 경우에는 4개의 기 

흐卜 절점(geometric node)와 절점1, 2에서의 형상 함수, 즉, 

2개의 형상 함수만 필요하게 된다. 여기서 IWEE의 차수 

는 절점1, 4, 2와 절점3 사이에 더 많은 음향 절점 

(acoustic nodes)을 형성해 줌으로서 차수를 높일 수 있다. 

Fig. 3에서 보듯이 지역 좌표계의 t = -1, 0, 1°] 전체 좌 

표계에서는 X = xl(x2), x4(x3), 로 각각 상사된다.

기하 절점의 상사함수는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

Afi(s, t) — —, M2(s, t) = —户

丛(卩) = 一玉坊쓴泣, "s,l (境%씅力 ^1\1 V) 乙I 丄 〃

(1)

따라서 아래와 같은 상사가 성립하게 된다.

x(s, t)=刼构(s, f)Xi (2)

y(s, t)= Mi(s,机 i= I

그리고 역 무한 사상(inverse infinite mapping) 은 다음 

과 같이 된다

t=l-2브 ⑶

따라서, r=a=”=—l 广=8=#=1과 같은 관계가 

성립된다.

2.2. 형상 함수(shape function)
IWEE의 형상 함수는 거리가 멀어질수록 크기가 감소 

하는 음장감소특성과 음장의 파동적 변화 특성을 함께 

가지고 있다.

2.2.1. 음압 감소특성 (Amplitude Decay)

음압의 감소특성은 2차원 무한영역에서 Hankel함수를 

따르므로 점근적으로 l//r 에 따라 음압이 감소하는 특 

성을 가져야 하고 3차원 문제에서는 1/r의 감소 특성을 

가져야 한다. 먼저 3차원 문제의 감소특성을 살펴보면, 

parent 요소에서 음장 p의 유한 요소 다항 함수를 이용한 

보간은 무한 기하학적 사상에 의해 real 요소에서 1/r" 
로 전개된다. 이를 수식으로 표현하면

«o + a； t+ + •,■ + ant"

6i(l/r) + *2(l/»-)2+- + ^(l/r)"

이 된다. 그러므로 방사 방향으로 n차 다항식 형상 함수를 

이용하여 음장이 적당하게 감소하는 특성을 나타낼 수 

있다. 여기서는 parent 요소에서 〃차 다항식을 규정하는 

방법으로 Lagrangian 다항식을 사용한다. "차 Lagrangian 
다항식은 n개의 음향 절점에 의해서 결정되고 3+1)번째 

의 음향 절점은 무한대에서 0의 값을 가지게 규정하고 

있다. 방사 방향의 형상 함수를 Lagrangian 다항식을 이 

용해 표현하면 아래와 같다.
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5* 誌M心 ⑶

n + \
여기서 〃(，)= !!«-") ⑹

(=1

위에서 언급한 형상함수는 이미 말한 바와 같이 real 

요소에서 1/r의 감소성을 가지고 있으므로 3차원 문제나 

축대칭 문제에 적용이 가능하다.

2차원 문제에서는 Helmholtz 방정식의 해인 Hankel 함 

수, Ha{kr), 값을 가져야 하므로 따라서 거리가 무한대 

로 갈수록 瓯/石)e”의 감소성을 가져야 

한다. 그러므로 2차원 문제에서는 형상함수에 辱 곱해 

주어야 하는데 이는 parent 요소에서、/ (1 - 一 t)를 

곱해주는 것과 같다. 각도 방향의 형상함수, 즉 s방향의 

형상함수는 일반적인 형상함수를 사용한다. 예를 들어 

Fig. 3과 같은 선형요소에서 각 변에 대해 다음과 같이 

표현된다.

S(s) = ^3至, Sz(s) = ^으 (7)

222. 파동적 변화 특성 (Wave-like variation)
무한 요소를 방사나 산란문제에 적용하려 할 때, 파동 

의 변화 특성을 나타내기 위해 exp( — 诵分의 주기항을 

형상함수에 포함시킨다. 그리고 기존 유한 요소와 무한 

요소가 이어지는 경계면에서의 적합성을 위해 두 요소의 

경계면 즉, £=一1에서 위상을。으로 만들어 준다. 그러 

므로 지역 좌표계에서 파동 변화는 다음과 같이 나타내 

어진다.

-ik(r-a) __ _ ~ika (8)
— —

여기서 “(s, t)는 위상 함수이고 a(s)는 가상 음원의
위치를 나타낸 것으로서

*)=-□늘过句+丄与苴 (9)

로 표현할 수 있고 이는 음장이 감소하는 정도를 나타낸다.

지금까지 설명한 음압 감소 특성과 파동적 변화 특성 

을 결합하여 무한 요소에 대한 형상 함수를 아래와 같이 

나타내게 된다.

型(卩)= RW)S(s)e하'心, IMzMz(edgel)
.,、 (10)

A4+i(s, t)= T?(t)S2(s)e'* ‘ s,( , \<.i<.n (edge2)

2.3. 가중함수 (Weighting function)
앞에서도 언급하였듯이 무한 요소에 대한 가중 함수인 

경우, 기존 유한 요소가 형상 함수를 그대로 가중 함수로 

사용하는 것과 달리 형상 함수의 공액 복소수를 취함으 

로 나타내어 진다. 이렇게 공액 복소수를 취함으로서 

IWEE의 강성 행렬이나 질량 행렬을 구할 때 지수항이 

소거되어 계산의 양을 줄일 수 있다. 아울러 가중 인자 

로 (a/r)2 을 곱함으로써 다음과 같이 표현된다 (역 사 

상할때 ((1一 £)/2)2).

0”(s, £) = G(、g(、s, t)= G(t)T"(/)S(s)e+'EE (11)

여기서, 기하학적 가중 인자로 표현되는 G(t)는 지역 

좌표계에서 아래와 같이 된다.

以 서느矿 (12)

2.4. 요소행렬

가중 잔여 공식을 Helmholtz 방정식에 적용하면

f vWr vp'dV-^^WiP'dV- \ Wt^dS=Q (13)

여기서 p'은 음장에 대한 시행 함수이고 用는 가중 

함수이다. 일반적으로 식 (13)의 면적분은 아래와 같이 

두 부분으로 나눌 수 있다.

IW普 dS= £ W普I dS+ 丄 W普 dS (14)

여기에 산란체와 무한 경계에 대한 경계조건을 대입하게 

되면

[w「驚”於=_ 论WjVdS —讹[Wtp'dS (15)

과 같이 되고 두 번째 식은 형상함수에 의해 

/>'T),S8-8 이 되어 없어지게 된다. 따라서 다음과 같 

은 행렬식을 얻을 수 있다.

[[K]-a)2[M]]{p} = {F] (16)

여기서 각각의 요소 행렬들은 아래와 같다.

Ku= £v Wt • vNjdV.M^ 志 WiN,dV (17)

F, = -isa> f pW^vdS (18)
J ^bndy

위의 요소 행렬들은 변형된 Galerkin 방법을 사용함으 

로써 적분 시 복소 지수항들이 소거가 되고, m+1 개의
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Gauss-Legendre 적분 점을 사용하는 Gaussian quadrature 

수치적분 방법을 사용한다. 아울러 변형된 Galekin 방법 

을 이용해 구한 강성행렬은 대칭행렬이 아니고 복소수 

항을 포함하고 있게 된다.

2.4.1. 강성 행렬
앞에서 설명된 n차 무한 요소의 형상함수와 가중함수 

를 이용해 강성 행렬을 표현하면 아래와 같이 된다.

51（쯩 쯯河”
= I. 加 쯔硕町 % 쯔" +G쯮_S, +明S, 쯯*  J

4尸

空A

勿-a 

§
 

唔

知 §
I게dsd,

(19)

IWEE의 차수는 2부터 10까지 적용할 수 있도록 하였고 

차수에 따른 음향 절점의 생성을 자동으로 되도록 하였 

다. 작성된 프로그램을 테스트하기 위하여 2차원 무한 실 

린더에 의한 방사해석을 수행하였다. Fig. 4는 2차원 무 

한 실린더를 대칭형이므로 절반만 모델링한 그림이다. 

실린더의 반지름은 Im이고 반지름 1.4m인 인위적 경계 

로 유한 영역을 나누어서 경계 내부는 4절점 음향요소를, 

경계 밖에는 4절점 IWEE를 사용하여 모델링 하였다.

실린더 내면에 IPa의 일정한 음압이 100Hz로 작용할 

때 방사되는 음압을 Fig.5에 나타내었다. 이 때 이론해는 

1//7의 값을 나타낸다. 반지름이 Im 부터 1.4m 까지 2 

개의 선형 유체 유한요소를 사용하였으므로 세 절점 값 

이 나타났으며 반지름이 2.8m일 때는 IWEE의 무한대에 

해당하는 기하 절점 값이 나타났다. 차수가 5일 때는 기 

하학적 절점이 없는 3개의 음향 절점이 추가적으로 구해 

진 것을 알 수 있다. 이 결과로부터 IWEE가 이론해의 

경향과 잘 일치하는 것을 알 수 있다. 참고로 상용해석 

프로그램인 SYSNOISE의 결과와도 비교하였다.

2.4.2. 질량 행렬

같은 방법으로 n차 무한 요소의 질량 행렬을 나타내면 

다음과 같다.

M J摂厂府，” S ,折；S 1 ]\J |站(20)

III. 결 과

3.1. IWEE 테스트
IWEE를 선형 요소에 대하여 프로그램을 직성하여 요 

소의 정확도를 테스트하였다. 프로그램에서는 2차원 음향 

유한요소와 IWEE를 선형（1차） 요소에 대하여 지원할 수 

있도록 하였고 음향 유체는 음압을 변수로 사용하였다.

(
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그림 5. 무한 실린더의 방사 음압

Fig. 5. Radiation pressure of infinite cylinder.

3.2. 강체구 산란 이론해

IWEE를 사용한 산란해석의 비교를 위하여 산란문제에 

서 가장 간단한 강체구에 의한 산란문제를 택하였다. 강 

체구에 대한 음의 산란해석은 이론적으로 많은 연구가 

되어져 왔으며 그 결과는 다음과 같다[18].

그림 4. 무한 실린더의 방사문제

Fig. 4. Radiation problem of Infinite Cylinder.
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Ptotal — Ps' Pi
= a So(2w+ 成0”( cos 外，，(畑) - ■쑈쑚1

(21)

여기서, D는 입사파, 力는 산란파를 '의미하고 加는 전 

체 음압을 나타낸다. Fig. 6은 반지름이 Im인 수중의 강 

체구에 대한 산란을 이론적으로 해석한 결과를 나타낸 

것으로 역산란점(backscattered point)에서의 전체 음압을 

나타낸 것이다.

산란체의 반지름 a=lm 이고, 음향유체 요소를 사용하여 

모델링한 영역의 크기를 나타내는 b=0.1m로 하였다. 음향유 

체요소는 반지름 방향으로 2개, 원주 방향으로 72개를 사 

용하여 총 144개의 요소와 219개의 절점으로 유한요소 

모델이 구성되어 있다. IWEE는 유한요소 모델의 바깥면을 

둘러싸는 형식으로 사용되었다. 아울러 각각의 요소들은 

물의 성질을 갖도록 물성치를 대입하였다. 입사파는 평면파 

가 작용하는 것으로 보았다. 수치적 산란해석은 IWEE를 

테스트하기 위하여 개발한 프로그램에서 하기에 요소의 

변화 및 차수의 변화에 불편한 점이 있어서 상용 프로그 

램인 SYSNOISE를 사용하였다. SYSNOISE에서는 IWEE 
를 같은 방법으로 사용하고 있으므로 수치적 산란해석에 

있어서 IWEE의 영향을 살펴보는 데는 동일하다.

3.3.1. IWEE의 차수 변화에 따른 영향

Fig. 7의 모델에 대하여 SYSNOISE에서 적용시킬 수 

있는 차수를 각각 2, 5, 8, 10까지 변화 시켜가면서 역산 

란점에서의 압력을 계산하였다. Fig. 8에서 보는 바와 같 

이 저주파에서는 이론해와 근사한 결과를 보이지만 주파 

수가 높아질수록 파장 당 절점수가 작아짐에 따라 이산 

오차(dispersion error)가 확대됨을 볼 수 있다.

그림 6. 강체구 역산란점에서의 전체 음압

Fig. 6. Total pressure of rigid sphere at backscattered point.

3.3. IWEE를 사용한 강체구의 수치적 산란해석

앞에서 언급한 IWEE를 사용하여 강체구의 수치적 산 

란 해석을 수행하였다. 본 해석의 목적은 무한 요소의 차 

수와 유한 요소 크기에 따른 수치적 산란 해석의 오차에 

대하여 살펴보고자 한다. 여기에 사용된 모델은 Fig.7과 

같이 축대칭 조건을 사용하여 2차원으로 단순화하였다.

FREQUENCY(Hz)

0RDER=2

FREQUENCY(Hz) FREQUENCY(Hz)

0RDER=8 ORDER=10

그림 8. 무한요소의 차수에 따른 역산란점에서의 음압

Fig. 8. Pressure at backscattered point with various order of 
infinite element.

그림 7. 음향 유한요소 격자

Fig. 7. Acoustic finite element meshes. 

IWEE의 차수를 높여줌에 따라 IWEE 의 파동효과에 의해 

이산 오차는 줄지만 해석 결과는 이론해와 차이를 보인 

다. 산란의 수치적 해석에서 이산오차는 한 파장 당 선형요 
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소를 10개 이상 사용했을 때 10%미만이 되는 것으로 알 

려져 있다[19]. 이 규칙에 따르면 현재의 요소 크기로는 

2900Hz를 넘어가면 정확한 값을 기대할 수 없다. 따라서 

IWEE의 차수가 2일 때는 3000Hz를 넘어서면 이산오차 

가 발생함을 알 수 있다. 그러나 흥미로운 일은 고차의 

IWEE를 사용하면 이 규칙과는 다르게 이산오차가 줄어 

든다는 것이다. 이것은 IWEE의 파동효과를 잘 묘사하는 

성질 때문인 것으로 사료된다.

3.3.3 유한요소 모델의 크기에 따른 영향

유한요소모델 영역의 크기에 따른 영향을 보기 위하여 

Fig. 7 유한요소 모델의 반경방향 길이, b를 변화 시켜 

보았다. 요소 수나 절점 수에는 변화가 없고 모델 크기를 

변화시켰다. 이 때, IWEE의 차수는 앞에서 가장 좋은 결 

과를 보인 10으로 놓았다. Fig. 9에서 보는 바와 같이 기 

존 유한 요소모델이 커짐에 따라 전체 음압에 공진이 발 

생하는 현상을 볼 수 있다. b=0.2일 때는 공진 주파수가 

5000Hz를 넘어서 잘 보이지 않지만, 예를 들어 b가 0.5m 

인 경우 약 2800Hz에서 공진이 발생하는데 이 주파수는 

파장 길이가 유한 요소모델 크기에 해당하는 주파수에 

해당한다. 이를 수식으로 표현하면

f=_£ =一으 = .1450, 
A ~ 2a ~ 0.5

館5
S
S

 먿

J

FREQUENCY(Hz)

b = 0.2m

FREQUENCY(Hz)

b = 0.4m

=2900Hz (22)
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留
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FREQUENCY(Hz)

b = 0.3m

b = 0.5m

그림 9. 유한요소 모델 치수에 따른 역산란점에서의 음압 (차 

수 =10)
Fig. 9. Pressure at backscattered point with various size of 

finite element model(order=10).

여기서 c는 물의 음속으로 1450m/sec이다. 따라서 계산 

결과와 같이 2900Hz대에서 비균일 주파수가 발생함을 알 수 

있다 (Fig. 9). 이것은 IWEE를 사용했을 때 완전한 비반사 

조건이 만족되지 않기 때문이다. 따라서 IWEE를 사용하 

더라도 비균일 주파수에 대한 신중한 고려가 있어야 한다.

3.3.4. 유한요소 격자 정련(mesh refinement) 및 차수에 

따른 영향

지금까지는 유한요소의 개수 및 절점 수를 고정시키고 

모델의 크기를 바꿈에 따라 유한요소 격자가 일정하지 

않았다. 격자 정련의 영향을 살펴보기 위하여 b=0.4m로 

모델 크기를 고정하고 반면에 선형 유한요소를 반경방향 

으로 4개를 생성하여 더 많은 요소를 만들었다. 이때 

IWEE의 차수는 10으로 고정하였다. Fig. 10은 해석결과 

로서 b=0.4m 일 때의 비균일 주파수인 3500Hz부근에서 

압력의 피크가 미약하게 나타남을 알 수 있다.

다음으로 유한요소의 차수를 일차(선형)에서 이차로 올려 

서 사용하였다. 즉, 8절점 이차 유한요소를 모델영역에서 

사용하였고 바깥쪽에는 이차 유한요소와 호환성이 있는 

IWEE를 사용하였다. IWEE의 차수는 역시 10을 사용하 

였다. 이차 요소를 사용한 해석 결과가 Fig. 11에 나타나 

있다. 3500Hz 부근에서 공진이 사라진 반면에 또 다른 

공진이 5000Hz를 넘어서 존재하는 것을 알 수 있다.

선형 요소를 정련했을 때 해석결과가 좋아진 이유는 

IWEEE에서는 고차를 사용하고 유한요소 모델 쪽에는 낮은 

차수를 사용 함으로서 발생하는 IWEE 와 유한요소 모델 

간의 연속성 문제 때문인 것으로 판단된다. 다시 말해 선 

형 유한 요소 내에서는 압력이 직선적으로 변하나 유한 

요소를 정련함으로서 압력이 유한요소 영역에서 보다 연속 

적이 되어 IWEE쪽과 잘 이어지기 때문이다. 이 사실은 

이차 유한요소를 사용한 결과에서 분명하여진다. 이차 유 

한요소를 사용하면 압력 이 유한요소영 역 에서 이 차적으로 

연속이 되므로 IWEE 측 압력과 매끄럽게 연결이 된다. 

따라서 IWEE 에 의한 비반사조건이 IWEE 와 유한요소 모델 

의 경계면에서 이루어져서 비균일 주파수에서 인위적인 

반사가 줄어들었다.

그러나 5000Hz를 넘어서면 또 다른 공진이 발생하는데, 

아마도 IWEE의 특성에 기인한 것으로 사료되며 이에 대한 

자세한 연구가 필요하다. 그럼에도 불구하고 위의 결과들 

에서 결론지을 수 있는 것은 첫번째 비균일 주파수를 넘어 

3500Hz 까지는 이차 유한요소와 고차의 IWEE를 사용하 

면 산란을 비교적 정확하게 수치적으로 해석할 수 있다. 

이 주파수는 ka=30에 해당하는 아주 높은 주파수이다. 

두 번째로는 유한요소 모델의 크기를 주의해서 잡는다면 

해석하고자 하는 주파수 내에 비균일 주파수가 발생하지 

않도록 할 수 있다. 즉, 유한요소와 IWEE를 사용한 수치 

적 산란해석에서는 유한요소모델의 크기를 조심스럽게 

결정해야 한다.
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그림 10. 정련된 격자일 때 역산란점의 음압

Fig. 10. Pressure at backscattered point for refined mesh.

그림 11. 이차 유한요소일 때 역산란점의 음압

Fig. 11. Pressure at backscattered point for quadratic finite 
element.

IV. 결 론

수중 산란해석을 위한 수치적 방법 중 유한요소와 무 

한요소를 사용한 방법에 대해 알아 보았고 무한요소 중 

파동의 특성을 가미한 IWEE 사용 시 비균일 주파수에 

대한 영향을 살펴보았다. 무한 요소를 사용하더라도 인위적 

반사에 의한 비균일 주파수에 대한 영향을 수치적으로 

완벽하게 제거 하기는 쉽지 않지만 해석의 정확성을 위 

해서는 몇 가지 사항을 고려해야 함을 알 수 있었다.

첫째로 산란 해석에서 인위적인 반사를 줄이기 위해서 

는 유한요소와 IWEE의 연결을 유연하게 하기 위하여 유 

한요소는 잘게 나누거나 이차요소를 사용하는 것이 좋으며 

IWEE에서는 고차를 사용하는 것이 바람직하다.

둘째로 유한요소 모델 크기의 결정은 세심한 주의가 

필요하다. 산란체를 포함하는 유한요소 모델의 크기를 가 

급적 작게 잡아서 비균일 주파수를 높인다면 산란해석을 

원하는 주파수 구간에 비균일 주파수가 없도록 할 수 있다. 

설령 있다 하더라도 IWEE를 사용하여 그 영향을 해석 

주파수 대역 내에서 제거할 수 있다.

앞으로 비반사 조건을 보다 정확하게 만족시키는 무한 

요소에 대해 좀더 깊은 연구를 함으로써 고주파 영역에 

서의 산란 모델링을 용이하게 하는 것이 필요하다.
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