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요 약

고차모드를 고려하여 단순확장관을 해석한 많은 선행연구가 이루어 졌고, 이러한 연구는 모드적합법, 속도포텐셜법, 유 

한요소법으로 분류할 수 있다. 이들 중 모드적합법은 동심관형확장관을 해석하는 데 유용하다. 일반적으로 입 • 출구의 단 

면적이 중간확장관의 단면적보다 작으므로 입 • 출구에 고려하는 고차모드의 개수는 중간확장관에 고려하는 고차모드의 

개수보다 작을 수 있다. 그러나 모드적합법은 입 • 출구와 중간확장관에 같은 개수의 고차모드를 사용하여야 한다. 그래서 

입 • 출구에 불필요한 고차모드를 포함하게 되어 계산시간을 늘이는 결과를 초래한다.

본 논문에서는 입구, 중간확장관 그리고 출구에 각각 임의의 고차모드의 개수를 선택할 수 있는 새로운 방법을 제시하 

였다. 그리고 이 방법의 정확성을 검증하기 위하여 전통적인 모드적합법, 유한요소법과 비교하였고, 이 새로운 방법이 계산 

시간을 줄일 수 있다는 것을 보였다.

ABSTRACT

There are many works to analyze a simple expansion chamber involving higher order modes. These works are classified 

to mode matching method, velocity potential method and finite element method. Among these methods, mode matching 

method has good performance at analyzing a concentric expansion chamber. Generally inlet/outlet pipe cross section area 
is smaller than middle chamber cross section area. So the number of higher order modes of i미et/outlet pipe can be fewer 
than that of nMddle chamber. But mode matching method must use the same number of higher order modes at inlet pipe, 
middle chamber and outlet pipe. Therefore the redundant modes of inlet/outlet pipe makes the computation time of mode 

matching method longer.
In this paper, the new method, which can select number of each higher order modes of inlet pipe, middle chamber and 

outlet pipe, was suggested. And this method was compared to conventional mode matching method and finite element 
method in order to demonstrate the accuracy of the new method and to show that the new method can reduce a 

calculating time.

I. 서 론

소음기를 해석하는 전통적인 방법으로는 덕트내의 음파 

를 평면파로 가정하여 해석하는 방법이 있다. 이 평면파 

이론［1］ 은 저주파수 영역에서 소음기의 특성을 잘 예측할 

수 있으나 고주파수 영역에서는 소음기의 특성을 예측할 

수 없다. 실제 실험결과［2］를 보면 입 • 출구 위치의 위치 

에 따라 소음기의 특성이 아주 많이 변하게 되는데 이는 

소음기내의 고차모드의 영향 때문이다. 평면파 이론에서는 

고차모드를 고려할 수 없으므로 고주파수 영역에서는 소음기 

의 특성을 정확히 예측할 수 없다. 그러므로 고차모드를 

고려할 수 있는 소음기의 음향특성 해석법이 필요하다.

고차모드를 고려할 수 있는 소음기의 음향특성 해석법 

으로 유한요소법［3,4］이 있다. 유한요소법은 해석 결과가 

정확하고 복잡한 형상의 소음기도 해석할 수 있지만 고 

주파수 영역까지 해석을 하려면 요소를 많이 나누어야 

하므로 계산시간이 긴 단점이 있다. 그 외의 고차모드를 

고려한 소음기의 음향특성해석에 대한 연구는 모드적합 

법을 이용한 방법과, 소음기 내부의 속도포텐샬을 구하는 
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방법으로 나눌 수 있다. 모드적합법을 이용한 방법은 표 

준모드적합법［2,5,6］과 경계면에서의 적합조건을 이용한 

방법 ［7-9］ 이 있다. 표준모드적합법은 동심관형 소음기의 

음향특성을 잘 해석하지만, 입구와 중간확장관, 그리고 

출구에 같은 차수의 고차모드를 고려해야 하므로 입 • 출구 

에 불필요한 모드가 추가되어 계산시간이 길어지게 된다. 

경계면에서의 적합조건을 이용한 방법은 동심관형 소음기 

뿐만 아니라 입 • 출구가 편심된소음기도 해석할 수 있지 

만 경계면에서 요소의 분할에 따라 해석 결과가 달라지는 

단점이 있다. 그리고 속도포텐셜을 구하는 방법［10-15］은 

그 결과식을 구한 경우 간편하게 소음기를 해석할 수 있 

지만, 입구를 피스톤으로 가정하여 입 • 출구에서는 평면 

파만이 고려되는 단점이 있다.

본 논문에서는 표준 모드 적합법 (standard mode matching 
technique)을 사용하여 입 • 출구 그리고 중간확장관에 각 

각 임의의 모드를 고려할 수 있는 단순확장형 소음기의 

4단자 정수를 계산하는 방법을 제시하고 이로부터 투과 

손실을 구하여 그 유용성을 검증하고, 계산시간을 비교하여 

유용성을 검증하고자 한다.

II. 채택모드를 임의로 선택할 수 있는 모드 

적합법의 제안

원형관의 음파 방정식［16］은 다음과 같다.

祭一cW2p=o (1)

단,

一2 a2 , 1 a , 1 a2 , a2
▽ -萨+商+目冰+謬

여기서 C는 음파의 위상속도이고 p는 음압이고 t는 시간 

이다. 그리고 입자속도와 음압의 관계식은 다음과 같다.

—>
이广斜+ 叫=。 ⑵

여기서 Qo는 밀도이다. .

덕트의 벽을 강체 (rigid w이1)라고 가정하면 덕트의 벽 

에서는 반경방향의 속도가 0이어야 하므로 다음과 같은 

경계조건을 가진다.

dJm(k「r) . s、
--- 氏--- =0 , at r = r0 (3)

여기서 %는 덕트의 반경이다. 이

么이 么, E 이 고, 이 때 음파방정 식 의 해 는 다음식과 같고

경계조건을 만족하는

x(C1,mne-ikimnZ + C2,mneikimn2)］ ⑷

다

k2,mn2 =k0 2 - k?,mn

虹 = 응

z방향의 입자속도는 다음과 같이 된다.

ujr, 8,z,t、)= -焉寫° 看［kg Jm(k e r) e,at

x cos m0(C顷“ e 一械)］(5)

그림 1 과 같은 단순확장형 소음기에서 입구, 중간확장 

관 그리고 출구의 채택모드를 각각 (0,0)에서 (丄,乙2)， 

(J么,〃2)，(M,瓦)이라고 하고 입구의 입사파와 출구의 

반사파는 평면파로 가정하면 압력과 입자속도는 식 

⑷,(5)를 이용하면 다음과 같다.

그림 1. 원형단면을 가진 소음기의 형상

Fig. 1. Geometry of muffler with circular cross-section.

pA= Aooe-ilt,,-z ⑹

PB= 芸 BmnJm(krLm")COSm0e*" ”z (7) 
m=0 n=0

Pc= 2； 皿r)cosmHe Tg*  (8)
m=0 n=0

Pd= 5in 5^ DmnJm(kr2irnnr)cos m6,e,kl2mnZ (9) 
m=0 n=0 '

PE=义五 nEmnJm(k「3,mnr)C0Sm 從*心 (10)
m = 0 n = 0

P^Fooe^002 (11)

%= 土加顷人皿厂*“" (12)

p(r,0,z,t)=及 W [JmgmnDe" cos mH
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Ub = ~~P(O 急 W)%mnBmnJm(k rl.mn r)
식 (23)〜식(25)와 같은 결과식을 얻을 수 있다.

xcosm0e*f  (13)

Uc =
1 Ml M,

~PO)爲0 dkz2,mnCmnJm(kr2,mnD

X COS mHe*5z (14)

Ud =
] 0 啓
爲0 瑟 kz2,mnDmnJm(kr2,m")

Xcos rn6*e ikl2 m,z (15)

Ue = pct)爲)&kz3,mnEmnJm(kr3,mnr)

Xcos m(9eikt,raiZ (16)

Uf =
_*kz3.®Fooe"EB

(17)

하 (A。。+ B(x)) = ai (C(x)4-Dqq)

+ 2 播 1 는厂 (Cg + DQJ igm*)  
h— 1 4〃, On

aiBg Jo(k rl.On'Hi)

"財+D* 쁜쑤

m'2
31 日 m'"l j_2H1 , 2')Jm'(k rl.mn'^1)

K rLm'n^l

=2芸(C成,+ D mn)-」时'肖斜润1)
n = 0 rl.mn- ~ k 林子

，m，= l~Lb n，=0—L2

(23)

(24)

(25)

여기서, v, 는 각각 원통형 소음기의 반경방향, 원 

주방향, 길이방향을 의미하고 아래첨자 A, C, E는 입구, 

중간확장관, 출구의 입사파를, 아래첨자 B, D, F는 입구, 

중간확장관, 출구의 반사파를 의미한다. 한편 단순확장형 

소음기에서 단면이 변하는 부분에서의 경계 조건으로부터 , 

z=0에서 압력연속조건식, 입자속도연속조건식 그리고 z=lel| 
서 압력연속조건식, 입자속도연속조건식을 식 (18)~(21) 
과 같이 나타내었다.

그리고 식 (19)의 양변에 rJ^Ck^r) cosmW 

곱하고 S2에 대하여 적분하고, 벽면에서의 입자속도는 0 

이라는 성질을 이용하여 다음 식 (26)를 얻을 수 있다.

f am- tS 1喝，m^Bmn Jm (k r],mn 】")COS IM 0 
v J； m — u n = u

x r) cos mWrdrd。

广 ¥ 骸
—JS1 [援()冬[)kz2,mn (Cmn — Dmn ) Jm (k r2,mn 】*)

x cos m^Jm-(kr2,ni-n-r) cos m'Ordrd。 (26)

%에 대하여 적분하면 다음과 같은 식(22)를 얻을 수 있다.

Pa+Db = Pc + Pd at z = 0, OMrMai (18)

%+ub = % +ud at z = 0, 0^r^a2 (19)

Pc +Pd =Pe+Pf at z = L, 0^r^a3 (20)

Uc +uD =uE at z = 0, 0^r^a2 (21)

먼저 식 (18)양변에 r Jm/krim^r) cos m'&를 곱하고

이 식 (26)을 베셀함수(Bessel function) 의 직교성을 

이용하여 m'=0, n'=0과 m' = 0, 1/ = 1〜1'42와 

m' = l〜Mi,n'=0〜M^] 경우로 각각 나누어 유도하면 

식 (27)〜식 (29)와 같은 결과식을 얻을 수 있다.

ai (A(x)— B(x)) = af (Cqq — Dqo) (27)

f Aw+ BmnJm(k rhmn1)COS m。
/ 6 m = I) n = 0 -

xJm (k rimn-r) cos m'Hrdrd。

f M.
—Jc 揭 n Zl (Cmn + I)mn)Jm(kr2mnr) COS m。

“6 m — u n — u

x Jm (krimn r)cos mWrdrd。

2a】
k —, 1喝,0((%)-％) J 1(%0"1)

On

_ O q 争 J R J Q.仕「2,如 ％) J 0(k刁,0*1 )

al 슬iKzlJJn •顷n , 2 . 2nT krltOn - k^.Qn-

=a3kz2,0n，(C()n' —Dg)j3(k r2,0n' a2)

,n =1 — M2 (28)

令 j a JMk r2,m，n，釦)J m (k !~1皿，1芦1) 
命合士顷話九的 -----

(22)

베셀함수(Bessel function)의 직교성[1 기을 이용하여 이 

식 (22)를 m'=0, n'=0과 m' = 0, 1/ = 1〜1”와 

m' = l~L],n' = 0~L2인 경우로 각각 나누어 유도하면

_ aL _n w

—2 K z2,m'r「m'n' —L)mN)U —

k rl.m'n 一 k r2,m'n'

X J m' (k r2,mn, S2)

,m' = l.〜Mi，n'=0〜M2 (29)
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그리고 식 (20)양변에 rJ^kamsPcosm'。를 곱하 

고 S3에 대하여 적분하면 다음과 같은 식 (30)을 얻을 

수 있다.

L ^(CmneHka-L + Drane+ika'™L)
J S3 m = 0 n = 0

xJm(kr2,nmr)cosm(9Jm-(kr3ttn-nr)cosm^rdrd^

="J X)播()EmnJm(kr3,mnr)COSm0

X Jm'(k r3,m'n‘r)COSm'。+F(x)Jm(k r3,m'n‘r) 

xcosm'0]rdS (30)

°1 식 (30)을 베셀함수(Bessel function)의 직교성을 이 

용하여 m'=0, n'=0과 m'=0, n' = l〜N2와 

m' = l〜Ni,〃' = 0〜M인 경우로 각각 나누어 유도하 

면 식 (31)〜식 (33)와 같은 결과식을 얻을 수 있다.

asCCmeTk.-L + D^e+jk-L)

+ 急爲；(Me *g  + Dge +%l)j 1(k]2 0na3)

—a3(Eo()4- Fqq) (31)

2 曷(Cone ■ik，2OnL + D0ne +虹&丄)J o (瞄藉啓
n = 1 kr3.0n--kr2.0n

=aaEg J°(k r3,0n‘a，3)

，n =1-N2 (32)

2 *(c mne -*5 丄 + [)0齿 +ika-L)

n = 0

X J m，(* 「2,試* 3)

k r3, m'n' ― r2 ,m'n

m'2=a3 E m'n' (I ~ a2)J m' (k r3,m'n' ^3)

,m' = l~Ni，n'=0〜N2 (33)

이 식 (34)를 베셀함수(Bessel function)의 직교성을 

이용하여 m'=0, n'=0과 m' = 0, n' = l.〜M^ 

m' = l〜Mi,n' = 0〜M^ 경우로 각각 나누어 유도하 

면 식 (35)〜식 (37)와 같은 결과식을 얻을 수 있다.

爲(Coo e T5L — Doo e "叫=£ (E®-FQ

(35)

弱k wMCg e*七一Dg e +ik-L)用徐费貝分

= 으丄 k 
Kr2,0n，

z3,OO(E()o —Fqo) J Jk/.On%)

+ 2a3
2； k z3, On E On 

n= 1

J 0 (k r2,(H 飪)J o(k「3,0*3 ) 

k r3,0n — kr2,0n，

，n =1-M2 (36)

2
__2_ I / Z~> — jk i2.m'n'L r、 +jkI2,lnwL\

2 k z2,m，n，rrfrf m"n*  e )

，2
x J爲為F)j"km%)

_ 1 rp J m，(k r2,m" a3)Jw(k r3,m，na3)

—a3 乙 Kz^m/Lifn , 2 , 2n = 0 kr3,m，n — k r2,mh

,m' = l~Mi，n'=0〜N& (37)

한편 단순확장형 소음기의 4단자 정수는 다음과 같이 

나타내어 진다.

(丫0)=［観 恐］(匕霎시 (38)

여기서 V는 질량속도(mass velocity)이고, Y는 특성 

임피던스(characteristic impedance)로 끙인데 S는 덕트의 

단면적이다.

，out은 출구( z =。에서의 고유 음향임피던스(specific 

acoustic impedance)로 다음 식 (39)와 같이 정의 하면

그리고 식 (21)의 양변에 rJm/k^wnPcQsm'嬉 

곱하고 S2에 대하여 적분하고, 벽면에서의 입자속도는 0 

이라는 성질을 이용하여 다음 식 (34)를 얻을 수 있다.

L & *kg(CmeTJL_D  +5L)

■J S2 m = 0 n = 0

X Jm(kr2,mnr)cosmQJm，(kr2,mHr) cosm'&drd。

=X)X[kz3,mnEmnJm(kr3,mnr)COSm0

X Jm' (k r2.m'n‘r) cosm'0 一 kz3,oo Foo Jm' (k r2, m'n，】*)

x cosm^] rdrd^ (34)

(39)

4단자 정수 계산식을 다음과 같이 구할 수 있고

P in \ _ [ Aoq + Bqq ]
Pout 丿丄-8 I 2Eoo J Eoo=Foo

P in \ _ I" Aqq + Bqq 1
“d L 2E(x) ] E()0==_Foo

(40)

(41)Ts = ［ 丫硕瞞

<-p _ I Y in V h
1 21 —

Pout I 篇L8
(42)
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丁22= (手1능비 =\ A2E B°° ] (43)

\ YoutVout/ “lO L 사！‘00 J Em = -F«,

결과식 (23)~(25), (27)~(29), (31)~(33), (35)〜(37)을 

이용하여 식 (40)〜(43)의 4단자 정수를 구할 수 있다.

본 논문에서는 구하여진 4단자 정수의 신뢰를 검증하기 

위하여 투과손실을 사용하였다. 투과손실은 4단자 정수를 

이용하여 식 (40)〜(43)을 다음 식 (44)[16]에 대입하여 

구할 수 있다.

Transmission Loss[dB] = 20 X

1。이傍|* 如尹L土즤｝ (44)

III. 동심관형 소음기에의 적용

본 논문에서 유도한 결과식에서 입구와 중간확장관, 

출구에서 고차모드 채택 개수를 같이 하면 

( Li = L2=M1=M2=Ni=N2), El-Sharkawy®의 식과 

같아진다. Fig. 2에서 입구와 중간확장관, 출구에 각각 

(0,0)〜(3,3)의 고차모드를 고려하여 단순확장형소음기를 

해석하고 그 결과를 유한요소법의 결과와 비교하였다. 그림 

2에서 볼 수 있듯이 유한요소법과 본 논문에서 제안한 

방법의 투과 손실이 거의 같음을 볼 수 있어서 본 논문 

에서 제안한 방법과, El-Sharkawy가 제시한 방법의 신뢰 

성을 확인 할 수 있다. 그림 3에는 입 • 출구에는 (0,0)모 

드 즉 평면파만 고려한 경우와 (0,0)~(1,1)의 고차모드를 

고려한 경우, 그리고 (0,0)〜(3,3)의 고차모드를 경우의 투 

과손실을 비교하였다. 이때 중간확장관에는 (0,0)〜(3,3)의 

고차모드를 고려하였다. 그림 3에서 볼 수 있듯이 입 • 구 

와 출구에 평면파만 고려한 경우와 (0,0)〜(3,3)의 고차모 

드를 경우를 비교하여보면 고주파수 영역으로 갈수록 투 

과손실이 달라짐을 알 수 있다. 이는 평면파만으로는 정 

확한 투과손실을 구할 수 없음을 보여준다. 그러나 입 • 

출구에 (0,0)〜(1,1)의 고차모드를 채택한 경우는 (0,0)~ 
(3,3)의 고차모드를 채택한 경우와 거의 같은 결과를 보 

인다. 입 • 출구에서 (0,1)모드의 차단주파수는 8,290Hz이 

고 (1,1)모드의 차단주파수는 11,537Hz이므로 본 해석과 

같은 주파수 영역에서는 (1,1)모드까지만 고려하여도 정 

확한 해석이 가능하고, 더 고차의 모드를 고려하면 계산 

시간만 연장시키는 결과를 초래한다. 투과손실 계산시 계 

산시간은 미지수 개수의 제곱에 비례한다. 표 1 에 Pent
ium 200MHz 컴퓨터를 이용하여 fortran program으로 투 

과손실을 계산할 때 채택모드에 따른 미지수의 개수와 

계산시간을 나타내었고, 그림 4에 미지수의 개수에 따른 

투과손실 계산시간과 근사곡선을 나타내었다. 그림 4와 

식(44)에서 계산시간과 미지수의 개수의 관계를 알 수 있 

으며, 계산시간을 줄이기 위하여는 미지수의 개수를 줄 

이는 것이 필요함을 알 수 있다.

그림 5에 입 • 출구에는 (0,0)〜(1,1)의 고차모드를 

고려하고 중간확장관에는 (0,0)〜(3,3)의 고차모드를 고려 

한 경우와 유한요소법을 비교하였다. 입 • 출구에는 (0, 
0)〜(3,3)의 고차모드를 고려한 경우보다 계산시간은 0.26 
배에 불과하지만 정확한 결과를 얻을 수 있음을 볼 수 

있다.

그림 2. •입 • 출구에 (0,0)〜(3,3)의 모드를 고려한 모드적합법 

과 유한요소법과의 투과 손실 비교

Fig. 2. Comparison of transmission loss between mode 
matching technique using (0,0) ~ (3,3) modes at 
i지 et/outlet pipe and FEM.

a) (0,0)모드와 (0,0) 〜 (3,3)모드를 이응하였을 때 

a) Using (0,0) mode and (0,0) ~ (3,3) modes

b) (0,0)〜(1,1)모드와 (0,0)〜(3,3)모드를 이용하였을 때

b) Using (0,0)~(1,1) modes and (0,0)— (3,3) modes

그림 3. 입 • 출구의 고차모드의 개수에 따른 투과 손실의 비교

Fig. 3. Comparison of transmission loss with respect to a 
number of higher order modes at inlet/outlet pipe.
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그림 4. 계산시간과 피팅곡선

Fig. 4. Computation time and its fitted curve.
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그림 5. 입 • 출구에 (0,0)〜(1,1)모드를 이용한 모드 적합법과 

유한요소법의 투과손실의 비교

Fig. 5. Comparison of transmission loss between mode 
matching technique using (0,0)~(l,l) modes 
inlet/outlet pipe and FEM.

표 1. 채택모드의 개수에 따른 미지수의 개수와 계산시간

Table 1. Computation time and number of unknown coeffi
cients with respect to the number of modes.

i 끼 et/outlet 
pipe modes

middle 
chamber 
modes

number of 
unknown 
coefficient

computation 
time(sec)

(0,0) (0,0)〜(3,3) 34 17

(0,0)〜(1,1) (0,0)〜(3,3) 40 30

(0,0)〜(2,2) (0,0)〜(3,3) 50 58

(0,0)〜(3,3) (0,0)〜(3,3) 64 115

IV. 결 론

1) 입구와 출구 그리고 중간확장관에 임의의 모드를 

채택할 수 있는 모드 적합법을 제안하였고, 이를 이용하 

여 단순확장형 소음기의 4단자 정수를 계산하였다.

2) 본 논문에서 제안한 방법으로 구한 4단자 정수로 

부터 투과손실을 구하여 유한요소법의 결과와 비교하여 

잘 일치하는 것을 확인할 수 있었다.

3) 채택모드의 개수에 따른 계산시간을 비교하여 관심 

주파수 영역에 따라 입 • 출구와 중간확장관의 모드채택 

을 달리하여 계산시간을 줄일 수 있는 방법을 보였다.
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