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학술논문

탄젠트를 이용한 biarc로의 곡선 근사화
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Approximation of Curves with Biarcs using Tangent

Bang, J. Y*  and Kim, J. J.**

ABSTRACT

A biarc is a curve connecting two circular arcs with the constraints of tangent continuity so that it can 
represent the free form curve approximately connecting several biarcs with the tangent continuity. Since 
a biarc consists of circular arcs, the offset curve of the curve represented by biarcs can be easily obtained. 
Besides, if the tool path is represented by biarcs, the efficiency of machining is improved and the amount 
of data is decreased. When approximating a curve with biarcs, the location of the point where two cir­
cular arcs meet each other plays an important part in determining the shape of a biarc. In this thesis, the 
optimum point where two circular arcs meet is calculated using the tangent information of the curve to 
approximate so that it takes less calculation time to approximate due to the decrease of the number of 
iterations.
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1. 서 론

Biarc는 두 개의 원형 아크를 탄젠트 연속으로 연 

결한 곡선으로 勇과 S형의 두가지 유형이 있다(Fig. 
1). 이러한 biarc들을 탄젠트 연속으로 연결하면 복 

잡한 모양의 자유 곡선을 근사적으로 표현할 수 있 

다(Fig. 2).
이와 같이 biarc로 표현된 자유곡선은 몇 가지 장 

점을 가지고 있다. 첫번째 장점으로, offset 곡선을 

쉽게 계산할 수 있다는 것이다. Offset 곡선은 로보 

틱스, NC, CAD/CAM, 컴퓨터 그래픽스 등에 많이 

사용되어지고 있는데, 일반적으로 offset 곡선을 구 

하는 것은 계산시간이 많이 걸리고, 곡선과 offset 곡 

선의 형태가 일치하지 않는 문제가 발생한다. 이에 

비해, biarc의 offset 곡선은 biarc의 반지름 값만 offset 
거리만큼 바꾸면 쉽게 구할 수 있으며, 생성된 offset 

곡선 역시 biarc가 된다. 두번째 장점은 공구경로的나 

로보트의 이동경로 등을 간단하고도 효율적으로 표 

현할 수 있다는 점 이다. CAD 시스템에는 일반적으 

로 3차 이상의 곡선들이 사용되고 이 곡선들은 G2(2 
차미분연속)이상의 연속을 만족한다. 그러나, 실제 기 

계의 공구경로는 직선과 원호의 형태로 입력되므로 

곡선들이 여러 개의 직선이나 원호로 근사되게 된다. 

직선들로만 근사화하는 방법(직선보간)은 간단하고 

계산 효율이 좋다는 장점이 있지만 데이터 양이 많 

아지고 경로가 다각형이 므로 부드러운 정도(smoo­
thness) 가 떨어지는 단점이 있다. 하지만 공구경로가 

biarc로 표현되면 공구경로의 데 이터가 원의 중심과 반 

지름의 형태로 입력되게 되어서 데이터 양이 줄어들 

게 되고, 직선보간을 사용할 때보다 가공물의 품질도 

좋아지게 된다. 그리고, 공구가 직접 원운동을 하는 경 

우, 탄젠트 연속을 만족하며 움직 이므로 가공속도 향 

상과 가공물의 smoothness 향상에 효과가 있다.

이러한 장점에 비해, 다른 근사화 과정과 마찬가 

지로 biarc로 곡선을 근사화 하는 것은 반복적인 계 

산이 필요하게 되므로 많은 계산시간이 소요된다. 본 

연구에서는 근사화하려는 곡선의 탄젠트 정보와 biarc 
의 탄젠트 그래프의 특징을 이용하여 근사화하는 방 

법을 제안하였다. 이로인해 반복 계산 회수가 줄어
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(a) C 형 biarc (b)S 형 biarc

Fig. 1. Biarc.

Fig. 2. Approximated curve with several biarcs.

들어 근사화에 소요되는 계산시간이 단축된다.

2. 배 경

2.1 Biarc
Biarc의 모양을 결정하는 파라미터는 다음과 같다 

(Fig. 참조).

biarc의 양 끝점 (R, P2),
biarc의 양 끝점에서의 탄젠트 (a. P),

두 원호가 만나는 점 (C),
이 파라미터들로부터 biarc의 기하학적 관계를 이 

용하여 biarc를 구성하는 각 원호의 중심인OJg, y,) 
과 oq" >■,) 그리고 각각의 반지름 n과 方를 계산 

할 수 있다"

먼저, Fig. 1에 나타나는(0와 畦 다음과 같이 나 

타내어 진다.

-i〃(2sin((a-13》2)) ~—(0.5—q) -[2tan((a-。以)]1' 
co=tan --------------------------------------------------------------

W_tanT(*2sin ((a-&y2))「2-(().5t-[2tan((a-g)2)]T

I (2)

그리고, 식 (1)과 식 (2)에 나오는 q는 기하학적 

관계로부터 다음과 같이 정의된다.

勺P厂이 (3)(0<?<1)

Biarc의 양 끝점간의 거리는 다음과 같이 I로 표 

현할 수 있으므로,

녀?2-이 (4)

위의 식들을 이용해서 biarc를 구성하는 두 아크의 

반지름 r와 중심 O0，m), O2(x2, y2X 다음의
식으로 나타낼 수 있다.

r =____ q’L________ (5)
1 2-sin(a-co)-cos(co)

r = W，sin(a) ⑹
” 1 2-sin(a-(o)-cos(w)

=<"，cos(a) ⑺

■ 1 2-sin(a-(o)-cos(co)

二 d)Z ⑻
2~2-sin(p-v)-cos(\|；)

x (l-^)-Lsin(p) ⑼

1 2-sin(P-y)-cos(v)

_Q二宓4竺迎上—
>2 2-sin(p-V|/)cos(\|f) ( '

Biarc의 모양을 결정하는 파라미터 중에 두 아크 

가 만나는 점인 C는 식 (3)의 q의 값으로 나타낼 수 

있으며, 그 값은 0과 1사이에 존재한다. 따라서 C는 

q로 나타낼 수 있다.

2.2 Biarc관련 연구
Biarc는 interpolation" "과 approximation13,4'61 두 

가지 방향으로 연구가 수행되고 있다.

Interpolation은 주어진 점을 지나도록 biarc를 생 

성하는 것으로써, Parkinson1 지은 주어진 점을 지나는 

biarc들의 곡률 적분값을 최소화시키는 방법으로 biarc 
의 파라미터들을 결정하였고, SchonherK은 여러 개 

의 이어진 biarc에서 인접하는 아크의 곡률차를 최소 

화시키는 방법으로 biarc의 파라미터들을 결정하였 

다. Biarc는 원으로 되어있는 2차 곡선이기때문에 곡 

률연속이 될 수 없으나 앞의 방법들은 곡률차나 곡 

률 적분값을 최소화시켜 어느정도 곡률 연속의 효과 

가 나타나게 함으로써 좀 더 부드러운 곡선이 생성 

되게 하였다.

Approximation은 주어진 곡선과 유사한 모양의 곡 

선을 생성하는 것으로서 보통 근사화할 곡선과 biarc 
간의 최대거리(maximum distance)가 허용공차 안에 

있도록 한다. Meek"은 간단한 2차 곡선에 대하여 

수학적인 증명을 통해 정확한 최대거리를 계산해서 

biarc로 근사화하였으며 , Ong風은 B-spHne 곡선과 biarc
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* \ 0 o.r 0.3' 0.5* 0.7'
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(a) (b)
Fig. 3. Biarc's shape via variation of q.

곡선간의 면적이 최소가 되도록하여 근사화하였다.

2.3 기존 근사화 방법과 연구 방향

곡선을 biarc로 근사화 할 때는 Fig. 2와 같이 곡 

선을 여러 개의 세그먼트로 나누어서 각각을 biarc로 

근사화하는데 biarc의 모양을 결정하는 다섯개의 파 

라미터 P” P2, a, p, q 중에서 P„ P2, a, [3는 근 

사화 할 곡선 세그먼트의 양 끝점으로부터 이미 결 

정되어 진다. 따라서, 나머지 한 개의 파라미터인 q 
의 값에 따라서 다양한 형태의 biarc가 생성되게 된 

다. 예를 들면 Fig. 3a는 Pb P2, a, R가 주어진 C 
형 biarc의 q값을 0.3, 0.58, 0.7, 0.9로 변화시킨 것 

이고, Fig. 3b는 S형 biarc의 q값을 0.1, 0.3, 0.5, 
0.7, 0.9로 변화시킨 것이다.

따라서, 곡선 세그먼트를 biarc로 근사화하기 위해 

서는 q값의 변화에 따라 생성되는 다양한 형태의 

biarc중에서 곡선 세그먼트와의 최대거리가 가장 작 

은 biarc의 q값 (q*) 을 계산해야한다. 기존 근사화 

방법에서는 Bisection이나 Golden section 방법 등을 

이용하여 q의 전체구간([0, 1])에 대하여 근사화할 곡 

선과 biarc간의 최대거리를 계산하므로 많은 계산시 

간이 필요하게 된다.

본 연구에서는 biarc의 탄젠트 그래프의 특성과 근 

사화하려는 곡선의 탄젠트 그래프를 이용하여 1차적 

으로 탄젠트 그래프를 근사화해서 q의 초기치(%)를 

계산하고 그로부터 q* 를 계산한다. 이렇게 함으로써 

곡선 세그먼트와 biarc 간의 최대거리 계산이 수행되 

는 회수가 줄어들어서 approximation에 필요한 계산 

시간이 단축되게 된다.

3. 탄젠트를 이용한 근사화

곡선을 biarc로 근사화할 때 곡선을 여러 개의 세 

그먼트로 나눈 후 각 세그먼트들을 하나의 biarc로 

근사화시킨다. 각 세그먼트들의 끝점으로부터 P” P2, 
a, p의 정보를 얻을 수 있기 때문에 근사화하려는 곡 

선과 가장 근사한 biarc의 q값을 구하면 근사화가 끝

나게 된다.

본 연구의 알고리즘은 근사화 할 곡선의 탄젠트 

그래프의 면적 중심선 계산, biarc의 탄젠트 그래프 

의 C의 궤적 계산, biarc의 탄젠트 그래프 근사화, 

그리고 %로부터 q*  계산의 순으로 진행된다.

3.1 곡선의 탄젠트 그래프의 면적중심선 계산

Fig. 4와 같은 곡선 세그먼트를 biarc로 근사화할 

때 먼저 곡선 세그먼트의 탄젠트 그래프를 구한다. 

곡선 세그먼트旦 파라미터를 증가시켜가며 접선을 

구한 후에 접선의 각도를 계산한 후 Fig. 5와 같은 

탄젠트 그래프를 그린다. 그리고, 탄젠트 그래프의 

양 끝점 (Pl, P2)을 이은 직선(P『2)과 탄젠트 그래프 

로 둘러싸인 면적을 구하고, P『2에 수직하고 앞에 

서 구한 면적을 이등분하는 면적 중심선을 구한다. 

이 면적 중심선은 후에 biarc 탄젠트 그래프를 근사 

화할 때 사용된다.

3.2 Biarc의 탄젠트 그래프의 8 궤적

곡선 세그먼트로부터 구한 p„ p2, % p를 사용하 

여 biarc로 근사화할 때 파라미터 q만 구하면 된다. 

여기에서는 q를 0과 1사이에서 변화시킬때, biarc 탄 

젠트 그래프의 C의 궤적을 구하기로 한다.

원의 탄젠트 그래프는 직선의 모양이 되므로 두 

개의 아크로 이루어진 biarc의 탄젠트 그래프는 두 

개의 직선으로 되어있어, 두 직선의 양 끝을 연결하 

면 삼각형 모양을 하고있다. 두 개의 직선으로 되어 

있는 biarc의 탄젠트 그래프에서 두 직선의 만나는

한국CAD/CAM학회 논문집 저| 5 권 제 2 호 2000년 6월
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점이 두 원호가 만나는 점 04. C는 파라미터 q로 

표시할 수 있고, 이 q의 값에 따라서 탄젠트 그래프 

는 Fig. 8과 같이 각기 다른 삼각형 모양을 하고있다.

Fig. 6과 같이 P,, P2＞ a. §가 주어진 상태에서 q 
의 京•을 변화시킬 때 biarc에서 C의 퀘적은 원호가 

되며 E 이 원호의 중심의 좌표는 다음과 같이 정의 

된다'

x=0.5£, y=~——■打으一志 (11)
, 2tan(0,5(a-p))

Fig. 6에서 점선으로 된 부분이 C의 궤적이 되는 

뎨, C의 궤적 상에서 임의의 한점을 잡고 그 점을 

G라 정의하면(护qQ Q의 좌표는

工嫁处E户如及血㈣ ()2)

이다 그리고, 그 점을 지나는 biarc를 Fig. 6에 굵은 

실선으로 나타냈다. 그리고, 각 곡선의 Cf에서의 탄 

젠트를 구한다.

C의 궤적상의 Cf에서의 탄젠트는 식 ⑴)과 

식 (技＞를 이용하여 다음과 같이 구할 수 있다.

tc싀 寄*=2e )—― (13)

Biarc상의 ＜二에서의 탄젠트는 식 (6)과 식 (7)과 식 

(12)를 이용하면 따음과 같이 계산된다.

tbM=23-a (14)

그런더L tC의 궤적과 tbiarc의 차는 다음 식과 같이

(X—B
졔짝ff辑(15)

항상 일정한데 이젓은 C의 궤적상의 모든 점에 대 

하여 성립한다. 이것을 탄젠트 그래프로 그려보면 

Fig. 7과 같은데 여기서 점선은 C의 궤적을 나타내 

耳 두개의 굵은 실선은 bim를 나타낸다. 식 (15｝는

Fig. & Trace of C in tangent graph.

G가 C의 궤적위를 움직일 때, 탄젠트 n래프에서 

biarc상의 C,의 궤적은。의 궤적보다 만큼 아래에 

있음을 나타낸다’ 따라서 Fig. 7에서처럼 탄젠트 그一 

래프에서 biarc-2] C의 궤적은 직선이 된다.

본 장에서 근사화하려는 곡선 (Fig. 4)4로부터 구 

한 biarc 탄겐트 그래프의 C의 궤적은 Fig. 8에서 

보는 바와 같이 스위치에서는 书, 1%위치에서는 -a 
를 잇는 직선이 된다.

3.3 Biarc의 탄젠트 그래프 근사화

다음 단계로 앞에서 구한 면적 중심선과 biarc의 

탄젠트 그래프의 C의 궤적을 이용해서 biarc의 탄젠 

트 그래프를 근사화한다. Biarc의 탄젠트 그래프는 

Fig. 9에서 보는 것처럼 삼각형 모양이다. 삼각형의 

두 꼭지점은 R과 珏로 주어져 있으므로 남은 한 개 

의 꼭지점인 C의 위치만 구하면 된다. C의 위치는 

C의 궤적 상에 있으W로 그 궤적 상의 한 점을 선택 

하면 된다.

앞에서 구한 근사화시킬 곡선 세그먼트의 면적중 

심선을 이용하여 곡선 세그먼트의 탄젠트 ZI래프와 

같은 면적중심선을 갖는 삼각형을 계산하고, 그 삼 

각형을 biare의 탄젠트 그래프로 하여 근사화시킨다 

(Fig. 9). 삼각형의 면적중심선⑸으로부터 꼭지점의
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위치(t)를 구하는 식은 Rg. 10에서처럼

f=2s2 (s>0.5) (OSsfl)
z=l-2(l~s)z (.rsSO.5) (16)

로 쉽게 구할 수 있는떼, 이 위치에서 직선 円地에 

수직한 직선을 생성한다(Fig、9). 이 직선과 앞에서 

곘산함 C의 궤석과의 교점이 C의 위치가 되는데 이 

로부터 bianc의 q값을 졀정하고, 그 값을 血로 한다. 

%눈 최적의 q값인 骅는 아니지만 탄젠트 그래프를 

근사화시켜 구한 값이기때문에 q*  부근에 위치하게 

된다. 이 知를 q* 로 사용할 수도 있지만 쫌 더 정확 

한 값을 구하기 위해서는 %를 초기값으로 하여 q*  
를 구하면 된다. 다음 단계는 이것에 때한 내용이4.

3.4 q의 최적값 결정

外를 초기치로 하여 q* 를 구할 때, biam와 곡선 

세ri먼트와糾 최애거리를 구하는 韻정이 필요하게 

된다. 3차 이상의 곡선에서는 수학적으로 정확한 최 

대거리를 구할 수가 없으므로, 곡선 세;2■먼트의 파 

라미터 갔을 조금씩 층가시켜가며 곡선 상의 접과 

biarc와의 거리를 구하였고 그 중에서 회대값을 최대 

거리로 사용하였다. 아 때, 보다 정확한 거리를 구하 

기 위해서 곡선상의 정 P와 换冲의 중심 (京과 

의 거리를 구하고 그 값을 반지롬疔)과 비교하였 

다顷夢 II). 이것을 식으로 나타내편 다음과 같다.

서』P-DJf (17)

조는

(18)

이 때, 각도 ZP,0)C4 4PQJP의 크기를 비교해 

서, 4PQ1C가 더 큰 경우는 식 (17》율 사용하고 반 

대의 경우는 식(18)을 사용한다. Fig, it에 나타낸 

것과 같이 P가 biarc 위쪽에 있을 때의 거리를 

up_dis¥ance라고 하였고 아래쪽에 있을때의 거리를 

down_iHstance라고 정의하였는데, •그 중에서 최대값 

을 각각 max„up_diatance, max_dgn_distancu라고 

하였다. 이때, 두 값중에서 최대값이 루 곡선간의 회 

댸거리가 된다.

中로부터 q* 를 구하기위해 Secant method# 사용 

하였다. Secant mathod는 bracket이 필요없는 open 
method로써 우수한 초기치로부터 시작하면 수렴성 

이 롷다. q를 구하는 각 단졔마다 곡선 세그먼트와 

blare의 촤% 거리를' 구하는데, max_up_distance^- max._ 
down_distance§- 비교해서 최대거리가' 줄어드는 방 

향으로 q값을 이동시키게 돤다. 곡선간의 회대저리 

가 최소가 될 때까지 이러한 과정을 반복해서 q* 를 

구하게 된다.

30여개의 B-spiine 곡선을 biarc®. 근사화한 결과. 

q<)와(广의 차이는 평균 Gee?이었다.

4. 구현과 적용 사례

4.1 구현
본 연구의 알고리즒을 검증하기 위하여 시스템을 

구현하였다. 구현을 위해 사용된 하드웨어로 IBM 
RS/6000 5«0 Workstation^ 사용하였으펴, 소포気왜
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허용공차

Fig. 12. Car body profile.

다. 또한 화면 디스플레이를 위해서 GL library를 사 

용하였다.

4.2 적용 사례

본 알리고즘을 기존의 방법과 비교하기 위하여 , 여 

러가지 형태의 B-spline。"。1을 허용공차별, 곡선차수 

별, biarc 개수별로 bisection 방법과 계산시간을 비 

교하여 보았다. 곡선을 segment로 분리하는 방법은 

Ong啲의 방법을 사용하였다.

Fig. 12는 4차 B-spline 곡선으로 만든 자동차 차 

체의 옆 모습을 biarc로 근사화한 것이다. 최대 허용 

공차를 변화시키면서 계산시간을 비교하였다. 허용 

공차가 작을수록 근사화할 때 사용되는 biarc 개수가 

많아짐을 알 수 있다. 계산시간을 살펴보면 본 알고 

리즘이 3~4배 정도 빠름을 알 수 있다.

Fig. 13은 각각 다른 차수로 만들어진 캠 프로파일 

들을 biarc로 근사화한 것이다. 곡선의 차수가 높을 

수록 계산시간이 늘어남을 알 수 있다. 이번 경우에 

는 계산시간이 biaection 방법보다 3~3.5배 정도 빠 

르다.

Fig. 14는 4차 B-spline 곡선을 W 모양으로 만들 

고, biarc 개수를 10개, 15개, 20개, 25개로 변화시 

켜가며 근사화하였다. 본 알고리즘이 4배정도 빠름

8하 b-spIi ne 10차 b-spIi ne

곡선 차수

Fig. 13. Cam profile.

5
f2_Ya

尺

어로는 어느 시스템에도 쉽게 확장시킬 수 있도록 

객체지향 프로그래밍 언어인 C++ 언어를 사용하였

10 15 20 25
bia「c 개수

Fig. 14. Quartic free form curve. 
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을 알 수 있다.

위의 몇 가지 예를 통하여 본 결과 본 눈문에서 

제안한 알고리즘의 계산속도가 더 빠르고 효율적이 

라는 것을 알 수 있다.

5.결  론

본 논문에서는 탄젠트를 이용해서 곡선을 biarc로 

근사화하는 알고리즘을 개발하였다. Biarc로의 근사 

화 과정에서 파라미터 q를 계산할 때, 기존의 방법 

은 q의 전체구간([0.1])을 고려해서 최적의 q값(q*)  
을 계산하지만, 본 알고리즘에서는 근사화하려는 곡 

선의 탄젠트 그래프와 biarc의 탄젠트 그래프의 특성 

을 이용해서 최적값 부근의 q값(%)을 계산하고 그로 

부터 q* 를 구하므로 기존방법보다 더 빠르고 효율적 

이다. 그러나, 허용공차가 충분히 커서 이것을 만족 

하는 q의 범위가 넓을 때(예를 들면, 0.3과 0.75사이 

에서 아무 값을 q값으로 넣어도 biarc와 곡선간의 최 

대거리가 허용공차 안에 있을 때)는 기존방법보다 비 

슷하거나 약간 느려질 수 있다.

본 연구에서는 근사화 과정에서 곡선간의 최대거 

리만을 고려하였으나, 곡선간의 면적이나 곡률 등을 

함께 고려하면 좀 더 부드러운 biarc가 생성될 것이 

므로 이에 관한 연구가 필요하다. 또한 biarc와 곡선 

간의 최대거리를 계산할 때, 최적설계나 다른 수치 

적 방법을 도입해서 개선하면 좀 더 계산시간이 단 

축될 것이다.
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