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HOM AND EXT FUNCTORS OF GENERALIZED 
INVERSE POLYNOMIAL MODULES

Changwoo Han, Sangwon Park and Eunha Cho

Abstract Northcott and McKerrow proved that if is a left noethe- 

rian ring and E is an injective left 7?-inodule, then E\x~l\ is an in

jective left /가2이-module Park generalize NoUhcott and M( Keirow s 

result so that if R is a left noethenan nng and E is an injective left 
/^-module, then 끼a厂이 is an injective left R\xs i-module, where S is 

a submon-Oid of N (N is_ th-e all 1 jnumbers). I호「넌G3 papc i

we 나iow

H이n即이(的广孔 N[x~s]) 으 N)[[xs]]

and using the above result and this isomorphism, hnally we show 나yt

ExeR[xS](M[x-s},N[x-s]) 은 Ext'R(M,N)[[Xs]]

고. Introduction

Northcott [31 considered the module 厂"of inverse polynomial 

over the polynomial ring K[x] (with K a field). and Northcott and 

McKerrow [1] proved that if J? is a left noetherian ring and E is an 

injective left K-module, then E\x-1] is an injective left /?ixi-module 

In [6] Park generalize Northcott and McKerrow1 s result so that if R is 

a left noetherian ring and E is an injective left /2-module. then E\x~s\
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is an injective left /?[rrs]-module, where S is a submonoid of N (N is 

the set of all natural numbers). In this paper we prove

N[x~s]) 은 Homft(M, 丿V)眞叨

and by using this isomorphism and the above result we show 

五时屯이广이) 으 质*(以 "归이].

Inverse polynomial modules were developed in. [4] and recently in 
[외.

Definition 1.1. Let R be a ring and M be a left A-module, then 

M[x~l] is a left R园-module such that

xirriQ + mix~i H---- 1- mnx~n) = mi + 니-----+ mnx~n' 1

and

r(rrio + m\x~x + • • • + mnx~ny) = rm()+ rm\x~1 十 • •十 rmrix^n 

where r € /?.

Similarly, we also can define M[x. r~i], M\x, ^-1 ji, and

also as left 7?[a;]-modules where, for example, is

the set of Laurent series in x with coefficients in M, i.e., the set of all 

formal sums £小＞冲 with no any element of Z (Z is the set of all 

integers).

DEFINITION 고 2. Let B be a ring and M be a left R-module. and 

S = (0, A*2, • •} be a submonoid of N (N is the set of all natural

numbers), then M\x~s] is a left /i[a;5]-module such that

xklr (mo + m\x~kl + m2X~kl •…十 mnx~kn)

二二 miX~kl+ki + 刀1河厂*호十知 T------- 卜 mnx~kr,^kz

where
x-k^kt = f zf+&, if kj-kzES

\ 0, if k3 —kz S.

For example, if S = {0,2,3,4,5, ••- }, then mo + rri2X~2 -i- +

• ・ • + m,x~2 € M["이 and if S = (0,1,2,3,4, •••}, then M[x~s] =

Similarly, we can define as a left J?[j;s]-module.
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THEOREM 1.3.国 Let R be a commutative noetherian i mg and S 
be a submonoid, and E be an mjectwe left R-module. Then 剧:厂이 is 

an mjectwe left R[xs]-module.

PROOF. Let S = {0,北I, •…} be a submonoid. Then

Hom/?（K[xsj, £） 으 厕广的]

is an injective left 7?[xs]-module. Define（/）: 一피厂이] 一스 E[[x~s]] by

心） =시"/

for f G E[\x~s]\, then（j> is not locally nilpotent on E[^,~s]]. So 

」미〕3厂이] is not an essential extension of Ker（（l））. Let be an injective 

envelope of Ker（（f）\ then

Ker（©） C EC 剧[:厂叮.

Then the restriction（瞄:互1 —瓦 is locally nilpotent on E. So E G 

E\x~s]. But E\x~s] is an essential extention. of Ker（0）, so that 硏厂이 

is an. essential extention of E. Therefore, E ~ E[x~s], Hence, E\x~~s] 

is an injective left K[xs]-module.

2. Hom functor of generalized inverse polynomial modules

LEMMA 2.1. Let M and N be left R-modules and let S = {0, k足 加）I港 

be a submonoid. If （/）: M\x~s] —> N\x~s] is a R\xs]-hnear map, then 
认M + Mx~ki + Mx~kl H——+ Mx「*%） C N + Nx~^ + Nx~kl -\---- r

NLn

PROOF Let m，o十丁陽瑚厂妇+m氏好―m炽丄一炽be an element 

of M 十 Mx~ki 十 Mx~kl T---+ Mx^kl and

0（m（）+mkx x~kl 十？7切做z一”2 T----卜 m炽a厂炽）

=no -「冗饥妇 +nk2x~k2 H---- F nkzx~K

+ nkz+lx^kz+1 H---- F nkjx^k\
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and without loss of generality, we assume that J > z. Then

^>（xfex（mo + mklx~kl 十 m&e：厂"2 t------ 卜叫若厂知））

=©（m知）€ N、

On the other hand,

:K（©（m（）+mkxx^kl ^mklx~k2 1---- \-mkzx~kt））

= xkt（n（）+ nk.x~kl -卜 nkzx~k2 + , • . 너- 口加不一她

+ nk^x~k^x 너------Z나jL'、）

=站 + a,

where a = ?히幻_3厂*++知 + • • • + m展~电니七 Since。（7仃也） 二二 g + 

a and is ark element of N, all coefficients of a have to be zero. 

Therefore,

©（M + Mx~kl + …+ Mx~k} c N 亠 Nxf + …+

THEOREM 2.2. Let M and N be left R-modules, and let S = （0, , g • • • 

be a submono%d. Then

Hom.R\xs^M!\x~s], N[x~s]） 으 Horn^M,

PROOF. Let <7 : M[x~s] —> N[x~s] be a 7?[sS! -linear map. and

M[x~s] = M® Mx~kl © Mx~k2 ® •••,

N[x~s] = N ® Nx~kl ® Nx~k2 ©•••.

Then

a（M + Mx~kl + ■■■ + Mx~k） CN + Nx~kl +■■■ + Nx~k\ 

by Lemma 2.1. 
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Define(j)kzk1 = 巧。工2 ' Mx^kz 一수 Nx~k^, where 妬 : Mx~kz —> M[x^s] 

the ith inclusion, and tt^ : N\x~s] —> Nx~kl the jth projection map.

If we let

N丄十A/，Tu I (J-rMa _

(
©k시co ©知化2 \

(眼J” (f>kxk2 I，

(眼2妇 0A：2^2 /

then(瞄사r = ©幻止2 = (眼房2 = 0, and since

(y{xkl(m.o +mklx~kl i-mfe2x-fc2)) =(y(rnkl) = 0fcofco(mfc2)

and

xk2{(r(mo + mk1x~kl 十 ”아以0厂幻 )}

=抄2 0>幻而(7几0)十〈眼I 知(ms) +(pk2kn (rnfc2)

+。们们('”")：「饥十<如*(晚2)广加十妮b(mk2)%f)

=<bkdkz (m切)，

s。we have(f>koko = <力“衍=©心” And

이*幻 (mo +mklx~kl +m®：f)} =。(%妇 + rnk2x~k2+kl')

=<i>koko(mkl) + +(/)klkl(mk.2)x^kl~k\

xkl (cr(mo + mkxx~kx + m，k2x~k2)}

=xkl ((pkoko(.m0) + 0/£1fco(mfcl) +(t)k2ko (mfc2)

+ <t)kxkx (mkJx~kl + 腿腿(印加)"' +©"2(75*6)

=©mJrrg)十饥：2们(“农)+ ©k加烦底％土十".

=〈眼両• So letWe have 饥《加

i fco = ‘眼 Mo =(bk\k\ =〈bkdkz
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fki = ^k\ko = 加

fk2 =机:,亦心.

If we let

N~hNx~ki -|- - I G ■-

(^koko ^koki * * * 、

^fciko ^/ci/ci * ' * 0A：ikz

《bkzk、 '，* (t，k，zl여，

— • 5
> ■ • •

(bk・Jcq ^kzk\ * * , <7%&知
\ /

then

机；腿 =©虹腿 =• • •= 机知圣=<Pkxkz = ,…=(力喝幻=•…=(D" 1蜘=0, 

and since

a{xkl(m0 +mklx~kl H---+mkzx~k^}

=^(W.)=〈眼

xkz(tr(m0 + mkxx~kl T---- 1- mfcix-fc%))

=z知{(©w：o(mo)十〈眼成。(”編)十 …+ <眼兩(“1為))

+ 0k加(mfel) 4-(眼加 S&) T----卜 <7%g(77板))"加

十......................................

十 (〃加_ I) + <如:g_ I (m也))r 私 1

十 ©m(7阳""'}

=©mg),
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we have ©如知 =（疆八 = • … =사And

（r｛xkl （m0 + mkxx~kx + • •十 m炽:厂炽）｝

=+ mk2x~k2+kl + - + 血*시"*"）

=（0/cofco（mfci） + 机血-----+ ©（炽一加）（如）（m知））

十 （由"1（W2） 十 源이如（m底） T-----+ ©（炽—炽）（奴）（竹이"））：厂"仕1

+（（眼2曲伽為）+ （眼展;J"。+ ■■ + ©（炽 f ）&）（?‘阳））⑦土

+..........................................................

十（。（知-if）（知-1一加）（叫_1）-r ©（炕_饥）皆"一1-妇）（”块》厂知t""

+ 0（fct -Zcj ）（fc2-fc!）（W, ）x-fclTfcl,

x^1 ｛7T（mo -r m，ka&f 十 mk2x~k2 + • • • + ?7徧匕一&"）｝

=3而｛（©如如｛mka）十 ＜t）klko （mfcl） + 的"。3奴）T-----十 ＜眼舔0 （"火））

+ 0焰炽（"I幻）+ ＜脈2炽（m%2）T-----也））厂“"

+ （＜^fc2fc2（W2） + 血/"（my）十• • •十〈眼成2 （rnkJ）x~kl

+ •・.•....•........................

十 （©炽-也_1 （m知—I）十 ©kJ金-1 （m也））z 1 1

十〈眼q（7*）：厂加｝

= 여）瑚” （m加） 十 她k、（W2）」------ 卜 ©技］“ （m幻 ） ）

+ （＜眼債2（77叫）+ 0fc3fc2（w3）十• • +〈眼舔 2（7阳））"灯 m

+..........................................................

十0农一也一+化知一i（m幻））厂知-'仕1

+ 0fclfct（mfct）x-fcl+/ci.

Then

0fcoA：o =如八b — ' ' ~机我上、

如八& — 机시S = … , = 1 ‘
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如須林=如;3k八=…• = （j）kfk；z_M 

知=饥"山\ =…• =（Pktkt-3 5

^kt_\ko =（眼*1 ♦

So let

fko = ^kokQ —（bkikk =…• =（/>kzkz）

J%i = ^kik0 =（眼2妇=* * * —（眼z加-1 5

/a：2 = 如시牖 =（旗3知 =，, • = 0/ctfct-2 , 

fks = 如시紹 ~ C槌4妇 = … • =（眼I炽—w

/加 _1 = ©加 _1幻）=（力cMl •

By the same process we can choose fk3，/a：4 , . Then

Ao 十 h^kl + 危舟 +••• g Homft（M, N）[[xs]].

Conversely given

Ao + 加舟 + 力京舟 +••- G HomR（M, N）[[xs]], 

define a G Homft[xs|（M[x-s], N\x~s]） by

cr（m0 -]-mkrx~kl -1---- 卜 77%:厂知）

=（.fk0 + fkrxkl 亠 fk2xki T--- ）（m0 + mklx~kl r----- 卜 m&L"）

=/fco（w）十 fko（.mkl）x~kl 十厶。（丁踞D「知

r---- r ffc0（mfct）x-fcj

+ fkt （mfcl） + fki （mk2 ）a Ta+加 + （TOfc3）x.-fc3 -「幻

十…+ JXi（m紐）广女十知

+ fk2（7服2 ） + fk2（7硃3），i3+k2 * 力电（mk4 加一如卄2

T---- 1- fk2（rnkJx~kz+k2

+......................................

+ J爲_1（“标-1） + 认"_1（口心3厂"*1、+ fkz （mfcJ
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（ fka （m縮）a厂知 니。3 = 0, 迁 一应 十 k（> 任 —S

l 力据 （"i 如）:厂紬好" = fkjjrikj"야甲" if-Zp 丄幻 C-S

=（Ao（mo） + 五J"知）T——+ J妃（"％）） + （/fco（/nfcl） r_ S.O.C"f

+ （Ao （"&）十 S.O.C.）x~k2 + • 4- （/fc0 （m炽））zf •

Now <丁 is a R[a;S]-linear map. And, easily, a is a group homomorphism. 

Hence .

Hom^s이厂s’], 丿Vp厂，]） 으 Hom^（M, /V）如气.

3. Ext functor of generalized inverse polynomial module

Theorem 3.1. Let

0 —-> L 丄 M 丄 N ——>0

be a short exact sequence of B~rnodules. Then there exists a short exa.ct 

sequence of R[x~s]~modules

0 ——> L[x-S]丄 M[x~s]丄 N[x~s] 一> 0.

Proof. Define f : L[x~s] M[x~s] by

知十臥厂'" 너----- 1지茅厂"） — /（◎ 幻））十/（이»1）3厂妇七 - •+/（%；）:「气

Then f is well-defined injective /?|x^-linear map.

Define g : M\x~s] —스 N[x~s] by

^（flfco -raklx~kl -1-…十阳舟）=g（臥。）十g（a加）:广幻十 —g（臥。:广私 
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Then 0 is a well-defined surjective Kfxs]-linear map. Now we show 

Im/ = ker^.

Let akQ +akxx~ky T----卜四:声一加 £ L\x~s],

Then

0。/）（afc0 + % a厂妇 T----- 十 이挪*）

= ^（/（afco 十 c心어" T--- r aktx~kt））

=^（/（^0）H---+f（akJx~K）

= g（J'（이睨）） +g（/（臥i））：厂幻 十---- 卜 g（f風'）"知

=（9。f）（、心）十（g。f）（阳）虹知 T-----+ （g。/）（%）：厂加

=0.

Let + a，klx~ki T--- -t- <%：厂炽 G ker0.

Then.
虱％ -r aklx~K1 r----

=g（ak0） + g（akJx~kl T---- 卜 g（a，炽）Ll
Thus

g（a吗）=o, for j = （0,1,2, • • - ,i} 

이財 € kerg = Im/.

Let f （眼。） — a%。, f （버“） =（ik\ > f （板:2） = Qy, ''' t （Pkt） =（싸七 

bk3 G L, for j = （0,1,2, - - ,«}.

Then

bk0 亠 bk*f -i----- F bktx~kz e L[x~s].

f（b膈+bklx~kl -1----卜虹广勺

=了（氧）+ f（bkl ）x-fcl + …十 /（妃成土

=flfco + C"厂妇 H----- F akzx~k\

Therefore, Im/ = ker0. Hence,

0 一 L[x~s] X M[a;-5]丄 N\x~s} 一 0 

is a short exact sequence of /히壬이-modules.
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THEOREM 3.2. Let R be a rmg, and M. N be left R-modules. Then

EzfR[xS^M[x-s], N[x~s\） 으 EMr（M, N）0叮

Proof. Leto ―> N 二 E° 冬 E' 冬 E? 쓰 - bean injective 

resolution of a left 7?-module N.

Then by Theorem 1.3 Ez\x~Sy is an injective /?；j;si-module for each i. 

and

0 一 N[x^s] —> E°[x~s] 一 厂錦—> E2[x~s] 一一> •••

is an injective resolution of a left /?[i;s]-module N^~s].

Consider the deleted injective resolution

0 _T 0 一 e。[:「이 dOy이 ® 妒이 d企T이 -S] — •,

then we have the complex

Hom（M仪一브竺（的厂'刑%7]）>

브의이）〉HomWkr-SLE^-S]） -

By the Theorem 2.2, we also have an isomorphism

A : Hom（M杈;一气 £如一$]） 이]

for each i.

Thus there is a complex

0 t 成点此£。）旧叨 브。mW,d。）阪羽 鱼保以 时）[同]

쁘I"海羽 Hom（M,£2）[同] t -

Now consider the following diagram :
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Hom（A@-S],硏旷S]）山点问厂皿『[广可）> 血叹心[旷皿£中伊-S]）

y,l !/,+i
Hom（M, •玲血이] Hom（"）m] > Hom（M,E나T）[同]

Let （p G Hom（M[a;_s], 矽恤一이）, then f （©） = （poo + <如0也 +。20抄十 

…，where ©（mj厂加）=由公乂风）I ^fcI-io（«i，i）xfc, 4 poo。*）：由 for 

any kz so, Hom（Af, dl）I IXs]] （（^oo + 十©20抄以 T ） = *。加（）十片。

如）抄' +。"。©20抄2 너 and Hom（M[x~s，], dl[x-S]）（^） 二 <^[x~s]。衣

Now

dz[x~s] o ©（?丁"5）

= — 啊旗一io（〃妩）丄—이” 十 —r 如（）（皿）工 驾）

二二就0农o（mD）十加—io（m）厂妇）T-----丄比（加0（"攘⑦一‘倉）

— （To © 肇3灼）+ dl o 0fct_1o（mt）x'_/ci H----If。©oo（m）厂加

for any *
So, [x~ki]。饥 = d" 000 + 贵。（/）ioxkl + 次。©20俨2 시----- -
Therefore, 昆m（M, 计）[恤이]（（如十如）也+侦）抄---- ） = 丁 1 ⑷切

©）.

Hence, the diagram of the above is commutative, and

，战知员（Mk厂이, n"F） =

｛그

ker（Hom（M[:z厂[:厂当））

Im（Hom（M[z-이,/一1板一이））

ker（Hom（M，5的）

Im（Hom（M,*T）血•-어] j

ker（Hom（M, d，）） [&：，]] 

Im（Hom（M,*T）） 旧厂이]

ker（Hom（Af, dJ）） rf 
=Im（Hom（M,d"T）R* jJ 

=ExtlR（M, N）[[xs]].
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Hence.

ExeR[xS](M[x-s], N[x-S]) 으 Ext^M. 丿V)脸
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