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요 약

직사각형 평판의 고유진동수와 진동모드를 연구하였다. 이중 퓨리에 사인시리즈를 직사각형 평판의 모달 변위함수로 사 

용하였으며, 다양한 경계조건을 가지는 자유진동 해석에 적용하였다. 유한급수 전개로써 근사해를 나타내는 고전적인 Ritz 

빙법을 이용해서 직사각형 평판의 고유진동수를 해석한 Leissa의 결과와 본 연구의 결과를 비교하였다. 그리고, 평판의 형 

싱비에 따른 영향도 연구하였다. 자유경계 평판, 외팔평판, 고정평판, 그리고 모서리가 단순지지된 직사각형 평판의 진동 

형태를 가시화하였다.

ABSTRACT

An analysis of the frequency parameters and vibrational modes is described for a rectangular plate. Double Fourier sine 

series is used as a modal displacement functions of a rectangular plate and applied to the free vibration analysis of a 

rectangular plate under various boundary conditions. The frequency parameters obtained by the double Fourier sine series 

method are compared with those obtained by the theory of finite element method and Ritz method. Frequency parameters 

ar3 presented for the various aspect ratios for plate. The first four modal shapes for the rectangular plate under various 

boundary conditions are accurately described.

I. 서 론

외력의 가진주파수가 구조물의 고유진동수와 일치할 때 

겨는 공진을 일으킨다. 구조물의 운동시 발생하는 진동을 

효율적으로 제어하기 위해서는 계의 진동특성을 파악하 

여야 한다. 평판은 공학에서 가장 중요한 구조요소로 다 

루어지며, 특히 터어빈 날개, 비행기 날개 등과 같은 복 

집한 문제를 단순화하는 계산적 모델로 응용된다. 그래서 

평판의 진동해석은 다양한 분야에서 많은 관심의 대상이 

되어 왔다［1-3］.

Jones［4］ 는 진동하는 막의 이론과 자유진동 현상을 이용 

히여 얇은 평판의 고유진동수를 근사적으로 구하는 방정 

本을 유도하였으며, Gorman［5］은 모달함수를 모든 변이 

단순지지된 평판의 자유진동 해석에 이용하였다. 그리고 

Nirita［6］ 는 라그랑지 승수법 (Lagrange multiplier methed) 

或 고전적인 Ritz방법을 사용하여 한쪽 끝이 고정된 직사 

기형 평판의 고유 진동수와 고유모드를 해석하였다. 1996년 

어 Zhou Ding ［기은 Rayleigh-Ritz 방법을 이용해 직사각형 

평판의 고유진동수를 구했으며, 평판의 여러 위치에 가속 

도계 센서를 설치하여 가진력에 대한 응답변위를 구하는 

실험적 연구［8］를 수행하였다. 최근에는 Chung［9］은 내부 

의 구속 조건을 갖는 보의 문제를 스톡스 변환(Stoke's 

transformation)에 의해 해석하며, 이러한 평판의 해석을 

바탕으로 금속과 압전세라믹이 층을 이루는 복합평판의 

자유진동을 해석하는 연구가 수행되고 있다［10］.

본 연구에서는 Ritz법［1］의 단점을 보완하기 위해 이중 

퓨리에 사인시리즈(double Fourier sine series method; 

DFSSM)를 평판의 모달함수로 가정하여 해를 구하여다. 

이 때 이중 퓨리에 사인시리즈가 만족시키지 못하는 경계조 

건들은 스톡스 변환 및 라그랑지 승수법을 통하여 구속 

하였다. 물리적으로 기하학적인 경계조건들은 각각의 경계변 

이 위치하는 직선을 따라 적분하였다. 평판의 경계조건은 

자유형, 외팔형, 고정형, 단순지지형으로 나누었으며, 고유 

진동수는 주파수 매개변수의 값에 따라 주파수 행렬식이 

0이 될 때 구하였다. 이중 퓨리에 사인 시리즈법으로 수 

치해석한 결과를 유한요소법(finite element metod ; FEM) 

에서 구한 고유진동수와 비교하고, 형상비 (aspect ratio) 와 

주파수 매개변수의 관계를 살펴 보았다.
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II. 이 론

구조물이 외부의 영향으로 진동될 때 진동모드는 고유 

진동수에서 가장 큰 응답을 나타내며, 구조물 자체의 특 

성이나 경계조건에 의해 절점(node)을 가지는 고유한 형 

태를 가진다. 그러므로 구조물의 진동특성을 해석하기 위 

해서는 고유진동수와 진동모드를 구해야 한다.

직사각형 평판의 운동에너지 및 탄성에너지를 각각의 

모달함수로 표시할 수 있다. 평판의 굽힘에 의한 탄성에 

너지와 운동에너지는 다음과 같다[4].

竺打 +2站券쁘

+ W券)2 + 4W-藉牛4

(1)

T=-^fihw2f JA^dA (2)

여기서 切는 평판의 휨 정도를 나타내고, 從 평판 

의 굽힘강성으로 2七=瓦"/12(1— 农七), Dy=Eyh3/, 

12(1-^) Z»r=G"/12이다[6]. E와 G는 영률과 전단 

력, h는 평판의 두께, m는 포아슨 비, p는 밀＜0는 원

주파수이 다.

평판 이론에서 경계조건은 각각 경계 변에서 굽힘모멘트 

와 전단력으로 표시되며, 안정화포텐셜 에너지법은 변분 

원리에 기초하고 있다. 변분 원리는 평판의 전체에너지를 

기하학적 경계조건에 위배되지 않는 미지의 모든 변위들 

에 관하여 미분을 한 후 각 변위들에 대하여 최소가 되 

도록 한다. 전단력과 굽힘 모멘트는 경계조건과 관련되어 

있다.

Fig. 1 과 같이 직사각형 평판을 고려하자. 여기서 

가 평판의 내부에서 이중 퓨리에 사인시리즈로 표 

시될 수 있는 함수라고 가정하고 모달 함수의 미분값들을 

코사인 및 사인 시리즈로 표시할 때 이중 사인 시리즈는 

모든 변이 단순지지된 평판에 대하여 모든 기하학적인 

경계조건을 만족시킨다. 여기서 기하학적인 경계조건을 

만족시키지 못할 경우 라그랑지 상수들을 이용하여 기하 

학적인 경계조건을 구속시킨다.

일반적으로 평판의 모달 함수 月x,y)는 (3)식과 같고 

[11], 각각의 모달함수 미분값들은 (4)식과 같이 표시된다.

氏3)= £ 力「AmSin "笋 sin 圣罕 ”z,”= 1,2,... 
m= 1 m= 1 (L O

(3)

쯡 = 寫冉sin 鬱 + 為 富 瓦，，“ 海专 sin 等

卷=% 爵瀛sin专sin哥

畫厂6 +為丄海奇+客伽海聋

+冬1爵爲cos专cos啓

(OMxMcz, OMyMb)

쯔 = 寿，gn 啓 + % 寿째曲 专 co如腎 

(OMkMcz, OMyM方)

覺=公^F/in专sin帶
ay m= 1 n= 1 a o

(OMxMa, (4)

연속계의 진동방정식은 무한수의 고유진동수와 정규진 

동형을 구하는 초월방정식으로 이루어져 있으며, 한정된 

수의 고유진동수와 정규진동형을 구하는 불연속계와는 

대조적이다. 이러한 연속계의 고유진동수를 구하기 위해 

서는 경계조건을 적용할 필요가 있다. 경계조건이 고려될 때 

정확히 사인시리즈의 미분값을 구하기 위해서는 스톡스 

변환이 필요하다. 스톡스 변환은 임의의 함수를 우선 독립적 

시리즈의 미분형태로 가정한 후 부분적분에 의하여 미분 

함수의 퓨리에 시리즈 계수들을 결정하는 방법이다. 스톡스 

변환을 이용하면 미분값의 퓨리에 시리즈 계수들은 (5)식 

과 같이 표시된다.

(名戶知晋一畧e,sin萼)xsin等衣

a

그림 1. 직사각형 평판의 판굽힘요소

Fig. 1. The element of plate in bending motion with rectangular 
element.



이중 사인 시리즈법에 의한 직사각형 평판의 진동모드 해석 41

4

一湖오

紆

X
-T'
-T

.m

("게 气)애、
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J：((爵，siQ肾)(-1)”-冬sin聲向
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H( 爵，sin业쭙)(-1)"- 备‘sin-쭝假，
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£ f ( 2 r^sin-22^-— 支! 峪in *쯔 ] x 丽 끄쯔 吹 
ao ■/ o I r= i a s= 1 a ) a

E^}=Jj-A„n +刍 £ (( *i “sin/^)(_l)“

- 臨sin琴} sin专办

•Pro» = -(^) Am„ (5)

(4),(5)식에서 M, N은 퓨리에 시리즈의 항수, 그리고 

AmnBm„C„„DK„Em„Fm„, 1% e,. tr, "'는 평판 모달 

함수의 퓨리에 시리즈 계수들이다. 그리고 m, n, I, p, q, 

，, s는 퓨리에 시리즈 계수이다. 만약 평판의 경계조건이 

자유 경계단인 경우는 모서리 및 경계변에서 변위를 가 

정하여 전체에너지가 최소가 되도록 변위들의 계수를 구 

하고, 고정 경계단일 경우는 각각의 경계변의 기울기가 0이 

되도록 구속한다. 변분법에 의한 전단력 경계조건은 기하 

학적 경계조건이 아니므로 고려되지 않는다. 평판의 모달 

함수를 이용하면 기하학적 경계조건에 따른 수학적 표현 

캉법은 Table 1과 같다.

任 1. 경계조건에 따른 수학적 표현방법 

fable 1. Summary of boundary conditions.

Types Mathematical Expression

Simply Supported
Boundary Condition

Clamped Boundaey
Condition

Free Boundary
Condition 籌+嚇淄+(I話=。

직사각형 평판의 함수는 (6)식과 같이 표현되며, 변분 

과정에서 다음의 함수가 최소화 되도록 한다.

饥 =Umax-7、max + £ /£COS -끄 ", *(<Z, 少的

+ £ £「&cos-쁘叽(0,分衣(6) 

+ fg bCOS '뜨' w, Jx, t>)dx 

+ fg ^A^cos-^- w,y{x,Q)dx

여기서 乙은 라그랑지 상수의 항수이다. 라그랑지 상수 

들에 의해 구속되어진 기하학적인 경계조건들은 각각의 

경계변이 위치하는 직선을 따라 적분이 되어야 한다.

라그랑지 상수 7侦/0.4b/板들은 각 변에서 기울기가 

0이 되도록 하기 위한 값이며, 물리적으로 모멘트와 관련 

된 양이다. 그리고 변분원리에 기초를 두고 있는 안정화 

조건에 의하여 (7)식과 같이 선형방정식의 형태로 표시된다.

[玲,«] —0 (7)

주파수 행렬식(frequency determinant)은 대칭이며, 경 

계조건을 만족시킨다. 고유진동수는 주파수 매개변수의 

값에 따라 행렬식이 0이 될 때 구해진다.

굽힘을 받는 평판요소는 유한요소법의 이론 전개 중에서 

가장 홍미있는 분야이다. 특히 정굽힘 해석에 관한 식은 

보다 넓은 실제적인 응용분야로 확장되었다. 진동, 동적 

응답, 충격 및 재료적 비선형, 유체와 판의 연성, 패널의 

플래터현상, 온도효과, 입체구조의 라티스판 등의 해석이 

다 Fig. 2는 ANSYS를 이용한 유한요소 모델이며, 사용 

된 직사각형 평판 요소의 총수는 각각 521개이다.[12]

그림 2. 유한요소 모델린 방법

Fig. 2. Finite element method modelling of ANSYS.

III. 수치해석 결과

직사각형 평판의 진동특성을 분석하기 위하여 이중 퓨 

리 에 사인시 리 즈법 을 사용하였으며 유한요소법 에서 얻은 
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고유진동수 매개변수와 비교 분석하였다. 또한 퓨리에 시 

리즈 계수들의 상대비를 구하여 해당 진동모드를 나타내 

었다.

연구대상 구조물은 직사각형 평판모델을 설정하였으며, 

평판의 재원특성은 두께 0.001m, 너비 Im, 길이 Im이며, 

프와송 비는 03, 밀도는 7800kg/m3이다. 그리고 Young 
율은 2.1xl0”pa인 스프링강(SK5)이다. 연구대상인 SK5 

직사각형 평판의 재원특성을 적용하여 이중 퓨리에 사인 

시리즈법에서 구한 식 (7)과 연속체를 각각 무한개의 질 

량과 강성을 가진 요소들의 복합체로 간주한 유한요소법 

의 이론을 이용하여 계산한 진동수 매개변수의 결과는 

Table 2와 같다.

표 2. 경계조건에 따른 직사각형 평판의 고유진동수 매개변수 

Table 2. Notmalized fiequency parameters ( wa2V hp/D ) of a 
rectangular plate under various boundary conditions.

Type Method
Mode sequence

1st 2nd 3rd 4th

FEM 14.256 20.125 25.133 32.744

Free DFSSM 14.392 19.795 24.493 33.025

Ref.(l) 13.464 19.790 24.43 35.02

FEM 3.459 8.356 21.093 30.554

Cantilever DFSSM 3.452 8.515 21.166 30.035

Ref.(l) 3.494 8.547 21.440 27.460

FEM 37.033 82.032 82.032 125.021

Clamp DFSSM 36.209 83.155 83.155 124.535

Ref.(l) 35.986 73.354 73.354 108.120

FEM 20.487 50.062 50.062 77.455

Support DFSSM 19.742 50.354 50.354 77.965

Ref.⑴ 19.745 49.355 49.355 78.962

Table 2에는 유한요소법과 이중 퓨리에 사인시리즈법 

에 의하여 자유경 계 평판(Free type), 외팔평판(Cantilever 

type), 고정평판(Clamp type), 그리고 단순지지된 직사각 

형 평판(Support type)에 대하여 해석하였다. 유한급수 전 

개로써 근사해를 나타내는 고전적인 Ritz방법을 이용해서 

직사각형 평판의 고유진동수를 해석한 Leissa의 결과［1］와 

본 연구의 결과를 Table 2에 비교하였다. 이중 퓨리에 사 

인시리즈에서는 경계조건이 고려될 때 정확히 사인시리 

즈의 미분 값을 구하기 위해서 스톡스 변환과 라그랑지 

상수법을 사용하였으며, 각각의 경계조건에 해당하는 모 

달함수를 따로 가정하지 않고 이중 퓨리에 사인 시리즈 

를 평판의 모달함수로 가정하여 계산성의 오차를 줄였다. 

이중 퓨리에 사인 시리즈에 따른 고유진동수 매개변수의 

수렴성을 해석한 결과 항의 수가 Af=N=L = 25일 때 

수렴을 한다. 이 급수의 수렴은 아주 빠르며 일반적으로 

만족할 만한 결과를 얻을 수 있다. 이중 퓨리에 사인시리 

즈법과 유한요소법에 의한 해석 결과 거의 오차가 없음 

을 알 수 있고 Ritz방법은 모드 차수가 커질수록 오차도 

커짐을 볼 수 있다.

해석을 위해 많은 구조물들이 보［13］,［14］로 이상화되 

나, 어떤 구조물들은 경우에 따라 그형태가 보(beam)라기 

보다는 평판에 가깝다. 특히 형상비가 작은 터어빈 블레 

이드의 경우는 그 동적특성이 평판에 더 가깝다. 따라서 

직사각형 평판의 정확한 모델링 및 진동해석의 필요성이 

제시된다.

(a) The simply supported plate (b) The clamped plate

그림 3. 직사각형 평판의 형상비에 따른 고유진동수 매개변수

Fig. 3. Normalized frequency parameter vs. mode sequence 
for the various aspect ratios of the rectangular plate 

(〃=0.3)・

Fig. 3은 단순지지된 평판과 고정평판에 대하여 형상비의 

변화에 따른 무차원 진동수 변수의 변화를 계산한 결과 

이다. 여기서 모드순서는 평판의 대칭, 비대칭성을 고려 

하지 않고 순차적으로 배열한 것이며, 경계조건과 무관하 

게 평판의 길이는 일정하다고 가정했을 때 너비가 길어 

질수록 무차원 진동수 변수가 증가함을 볼 수 있다. 그리 

고 단순지지된 평판과 고정된 평판일 경우에는 형상비가 

1일 때 2차와 3차의 무차원 진동수 변수가 같다. 이때는 

두 경우 모두 2차, 3차가 (2,1) (1,2) 모드일 경우로써 고 

유모드 방정식［10］에 의해 2차, 3차의 값이 같다.

공진 주파수에서의 진동형태를 파악하기 위하여 직사 

각형 평판의 진동모드를 이중 퓨리에 사인시리즈법으로 

수치해석 하였다. Fig. 4〜Fig. 7에 각각 자유경계 평판, 

외팔평판, 고정평판, 그리고 단순지지된 평판에 대하여 

순차적으로 나타나는 네 번째 까지 고유모드를 나타내었다.

Fig. 4는 아무런 구속조건이 없는 상태의 직사각형 평판 

의 고유모드를 나타낸 것이다. 계산결과 진동형태는 자유 

경계단이므로 모드의 일정한 규칙성은 찾을 수 없다. Fig 

5는 한쪽 끝이 고정된 외팔 직사각형 평판의 고유모드를 

나타낸 것이며 고정되지 않은 한쪽으로 진동형태가 편중 

되는 것을 볼 수 있다. 이러한 모드형태는 Kubota［8］의 

실험에 의한 연구결과와 일치한다. 여기서 고유진동수는 

의 영향을 받는다. 외팔형태의 경계 

조건을 만족시키는 구성방정식은 (8)식과 표현된다.
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[Ci.i Tcuc,fip, tr, aj T= 0 (8)

Fig. 6은 네 모서리를 모두 고정시킨 상태의 직사각형 

평판의 고유모드를 나타낸 것이다. 모드형태는 순차적으 

로 (1,1), (2,1), (1,2), (3,1)형태를 취한다. Fig. 7은 네 모 

서리를 모두 단순지지한 상태의 직사각형 평판의 고유모 

드를 나타낸 것이다. 그리고, 모드형태는 순차적으로 

(1,.), (2,1), (1,2), (2,2)형태를 취한다. Fig. 6과 Fig. 7의 

결과는 Fig. 3에서도 볼 수 있듯이 단순지지된 경우＜a)와 

고정된 경우＜b) 는 형상비가 1일 때는 각각 2차와 3차의 

고유진동수 같으며, 모드형태는 (2,1), (1,2)형태를 취한다. 

무차원 진동수 변수는 일반적으로 경계조건, 형상비(a/b) 

그科고 프와송비의 함수로 표현된다. 그러나, 자유경계조 

건을 갖는 변이 전혀없는 경우 즉, 네 모서리가 단순지지 

된 경우와 고정일 경우에는 프와송비와 무관하게 되며, 

이때의 무차원 진동수 변수는 Table 2와 같다. 이상의 네 

가지 경계조건을 갖는 평판의 고유진동수 매개변수는 구 

성캉정식의 행렬식 식 (7)을 만족시킬 때 얻어진다. 그리 

고 고유모드는 각각의 고유진동수 매개변수에 대응하여 

푸기에 시리즈 계수들의 상대비를 구하여 해당 고유모드를 

구한다.

그림 5. 한쪽 끝이 고정된 직사각형 평판의 진동형태

Fig. 5. The fist four mode shapes for a cantileveni rectangular plate.

(a) 1st mode(66.299Hz) (b) 2nd mode (146.861Hz)

(a) 1st mode(25-522Hz) (b) 2nd mode(36.029Hz)
(c) 3rd mode(146.861Hz) (d) 4th mode(223.823Hz)

그림 6. 네 모서리가 고정된 직사각형 평판의 신동형태 

Fig. 6. The first four mode shapes for a clamped rectangular plate.

(d) 4th mode(58.621Hz)

(b) 2nd mode(89.625Hz)

그림 4. 자유경계단을 가지는 직사각형 평판의 진동형태

Fig. 4. The first four mode shapes for a &8 rectangular plate.

(a) 1st mode(6.193Hz)

(c) 3rd mode(89.625Hz) (d) 4th mode (138.666Hz)

그림 7. 네 모서리가 단순지지된 직사각형 평판의 진동형태
Fig. 7. The first four mode shapes for a simply supported 

rectangular plate.



44 韓國音響學會誌第18卷第7號(1999)

IV. 결 론

본 연구에서는 자유경계 평판, 외팔평판, 고정평판, 그 

리고 모서리가 단순지지된 직사각형 평판에 대하여 자유 

진동을 수치해석하였다.

이중 퓨리에 사인시리즈법을 이용해 직사각형 평판을 

수치해석하였다. 그 해석 결과인 고유 진동수 매개변수를 

유한요소법에 의한 해석 결과와 비교하였다. 그리고 유한 

급수 전개로써 근사해를 나타내는 고전적인 Ritz방법을 

이용해서 직사각형 평판의 고유진동수를 해석한 Leissa의 

결과와 본 연구의 결과를 비교하였다. 각각의 경계조건에 

해당하는 모달함수를 따로 가정하지 않고 이중 퓨리에 

사인시리즈를 평판의 모달함수로 가정하므로 계산성의 

오차를 줄였다. 이중 퓨리에 사인시리즈법과 유한요소 프 

로그램인 ANSYS와의 결과가 거의 오차가 없음을 알 수 

있었다. 형상비의 변화에 따른 무차원 진동수 변수의 변 

화를 알아보기 위하여 형상비를 변화시켰다. 경계조건과 

무관하게 평판의 길이는 일정하다고 볼 때 너비가 길어 

질수록 무차원 진동수 변수가 증가함을 볼 수 있었다. 그 

리고 단순지지된 평판과 고정된 평판일 경우에는 형상비 

가 1일 때, 2차와 3차의 무차원 진동수 변수 값이 같으 

며, (2,1) (1,2) 모드형태를 취한다. 평판의 고유진동수 매 

개변수는 구성방정식의 행렬식을 만족시킬 때 얻어진다. 

그리고 고유모드는 각각의 고유진동수 매개변수에 대응 

하여 푸리에 시리즈 계수들의 상대비를 구하여 해당 고 

유모드를 구하였다.

이중 퓨리에 사인시리즈법은 직사각형 평판의 고유진 

동수 및 고유모드를 정확히 구할 수 있으며 이는 모달 

해석을 통하여 동적응력을 계산하는데 유용될 수 있다.
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