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요 약

본논문은 재질의 물성치가 주기적으로 불균일한 탄성보의 굽힙 진동에 관한 이론적 결과를 제시한다. 굽힘강성과 밀도 

의 조화함수적 변화에 대한 섭동기법에 의해 고유진동수와 모드형상의 근사해를 구하였다. 유한요소법에 의한 수치해로써 

근사해의 경향을 검증하였다. 해석결과 저차모드에서도 분할된 분포진동모드가 공존하고 있으며 이러한 접근방법을 확장 

하여 평판스피커용 불균일 평판의 진동해석에 적용할 수 있음이 확인되었다.

ABSTRACT

The papa- describes a theoretical study on the flexural vibration of an elastic flat bar with periodically nonunifoim 

material pn^joties. The approximate solution of the natural frequency and mode shape has been obtained using the 

pertinbation technique for sinusoidal modulation of the flexural rigidity and mass den戒The numerical solution obtained 

by using the finite element method vwifies the trend of the approximate solution. It appears that distributed vibrations 

exist in the low inodes, and this approach can be extended to the vibration analysis of the plate in the flat panel speaker.

I. 서 론

지난 수십 년간 사용되어온 상자형 스피커와 다른 형 

태인 '평판 스피커，가 최근에 출현하였다U2L 기존의 스 

피커는 보이스코일에 전달되는 전기신호에 따라 원뿔형 

막이 진동하여 소리를 방사하는 방식으로서, 그 음향특성 

을 해석하고 설계하는 체계적인 방법들이 이미 확립되어 

있다（3,4]. 이에 비해 얇고 가벼운 평판 스피커는 평판 내 

에 분포된 진동 모드에 의해 인접 공기를 떨어주는 방식 

인데, 효율적으로 소리를 방사하기 위해서 Hg. 1에 보인 

바와 같이 평판 내부가 복잡한 형상으로 이루어지기 때 

문에 그 이론적 뒷받침이 완성되어 있지 않다.

평판 스피커의 개발은 판 구조물에서의 소음 방사를 억 

제시키려는 연구 과정에서 얻어진 역설적 부산물이다. 비 

행기 동체와 같이 일정한 간격으로 보강된 구조물에서의 

진동에 의한 소음 방사 현상은 오래 전부터 연구대상으 

로 다루어졌다]5,6,7]. 그러한 연구 결과에 따르면 보강 

간격의 불규칙성이 소음 방사를 제한할 수 있음이 보여 

진다｛8]. 따라서 판 구조물에 규칙적 주기성을 유지함으로 

써 음향 방사를 증대할 수 있다는 것이고 이것이 평판 

스피커의 원리이다. 기존의 연구보고들은 주기적으로 보 

강된 구조물을 주기적으로 지지된 조건으로 가정하여 해 

석하게^5,6], 주기에 해당하는 간격의 균일한 요소들이 

결합되었다고 가정하여 결합부에서의 파동 전달로 해석 

한 것으로세7], 재질이 주기적으로 불균일한 판의 분포 

진동모드를 해석하지는 않았다.

그림 1. 평판 스피커의 개략도

Fig. 1. Schematic diagram of the flat>panel speaker.

본 연구는 평판 스피커의 음향특성을 향상시키는 설계 

에 활용할 해석적 해를 구하기 위한 목적으로 시작되었다. 

평판의 진동특성 해석은 보의 진동특성 해석에서 출발할 

수 있다. 또한 수학적으로 주기함수는 조화함수의 Fourier
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급수 형태로 표현할 수 있다. 따라서 Fig. 1에 보인 평판 

을 단순화하여 Fig. 2에 보인 바와 같이 조화함수 형태로 

재질 물성치가 변화하는 보를 대상으로 하였다• 보에 대 

한 해석은 그 과정이 향후에 평판에 대한.해석에,기반이 

될 수 있을 뿐만 아니라, 그 결과로부터 평판의 진동모드 

경향을 예상할 수 있게 해준다. 주기적 구조물을 대상으로 

진동을 해석함에 있어서, 주기에 해당하는 간격의 균일한 

요소들이 결합되었다고 가정하고 접근하는 방법岛6,7］은 

다소 복잡한 반면, 주기적 변화량을 섭동(pBturbation) 량 

으로 취급하는 방법［9,10,11)은 근사해를 훨씬 간편히 구 

하게 해준다. 본 논문은 주기적으로 불균일한 재질의 보 

에서의 굽힘 진동모드에 대해 섭동기법에 의해 근사해를 

구하고 유한요소법으로 검중한 결과를 제시한다.

y
B(x), m(x)

그림 2. 재질이 주기적으로 불균일한 일차원 보 모델 

Fig. 2. One-dunensional bar model widi periodically 
nonuniform material properties.

II. 문제의 정식화

Hg. 2 에 보인 바와 같이 굽힘 강성이 B(x), 단위길이 

당 질량이 m(x)이고 길이가 L인 탄성 보의 굽힘 진동의 

운동방정식은 횡방향 변위를 y(x，t) - Y(x) expflQt) 로 

할 때 Y(x) 로써 다음과 같이 표현된다［12］.

多［风沪^以］=o>2m(x) Y(x)

0<x<L

보의 양단이 단순 지지되어 있으면 경계조건은 다음과 

같이 표현된다

F(0) = 0 I =0 (2a, 6)

HL) = 0
g 务 I m = °

보의 재질이 위치에 따라 주기적으로 변화하는 경우, 

B(x) 와 m(x) 는 각각 다음과 같이 조화함수를 이용하여 

표현할 수 있다.

B(x) - Bo (1 + e sin a x) 

m(x) - mo (1 + £ 7 sin ax) 

여기서 £ 은 평균값 Bo를 기준으로 한 강성 변화 폭이고 

e 7 는 평균값 皿를 기준으로 한 단위길이당 질량 변화 

폭이다. 또한 a는 단위길이당 물성치 변화 횟수로서, 편 

의상 ffL - (2k+l)jr (k는.정수) 로 전제하여, snaL - 0 

으로 한다. 이와 같이 굽힘 강성과 밀도가，위치 X에 따라 

변화하는 경우 엄밀해를 구할 수 없으므로 다음과 같이 

근사해를 구한다.

III. 섭동기법에 의한 근사해

식(1)«4)로 정의된 경계치 문제는 식(3)*(4) 로 표현된 

믈성치로 인해 엄밀해를 구할 수 없으므로 근사헤법을 

사용하게 되는데, 물성치가 위치 X에 따라 섭동량만큼 주 

기적으로 변화하고 있어 섭동기법［13,14］을 채택한다. 이 

틀 위해 변위 진폭 Y(x)와 고유진동수 3를 다음과 같이 

섭동량 e 의 급수로 전개한다.

Kx)= Yo(x)+ + £2K2(x) +『*(%)  + -(5)

CO = + £ 0>1 + £2<1>2 + £岫3 + (6)

식(5)<6)을 식(1)<2)에 대입하고 e 의 오름차순으로 정 

리하여, 의 차수별 운동방정식과 경계조건에 대해 다음 

과 같이 단계적으로 해를 구한다.

3.1 0(£°) 해

선도차수 O(e°)에 대해서 다음과 같이 고전적인 굽힘 

진동 방정식과 경계조건을 얻는다•

普-* = ° ⑺

枷=o, 今L=。 (心)

Yo(L) = 0 | = 0 (8c,d)

여기서

0 =普遊 (9)

식(7)-(8)로 정의된 문제의 해는 잘 알려진 대로 다음과 같다.

YOt„ = AOt„ sin^^c (n - 1, 2, 3,…) (10)

(4)
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(Ua,b) Ds =

여기서 n 은 진동모드를 나타내고, Ag 은 진폭으로서 

Ao,-1 로 정규화할 수 있다.

[J (a+&)2 — 虎？， 

4sinh&£ [「J+£”)2+应 

J+&)2-" 
(어0】 十足 ]

I (Q—角)2，分 

(a—+ 
(서기9”)2—6分 

(어』齐 虎

coshj9„L

jcos(a—j9m)L

3.2 0(e1) 해

제1차수 0(“에 대한 경계치 문제는 Yi(x)에 대한 

문제로서 다음과 같이 정리된다.

(15b)

n - La j (a+&，)2-度7, (a-%)2— /負，)
4 ~ 4%[ (어•俄斗成 - I

- sin ax을후 — 2acosox
(15c)

그리고

=Mo^TT-sin^

+玄瓦rW+a)'#丹8涂+0次

-4- A^{ (fi- a)2 - 7)cos (a- 0)x

(12)

—1 [/ (g~"^)2~^r
2&Z8S&Z [ [ (a- &)2 -贋 

(a+&)2 — 虎” 

(<?+仇)2— 出 J 
J S+角)2-擢， 

I (어%，)?一" 

J (a—&)2 —0分 
I (a~fin)2 — ^

cosfi^L

} cos (a十或乙 

)8S(a-&)L|

(16)

%0) = 0,

식(14)와 (16)은 모드형상 Y(x)와 고유진동수 a> 에 대한 

제1차수 근사해이다.

x-0
(13a,b)

3.3 고유진동수와 모드형상

지금까지 얻은 결과로부터 고유진동수와 모드형상에 

대한 근사해를 구성한다.

+ 巻(2a，os + a科 sin 履 K)

0

^(L) = 0,
x=L

(13c,d)0

식(12)«13)으로 정의된 경계치 문제의 일반해는 다음과 

같다.

KLh(x) = &*此 8>+〃28$如서"加 im粧
+功gh瓦“

"AM” 읎* 况"

+ 紀。쐬 艾*;潔 ｝况(어站
-扣서 七圣鬲部얘 A

(14)

여기서

r> 一 丄 n j—知 (。+毎)2一8分］
里=4彳叫D—房■ s+时」峦］

(15a)

= 1 + - +(Xe2) (17)
a火) e 아).*

*(・矽=YOtn(x) + eyltW(z) +。(旳 (18)

보 재질의 주기성 4L, 占 및，가 주어지고, 진동변위 

진폭을 Ag니 및 A^-0 으로 하셔 정규화 하면, 식(17) 

과 (18)로부터 주기적 불균일 재질 보의 고유진동수와 모 

드형상을 계산할 수 있다.

IV결과 및 토의

앞에서 구한 근사해를 검증하고 수학적 해가 의미하는 

물리적 현상을 파악하기 위하여, aL - 21^ (즉 k-10), 

e- 0.5,0 인 경우에 대해 고유진동수와 모드형상 

을 계산하였다. 근사해에 대입하여 계산한 결과와 비교하 

기 위해 MSC/NASTRAN올 사용하여 유한요소해석을 행 
하여 수치해를 구하였다. 여기서는 양단 단순지지된 보를 

400개의 CBAR 요소로 분할하였으며, 각 절점에서 수평 

횡방향 변위를 구속하고 수직 횡방향 변위만 허용하였다. 

그리고 고유치 문제 해법으로 Lamczos법을 택하였다.

4.1 고유진동수
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4.1 고유진동수
식(17)을 이용해 기본모드로부터 십여 개의 모드에 대 

해 고유진동수비。/心를 계산한 결과를 Fig. 3에 •로 

표현하였다. 또한 유한요소해석 결과를 O로 나타내었다• 

여기서 B 는 식(Ila)에 표현된 진동모드 파수(wavenumber) 
이고, a는 식(3)에 표현된 단위길이당 물성치 변화횟수 

즉 재질 주기성 파수로서, 무차원 변수 B/a 는 파수 비 

이다. 근사해와 수치해 결과들이 공통적으로 보여주다시 

피, 재질의 주기성이 고유진동수에 미치는 영향은 기본모 

드 부근의 저차모드에서는 거의 없으나, 6/a-0.5 부근 
에서 점프하였다가 고차모드로 갈수록 다시 영향이 없게 

되는 경향을 나타낸다. 두 결과의 차이는 제1차수 0(厂) 

까지만 구해놓은 근사해의 오차로서, 다음 차수까지 연장 

하여 해를 구하면 그 차이는 줄어들 것이다.

그림 3. 주기적으로 불균일한 보의 고유진동수 谑 균일한 보의 

고유진동수 s로 정규화한 결과. 진동수 비 w/w。는 

여러모드에 대해 계산되었고 有 a의 함수로 표현되었다

Fig. 3. Natural frequency of the periodically nonuniform 

bar, a), normalized to the natural frequency of 

the uniform bar, a>o. The frequency ratio a)la)o 

has been calculated for several inodes and 

depicted as a function of ffla.

4.2 모드형상

식(18)을 이용해 기본모드부터 4개의 모드에 대해 모드 

형상 Y(x)를 계산한 결과를 Fig. 4의 (a)-(d)에 실선으로 

나타내었다. 또한 유한요소해석 결과는 점선으로 나타내 

었다. 그런데 이 그림들에서는 모드형상들이 균일 보의 

모드형상 Yo(x)과 유사함은 보여주지만 재질 주기성이 모드 

형상에 미치는 영향은 파악되기 어렵다. 그래서 불균일 

재질 보의 모드형상에서 균일 재질 보의 모드형상올 제 

거한 결과,즉 Y-Y。를 Fig. 5의 (a)<d)에 표현하였다. 이 

그림들에서 알 수 있다시피, 주기적 불균일 재질 보의 고 

유진동모드에는 주기성의 영향=1. 분할모드로 포함되어 

있다. 이러한 모드형상은 마치 고차모드의 진동이 저차모 

드에서 함께 발생하는 것처럼 나타나며, 평판스피커에서 

음향발생 원리로 작용하는 것이다.

X

X

(b) 2nd mode

$

(c) 3rd mode

X

(d) 4th mode

그림 4- 주기적으로 불云일한 보의 모드 형상 (一근사해——수치해) 

Fig. 4. Mode shapes of the periodically nonunifonn bar.( 
—approximate,-------- numerical solutions)
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그림 5. 주기적으로 불균일한 보의 모드 형상에서 균일한 보의 

모드 형상을 밴 결과 (— 근사해, --- 수치해)

Fig. 5. Mode shapes of the periodically nonunifbnn bar 
subtracted by tiie corresponding mode shapes of the 
unifonn bar. ( — approximate, 一 numerical 
solutions)

V. 결 론

재질이 주기적으로 블균일한 보의 진동을 섭동기법으 

로 근사해를 구하고' 그 결과를 유한요소법으로 검증한 

결과 다음과 같은 결론을 얻었다. 첫째, 재질의 주기성에 

따라 분할된 분포진동 모드가 저차모드에서 공존한다. 이 

는 평판스피커에 사용되는 주기적 불균일 재질 평판의 

분포진동 발생 원리이다. 둘째, 섭동법에 의해서 구한 근 

사해에 형상과 재질의 수치를 대입하여 편리하게 주기적 

불균일 재질 보의 진동특성을 계산할 수 있게되었다. 이 

러한 근사해 유도과정을 확장하여 주기적 불균일 재질 

평판에 적용하면 평판스피커에 관한 연구에 직접 활용될 

있을 것이다.
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