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ABSTRACT

Given a sequence of cross-sectional curves, the skinning method generates a freeform surface 
that interpolates the given curves in that sequence. This thesis presents a construction method of a 
B-spline skinning surface that is fair and satisfies volume constraints. The fairness metric is based 
on the parametric energy functional of a surface. The degrees of freedom in surface control are 
closely related to control points in the skinning direction. The algorithm for finding a skinning sur
face consists of two step. In the first step, an initial fair surface is generated without volume con
straints and one coordinate of each control point is fixed. In the second step, a final surface that 
meets all constraints is constucted by rearranging the other coordinates of each control point that 
defines the initial surface. A variational Lagrange optimization method produces a system of non
linear equations, which can be solved numerically. Moreover, the reparametrization of given sec
tional curves is important for the construction of a reasonable skinning surface. This thesis also 
presents an intuitive metric for reparametrization and gives some examples that are optimized 
with respect to that metric.
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1. 서 론

1.1 문제 정의

자유곡면을 디자인하는 방법은 표현방법 또는 구 

속조건 등에 따라 다양하게 구분되지만, 초기 기준 

이 되는 입력 데이터에 따라 크게 두가지로 나눌 수 

있다. 첫째는 공간상의 3차원 점들을 조밀하게 정의 

하고 이것들을 보간(interpolation)하여 곡면을 생성 

하는 방법이고, 둘째는 자유곡면을 잘 표현하는 특 

성곡선들(profiles, cross-section아을 먼저 정의하거나 

기존의 모델에서 재활용 추출하고 이것들을 포함하 

는 자연스러운 곡면을 생성하는 방법이다. 특성곡선 

들로부터 곡면을 생성하기 위하여 revolution, sweep
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ing, 그리고 skinning 등의 연산들을 포함한 여러가지 

표현방법들을 복합적으로 사용하는 다양한 방법들 

이 연구되었다"이. 이중 2차원 단면곡선들을 보간하 

여 3차원 곡면을 정의하는 skinning(or lofting) 방법 

은 종방향 단면으로 곡면의 특성을 잘 표현할 수 있 

는 선박, 항공기(동처］, 날개), 가전 제품 등의 물체를 

디자인 하는데 많이 사용되는 기하학적 연산이다.

조선 선박 디자이너의 작업 공간(lofts)에서 그 용 

어가 유래된 lofting은 두 자유곡선 C血)과 0(")가 

주어졌을 때, 이곡선들을 마주 보는 경계곡선으로 

갖는 곡면을 정의하는 연산이다. 즉, lofting 곡면 S 
(u, ，)는

S (“，t) = h}(t)Cl(u) + b2(t)C2(u)

로 정의된다. 여기서, 4如)는 두 곡선 C血)과 
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C2(m) 사이를 blending하는 함수이다. Ruled 곡면은 

爲=(侦), b讦t로 정의되는 가장 간단한 lofting 곡면의 

한 예이다. Skinning은 다수의 곡선들(주로 디자인하 

는 물체의 평행한 단면곡선들)을 연속하여 보간하는 

조금 더 일반화된 형 태의 lofting 방법 이다‘叫

자유곡선/곡면을 디자인할 때 설계 환경에 따라 

다음과 같은 다양한 구속조건들이 존재할 수 있다.

• 곡선: 위치(points), 접선방향, 곡률, 길이, 닫힌 

곡선의 면적과 중심 등.

• 곡면: 위치, 접촉면, 경계 조건, 곡면의 면적, 닫 

힌 곡면의 체적과 중심 등.

디자이너는 이러한 구속조건들을 만족할 뿐 아니라 

미적인 측면에서 자연스러운 곡선/곡면을 디자인하 

기를 원한다. 대부분의 경우에 있어서 곡선/곡면의 

부드러운 정도(smoo버ness)는 굽힘 에너지로부터 구 

해지는 순정기준(fairness metric)止로 표현된다. 그래 

서, 주어진 구속조건들을 만족하는 곡선/곡면의 디자 

인 문제는 이러한 순정기준을 최소로 하는 최적화 

문제가 된다'".

Fig. 1은 위치와 면적 구속조건이 있는 곡선 디자 

인 문제의 한 예이다. Fig. 1에서 확인할 수 있듯이 

주어진 구속조건

1- 결과곡선은 2차원 위치데이터 Q를 반드시 통 

과할 것 .

2. y축과 결과곡선이 만드는 영역의 면적이 상수 

S。일 것.

을 만족하는 곡선은 1 이상의 초과자유도(extra de
grees of freedom)를 설정함으로써 무한히 존재한다 

(초과자유도는 곡선/곡면의 자유도에서 구속조건의 

갯수를 뺀 자유도를 의미한다.). 이문제에 대해 

Nawacki"5'141 등은 Bezier 곡선 등에 대하여, 위의 주 

어진 구속조건들을 만족하면서

와 같이 정의된 순정기준 E가 최소가 되는 곡선을 

구하는 효율적 인 방법을 제시 했다.

본 논문에서는 일련의 B-spline 단면곡선들이 주어 

졌을 경우, B-spline blending(basis) 함수를 사용한 

skinning 곡면중 체적과 중심등의 구속조건을 만족하 

면서, 동시에 식 (1)으로 정의된 순정기준이 최소가 

되는 곡면을 구하는 최적화 알고리즘을 구현하였다. 
즈_

• 입력 데이터 :

1. 서로 평행한 B-spline 단면곡선들 C。, G, C2, .... 
Ck와 skinning 방향의 차수 q

2. Skinning 방향의 초과자유도와 해당 knot vector
3. 결과곡면의 체적 V(와 skinning 방향 중심 x„
• 순정기준: 다음과 같이 정의되는 곡면의 에너지 

E를 최소화함.

E=\\S血 + 2S饴 + S品 dudv (1)

• 최적화 방법: 수식을 간단히 하기 위해서 다음 

과 같은 2단계의 방법을 사용함.

1. 체적 등의 구속조건을 배제하고 식 ⑴이 최 소 

가 되는 skinning 곡면을 얻은 후, 자유도 변수(곡면 

의 조절점 )의 한 좌표(skinning 방향 좌표, 본 논문에 

서는 X좌표)를 고정함.

2. Variational Lagrange method를 사용하여 체적 

등의 구속조건을 만족하는 자유도 변 수의 나머지 

좌표(y, z)를 구함.

• 결과 더］이터: 입력 데이터 등의 구속조건을 만족 

하면서 순정기 준이 최소가 되는 B-spline skin
ning 곡면

그리고, B-spline의 skinning 방법 에서 입력으로 주어 

진 단면곡선들이 상대적으로 불규칙하고 부자연스 

러운 parametrization을 가지면, 그 결과로 생성되는 

skinning 곡면은 디자이너가 원하는 곡면과는 크게 

다를 수 있다. 따라서, 각 단면곡선간 매개변수의 상 
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대적인 속도조절을 위한 reparametrization은 skin- 
ning시 고려되어야 할 중요한 요소이다用 본논 

문에서는 이를 위한 직관적 기준(metric)을 제시하고 

이를 최적화하는 알고리즘을 구현하였다.

1.2 논문 구성

본논문의 구성은 다음과 같다. 먼저 제2장에서는? 

B-spline 수식을 정의하고 기본적인 B-spline의 skin
ning 알고리즘을 소개한다. 그리고, 제 3장에서는 B- 
spline skinning을 사용한 곡면을 디자인 할 때 분제 

가 될 수 있는 reparametrization필요성과 직관적 

인 기준을 사용한 최적화 방법을 설명한다' 또한, 제 

4장에서는 본논문의 주제인 체적고卜 중심 등의 구속 

조건이 있을 때의 skinning 곡면 생성을 위한 최적화 

방법에 대하여 기술한다. 마지막으로, 저|5장에서는 

본논문을 요약하고 결론을 내린다.

2. B-spline skinning 방법

이장에서는 본논문에서 쓰이는 수식 표기의 일관 

화를 위하여 B-spline 곡선/곡면의 수식을 정의하고, 

아drining 곡면의 정의방법에 대해서 기술한다.

2.1 B-spline 곡선/곡면 정의

2.1.1 B-spline 곡선
P 차 비유리 B-spline 곡선 6仞)는 다음과 같이 정 

의되는 piecewise 매개곡선이다.

(2) 
1=()

여기서, P,=(x„ % z,)로 표기되는 조절점이고, N,,,. 
(u)는 knot vector

U ={»(b u{, um}, u(. <H,+b (z =0, zn -1)

에 대하여 정의되는 비유리 B-spline basis 함수이다. 

Knot vector^ 경우 periodic type도 있지만, 본 논문 

에서는 매개변수 "의 정의구간을 ［0, 叮로 하고, 처음 

고} 마지막 knot들이 3+1)의 다중성을 갖는 다음의 

non-periodic knot vector^- 人)■용한匸}.

"터土二으 知1，.“，리 ft，1二二」］ 

p+j p+i

그리고, 조절점 개수 (〃+1)과 knot의 개수 仞+1) 
사이에는(M=/7+p+l)인 관계가 있다"나.

2.1.2 B-spline 곡면

차수가(P 0)인 비유리 B-spline 곡면 S(u, 卩)으］ ten
sor product form-cr B-spline 곡선과 비슷하게 다음과 

같이 정의된다.

S("，v) = £ 文 N,“,(“)Nw(v)P,” (3)

i =0 j=()

Rj는 격 자구조의 조절점 이 고, U 방향 차수 p인 

knot vector U오} v 방향 차수 q 인 knot vector V는 각 

각 곡선에서와 동일한 방법으로 정의된다. “ 또는 u 
값이 상수인 곡면상의 곡선 S(W)b V), S(u, y0) 등을 

isoparametric 혹은 coordinate 곡선이라 하는데, 이는 

곡면을 도식화 하거나 곡면의 국부적 해석의 도구로 

서 많이 사용된다」이

2.3 B-spline을 사용한 skinning 곡면 생성

서론에서 간단히 기술한 베와" 같이 skinning은 

lofting의 일반화로서, 적합한 blending 함수를 단면 

곡선들에 적용하여 원하는 곡면을 디자인하는 방법 

이다. B-spline을 사용한 skinning은 주어진 (K+1)개 

의 단면곡선들 Ck(u)(k=0, K)를 보간하여 이 곡선 

들이 결과곡면의 isoparametric 곡선이 되도록하는 

것으로, 단면곡선들 상의 동일한 u parameter를 갖는 

위 치 벡터들의 보간 문제二 주어진 단면곡선들을 정 

의하는 조절점들의 곡선 보간문제로 귀 착된다. 주어 

진 단면곡선들 G(")을 각각 knot 삽입, 차수 상승 알 

고리즘등을 사용하여 호환성을 갖도록 변환한 후, 

동일 knot vector U에서 정의된 p차 R번째 단면곡선 

G(h)를

(丄(“)=£&*£) 0菖 «=o,…，幻 

i =()

와 같이 정의된다고 가정한다(0.는 사번째 곡선의 i 
번째 조절점). 종방향(본논문에서는 V 방향)으로 skin- 
ning한 결과곡모을 S(u, V)라 하고, 단면곡선 C血)가 

S(“, V)의 I가 *로 상수인 곡면상의 isoparametric 곡 

선 S(“, 兌)라면,

S(u, vt) = Q(w) = ^N, ,,(u)G, j

=Hn项(u)Nj,而)

，=0丿=0

i=0 j=0
(SO,…,K)

와 같이 된다. 위식의 첫번째와 세번째식에서 모든
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"에 대해 N'pQt)은 독립(independent)이다. 그러므로 

각각의，에 대해서 다시 쓰면,

0*=£& mR)P,”，(SO,...,K) (4)

i=n

의 관계가 성립한다. 즉, i가 고정되었다고 생각하면 

위치데이터 Q가 주어졌을 때의 B-spline 곡선 보간 

문제와 동일하다. 결국 skinning 곡면의 조절점들은 

각각의 i에 대해서 주어진 더:면곡선들의 종 방향 조 

절점들을 동일한 parameter 以와 knot vector V하에서 

보간한 g차 B-spline 곡선의 조절점들이 된다. 식(4) 
를 행렬식으로 쓰면,

[修〃]园”了 = [0"]气

(i =0, n, j =0,m, k =0, , K) (5) 

가 된다. 여기서, MJ은 (K+l)x(〃z+l), [RJ는 (”+l) 
x(m+l), 그리고 [0J는 Q+l)x(K+l)의 행렬이므로, 

이면 [MJ가 정방행렬이 되어 skinning 곡면의 

유일한 해(조절점 행렬 [RJ가 존재하고 이를 구할 

수 있다. Fig. 2에서 5개의 단면곡선들이 주어졌을 때 

(K=4), V 방향의 차수를 3으로 하고 m=4로 하여 유일 

하게 정의되는 skinning 곡면을 구하는 과정을 보여

그림 2. B-spline을 사용한 skinning : (a) 단면곡선들과 

조절점 Qe (b) Q*를 보간한 곡선 및 조절점 
P.,„ (c) skinning 곡면의 조절점 E”의 격자구조, 

(d) skinning 결과곡면.

준다. 본논문에서는 구속조건의 수보다 결정해야할 

조절점의 수가 많은 경우(m>K)를 다루게 된다. 이러 

한 under-determined 문제의 해법으로서, 순정기준을 

최적화 한수로 도입한다(제4장 참조). 단면곡선 C*( m) 

에 대한 * 할당문제와 knot vector V의 선택은 결과 

亍•면의 모양에 큰영향을 미칠 수 있다. 본논문에서는 

«의 결정은 단면곡선들의 조절점간의 거리위상관계 

를 기준으로한 chord length 방법을 사용하고, 이를 

평균하여 knot vector V를 결정하였다四”1.

3. Reparametrization

연속된 단면곡선들로부터 곡면을 보간, 생성하는 

skinning 방법은 다양한 형상을 디자인하기 위하여 

광범위하게 사용되는데, 자연스러운 곡면 생성에 있 

어서 각 단면곡선 간의 최적의 상대적 매개관계를 찾 

는 reparametrization 문제는 오랜 관심 분야이다""'. 

Skinning에 있어서 이것은 단면곡선들 상의 점들을 

일대일로 대응시키는 방법을 결정하는 문제이다. 즉, 

결과곡면의 형상을 더 자연스럽게 향상시키기 위하 

여 단면곡선들의 상대적 매개속도를 어떻게 조절할 

것인가하는 문제이다" 곡면 형상이 주어진 단면곡선 

의 parametrization종속된다는 사실은 원호같은 두 

곡선 C血), G(v)의 간단한 1차 blending에 의해 생성 

되는 두 ruled 곡면의 차이에서 쉽게 확인된다(Fig. 
3). 이처럼 주어진 단면곡선 간의 상대적 parametr- 
ization의 고려없이 매개 변수를 blending하는 곡면 

보간방법을 사용하면, 원치 않는 곡면이 디자인될 

수 있다. 특히, 단면곡선들의 수가 많아지면 디자인 

의도와는 다른 결과곡면을 얻을 확률이 높아질 것이 

다. Reparametrization은 두 곡선간의 기하학적 기준 

을 정의하여 이 기준을 최소 또는 최대로 하는 두 곡 

선 간의 상대적 매개함수를 찾는 최적화 기술이다. 

이 기술에서 기준의 선정과 최적화 기법은 결과를 결 

정짓는 중요한 요소이다. 단면을 표현하는 방법이 곡 

선이 아닌 일련의 직선 조각들로 주어지는 경우 이 

문제와 유사한 타일링(tiling) 문제가 있다. 타일링 문 

제는 인접 단면의 직선 조각들을 연결하여 삼각형 매 

쉬들을 형성하여 디자인하는 물체를 삼각형 매쉬들 

의 다면체로 표현하는 문제이다. Fuchs1'61 등은 이 문 

제를 directed toroidal graph를 사용하여 최소 비용 경 

로를 찾는 문제로 전환하고, 분할정복기법을 적용하 

여 효율적으로 최적 경로를찾는 알고리즘을 개발했 

다. Toroidal graph을 사용한 방법에서 최적화 기준으 

루 면적, 부피, 스팬(span) 길이, 방향성, normalized
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그림 3. 동일한 곡선 Ci(«), Cz(v)의 서로 다른 parametr
ization^] 의한 ruled 곡면.

(d)
그림 4. Tange마 matching 방법에 의한 reparametriza

tion :(a) m=15, n=9 (b) m=30, n=9 (c) m=100, 
n=9 (d) m=100, n=2。.

arc length 등을 사용한 연구가 있었다"L Elb사顼 등 

은 다음과 같은 접선방향일 치 (tangent match) 기준을 

사용하여 연속 곡선에 적용하였다.

丄 < r2(v(«)) > du

위 식이 최대가 되는 상대매개함수 讨“)를 얻기 위 

하여 이 방법에서는 곡선 C\, G을 작은 조각£로 분 

할하고, dynamic program 기법을 적용하여 최적의 이 

산적 상대매개쌍들을 구했다. 그리고, 이 상대매개쌍 

들을 다시 근사하는 vQ)를 정의하는 방법을 사용하 

였다. 그러나, Fig. 4와 같이 곡선분할조각의 갯수(时 

와 雄)의 근사 자유도(〃)에 따라 불규칙하고 서로 상 

이한 결과를 주는 단점이 있고, 비슷한 모양의 곡선 

부분에서는 sldnning에 적용하기에는 어색한 결과를 

주는 것을 확인할 수 있다. 본논문에서는 다소 감각 

적이고 직관적인 기준을 제시하고, 또한 위의 연구에 

서와 같은 이산적 방법이 아니라, 연속적인 상대매개 

함수 W")를 직접 최적화하는 방법을 구현하였다.

3.1 Reparametrization의 기준

앞서 언급한 바와 같이 타일링 문제를 접근하는 

데 있어서 여러가지 기준을 사용한 연구가 있었다. 

본논문에서는 다소 감각적이고 직관적인 기준을 제 

시하는데, 二L 배경은 Fig. 3에서 느끼는 isoparame

tric 곡선의 특성에 기인한다. Fig. 3(a)가 Fig. 3(b)보 

다 자연스럽게 느껴지는 이유는 교차되는 isopar
ametric 곡선의 각도가 수직하고 더 규칙스럽기 때문 

이다• 그래서, 본 논문에서는 주어지는 두 곡선 G과 

(上의 1 차 ruling에 생성되는 ruled 곡면의 u, 卩의 iso
parametric 곡선 사이의 각도를 최대로 하는 G에 대 

한 G의 상대매개법을 고려하였다. 일반적으로 곡면 

S(“, V)의 u오! V의 isoparametric 곡선 간의 교차각도 

0는 다음과 같다叫

cosO=
<s“，s、> > 
低邙「I

여기서 s产쓰, s户쓰이고 E, F, G는 &와 Sl를 

좌표죽으로 하는 1st fundamental form의 coefficient 

로 E=<SU, Su>, £>, GkE, Sp이 다.

Definition 1 :
모든 (払 "에 대해서 F(u, v)=<Su, S,A=0이면 COOF 

击口砒。곡선은 서로 수직하고, [고러한 (u, y) parametr- 
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ization을 orthogonal parametrization이라 한다.

두곡선 G(")과 GW)가 있을때 (虬 卩W[0, 1]), re
parametrization 함수 卩二卩(")로 결정되는 ruled 곡면 

&(均 £)를

/?(«, Z) = (1 -/)C1(») + z C2(v (u)) (6)

로 정의하면 (u, 此[。, 1]), “와 国 대한 각각의 미분 

식은

Ru
= 遂=(1_/)으으虫

3u du dv du

Rt = ^- = C2(v(u))-C1(m)

이 된다. 그■리고, 식 (6尖로 정의된 ruled 곡면의 임 

의의 (", 0에서 isoparametric 곡선간 교차 각도 8는

入 <RU Rt>
8 麻丨园1 (7)

로 주어진다(Fig. 5).
임의의 곡면 S(", V)가 정의되어 있을 때, isopar

ametric 곡선의 직교 조건 F=<SU., S”>=0를 만족하는 

S(u, V)의 reparametrization 함수 u=u(u*,  v*),  v=v(u*,  
v*) 는 국부적으로 존재할 수 있다. 그러나, 식 (6)으 

로 정의된 ruled 곡면 R(u, 0의 경우에 특수한 경우 

들(예를 들어 , C과 G가 기 하적으로 동일한 경우)을 

제외하고는, 모든 (u, 少에 대해 F=<Ra, R>=0가 되는 

함수 v=i佃)는 존재하지 않는다(예 : 경 계점 R(u=0, t= 
0)에서의 미분벡터를 생각해 보면, 1?“=竺§으이고 

du
R,=C2(0)-G(0)이므로, 일반적으로 R와 R,는 수직이 

아니다.).

Definition 2 :
두 자유곡선 c血)과 G(W"))가 주어졌을 때(以 ve 

[0, 1]), 식 (6)一壮로 정의되는 ruled 곡면 R(u, r)의 u, t 
isoparametric 곡선 간의 교차 각도가。라고 하면, 적 

분함수，4/를 다음과 같이 정의한다.

AIfy (u)) = j； j： cos2 0 du dt

r- ~l 2
= ['f1 r쓰芒 彳 dudt (8)J。J。[ 卩시 |끼 _

식 (8)의 AZ는 reparametrization 함수 V0)에 따라 

결정된다. 일반적으로 두 곡선 G(砂과 G("가 주어 

졌을 때, A/=0가 되는 는 일반적으로 존재하지 않 

지만, 击를 최소로 하는 "에 대한 1의 reparametri
zation 함수 卩=电)는 존재할 것이다.

3.2 Implementaion
본 논문에서는 卩(")를 (”“1)개의 자유도를 갖는 식 

(9)와 같은 nonparametric 형태의 2차 B-spline 함수로 

근사하고, W")의 3-1)개의 조절값 方을 최적화 변수 

로 하여 앞에서 정의한 식(8)의 A/를 최소로하는 최 

적화 문제로 변환했다(양끝의 조절값 心 은 경 

계 조건을 위 해 고정 함). 즉,

V =") =支 (9)

i=0

로 근사하면, 최적화 함수 AZ 다음과 같이 표현할 수 

있다.

AI(v (W))=A/(/1)

constraints ：。느 /0 v f 2 < ••… < fn = (10)

식 (10)의 구속조건은 reparametrization 함수 v(u) 
가 단조증가의 특성을 가져야 하기 때문이다. 그리 

고, 식 (9)가 정의되기 위해서는 knot vector U를 결 

정해야 하는데, 편의상

Un *3  = (0.0, 0.0, 0.0, 0.5, 1.0,1.0,1.0}

14=5 = {0。，0.0, 0.0, 0.25, 0.5, 0.75,1.0,1.0,1.아

와 같은 "에 종속되는 uniform knot를 사용했다'

3.2.1 최적화방법
식 (10)은 선형부등식 (linear inequality)을 구속조건 

으로 갖는 비선형 최적화 문제이다. 일반적으로, 최 

적화 방법들은 〃개의 변수와 秫개의 구속조건이 있 

는 문제에서(“>河, 해를 추적해 나가는 작업차원 

(working dimension)0!] 따라 n, m, n-m, n+m 차원 방 

식 등으로 나눌 수 있다【이. 본 논문에서는 ("M)차원 

에서, 즉 구속조건을 만족하는 영역에서 식 (10)의 

해를 추적 하는 gradient projection 방식을 사용했다.

322 최적화 함수 AI의 수치적분 및 미분

Gradient projection 방법을 사용함에 있어서 효율 
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적인 line search 및 추적방향을 얻기 위해서는 최적 

화 변수 f>, fi. …, 7盘에 대한 최적화 함수 AI값 및 그 

미분값을 계산해야 한다. 두 곡선 C血), G(v), 그리 

고 f,(i=O, 〃)로 정의되는 reparametrization 함수 v 
(")가 주어졌을 때, 식 (8)을 해석적으로 적분하는 것 

은 어렵다. 따라서, 다음과 같이 피적분 함수 爬)를 

다항식으로 근사하는 Gaussian quadrature를 수치 적 

분에 사용한다.

匸 f(x)dx =wlf(xl) + w2f(x2) + ---+w„,f(xm).

최 적화 함수 AI의 피적분함수 cos対를 F(u, t, 方라고 

하면,

A/ =扌[必"2…%]

.. FgtmJT)

, . . .
FS，、打)Fg 上,fi)…

w2

로 근사할 수 있다. 여기서, /;는 최적화 변수 

f(i=L …, 〃-1)를 나타낸다. 본 논문에서는 场=12인 

abscissas]"*,  4)과 이에 상응하는 가중치 斜를 사용했 

다(k, 1=\, m). 그리고, A/의 최적화 변수加=1,
〃一 1)에 대한 미분의 경우도 다음과 같은 central diff

erence formula를 사용하여 수치 미 분을 했다.

dAl _Al(f,+h)-AI(fi-h)
萌 2h

이론적으로 가 0에 접근할수록 좋은 결과를 얻을 

수 있으나, round-off로 인한 오차를 줄이기 위하여 

조심스러운 테스트를 거쳐서 /!=0.001를 사용했다.

3.2.3 초기치 선택

비선형 최적화 문제에서 계산시간을 절약하고 국 

소 최소값(local minimum)으로의 수렴을 피하기 위 

해서 초기치의 선택은 대단히 중요하다. 식(1())의 최 

적화 문제에서 테스트한 곡선들 G(“)와 Cz(v)가 대 

부분 chord length-g- 기준으로 parametrization되어 

있어서, 초기값 无들을 讨“)=“가 되도록 할당해도 대 

부분 잘 수렴했으나, 간혹 계산시간이 길어지고 국 

소 최소로 수렴하는 경우도 관찰할 수 있었다. 이러 

한 현상을 피하기 우I해서, 초기치 선택을 하는데 

point projection 방식을 사용했다. 즉, 한쪽 곡선에서 

다른쪽 곡선으로 수직하게 (*1) 개의 ray를 발사하 

여, 수직하게 만나는 매개값V사들을 구했다. 그리 

고, 이를 보간하는〃7=1, .... 를 구해서 초기치로 

사용했다(Fig. 6).
3.2.4 Implemention 예
Fig. 7은 사람 얼굴을 나타내는 35개의 단면곡선들 

을 연속하여 reparametrization한 후에 3차원 skin- 
ning한 결괴-이다. 전반적으로 Fig. 7(1가의 종방향 iso
parametric 곡선들이 아lord length에 따라 생성된 본 

래 곡선들을 skinning한 곡면을 나타낸 Fig. 7(a)보다 

자연스럽다. Fig. 8은 Fig. 1으I 이winning 곡면을 〃=3으 

로 단면곡선들을 reparametrization후에 skinning 
한 결과이다. 결과곡면의 isoline이 원래의 것 보다 

더 규칙적임을 알 수 있다. 결론적으로, skinning 곡 

면은 주어진 단면들의 조절점의 보간방법과 단면들 

의 parametrization 에 의해 결정된다. Re
parametrization 기법은 보다 나은 skinning 곡면을 얻 

기 위한 매개영역에서의 방법이디•. 주어진 단면곡선

그림 7. 얼굴 단면곡선들의 연속적인 reparameization 
(n느9): (a) reparametrization 전 skinning 곡면 (b) 
reparametrization 후 skinning 곡면.
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그림 8. 선박 선미 부분의 reparametrization (n=3): (a) 
Fig. 1 의 곡면 (b) reparametrization 후의 skin
ning 곡면.

들의 reparametrization은 skinning 결과곡면의 조절 

점의 갯수를 증가시키므로, 조절점의 갯수를 줄이려 

면 knot 제거 알고리즘 등과 같은 별도의 적합한 후 

처리 방법들의 사용이 필요하다.

4. 체적 등의 구속조건하에서의 skinning 곡면

4.1 순정기준
기하학적 디자인 연구에 있어서 자유곡선/곡면의 

순정에 대한 문제는 그 개념 자체도 다소 애매모호 

하고 지금까지 많은 연구가 이루어졌음에도 불구하 

고 아직도 많은 미해결 문제들을 남겨두고 있는 흥 

미로운 분야이다. 자동적인 형상순정방법은 완벽한 

해법을 제공하기는 매우 어려우나, 디자인과정에서 

적어도 디자인 목표에 가까운 solution을 도출할 수 

있는 도구를 제공한다.

전통적으로 자유곡선의 순정은 곡선을 강철빔으 

로 가정하여 다음과 같은 곡선의 곡률(K)에 입각한 

변형에너지 (strain energy)를 최소화하는 다양한 연구 

가 있었다“电찌

以右tMIN

Sapidis1251 등은 3차 B-spline 곡선/곡면의 knot vec- 
tor에서 parametric continuity의 불연속성에 의한 곡 

률(K)의 불연속을 제거하기 위해, 해당 knot을 제거 

하고 그 knot에 영 향을 받는 조절점들을 곡선/곡면의 

형상이 최대한 변하지 않는 위치로 재배치하고, 다 

시 제자리에 knot을 삽입하는 국부순정방법을 제시 

했다. 또한, 이 방법을 공간 곡선에도 적용하여, 다른 

순정방법들(주로 곡선의 미 분에 바탕한 에너지 최소 

화 기법들)과 비교하였다㈣. 곡선과 마찬가지로 곡 
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면인 경우에도 곡면을 얇은 강판으로 가정하여 다음 

과 같이 정의되는 굽힘 변형에너지를 최소로하는 순 

정기준을 사용하였다队纳

国+暗dST初N (11)

이 순정기준은、=岐=0인 경우 절대최소가 되므 

로, 최적화된 곡면은 구속조건들을 만족하면서 가능 

한 평판이 되려는 경향이 있다. 그외 Rando112'2" 등은 

곡선/곡면에 대한 다양한 순정기준을 연구하였다.

서론에서 기술하였듯이, 본논문에서는 체적 등의 

구속조건이 있을 때, skinning 결과곡면 S(u, v)을 아 

래와 같은 방법으로 생성 했다.

1- 순정기준: 식 (11)을 단순화한 다음과 같은 par- 

ametric energy functional

E = J"； + 2S涂 + 薦 dudv (12)

2. 구속조건:

• 단면곡선 G의 보간(skinning 조건)

• 결과곡면 S(“, v＞의 체적과 중심

3. 자유변수: 식 (3)의 결과곡면 조절점仞〉K)
4. 최적화 방법: 구속조건들의 Lagrangian 상수 A 

를 미지수로 하는 variational Lagrange method. 단, 

체적 등의 구속조건이 최적변수에 대하여 비선형이 

다. 자유변수들의 2차원 최적화 문제로 처리하기 위 

해, 먼저 체적 등의 구속조건을 배제하고 순정된 

skinning 곡면을 먼저 생성한다. 그 다음에 조절점들 

의 한 좌표(본논문에서는 X값)를 고정한 후, 조절점 

들의 y, z좌표를 자유변수로 하여, 2항의 구속조건을 

만족하는 순정곡면을 생성 하는 방법을 사용했다.

4.2 Variational Lagrange Formulation
4.2.1 Lagrange 최적화 방법

본논문의 일관성을 위해, 2개의 등호구속조건이있 

고, R개의 e를 자유변수로 갖는 최적화 문제를 생각 

하면 다음과 같이 표현할 수 있다.

Minimize E(e)
Subject to V(e) — Vo =

xV(e)-xoVo = O

Lagrange 1 차 필요조건에 의해 최적화 함수의 자유 

변수에 대한 미분벡터 (gradient)는 구속조건 함수의 

미분벡터의 선형 조합이므로, 위의 최적화 문제는

VE(e) =，%W(e) + 시VxV(e)
V(e)-Vo = O
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xV(e)-x(}Vtt = 0 (13)

와 같은 연립방정식으로 재구성할 수 있다. 여기서, 
「 -17'

e=為 e… 야]* 으;— 이고*

&는 상수이匸卜 위의 연립방정식에서 주어진 식들이 

(R+2)개이므로, (R+2)개의 미지수 e와 扁 /I를 구할 

수 있다. E를 식 (12)의 에너지로 V는 체적 그리고 

xV는 볼륨과 X방향의 곱으로 표현되는 1 차 모멘트로 

각각 생각하면, skinning 조건인 식 (5)을 포함하도록 

결과곡면 S(u, V)의 조절점 를 초과자유도 변수 e 
로 변환하는 방법이 필요하다.

4.2.2 단면곡선 보간조건의 표현

식 (5)로 표현되는 skinning 조건은 결과곡면의 조 

절점 R”를 미지수로 하는 선형식을 제공한匸" («+1) 
개의 조절점을 갖는 (K+1)개의 호환 단면곡선 C血) 

(农=0, K)를 skinning한 결과곡면이 식 (3)의 (〃+1) 
x(m+l)개의 조절점 瑶로 표현될 때仞아0, 결과곡 

면 S(u, V)는 R=("+l)x(An-K)개의 초과자유도를 갖는 

다. 식 (3>의 basis 함수와 조절점을

[MM] = NSv；(v)]

= [N^(u)Nl；}(v) ... A* (")N£(v) ...... 

螺(")卜脸)...M'(")鴻(v)]

[P]=卩丄]=[PqO ■■- .....P" ■•- I'

와 같은 행벡터와 열벡터로 각각 표현하면, B- 

spline 곡면은

S(u,v) = [N„Nv][P] (14)

와 같은 행렬의 곱으로 표현할 수 있다. 식 (14)의 B- 
spline 곡면을 skinning 구속조건을 포함하는 R개의 

초과조절점 변수 [e]로 표현하면,

S(“，V)= [N„Nv][L][e] + [NUNV][F] (15)

와 같이 된다. 식 (15)는 임의의 변수 [e]에 대해서 항 

상 주어진 단면곡선을 포함하는 곡면을 나타낸다. 

식 (14)로부터 단면곡선 보간조건을 포함하는 식 

(15)를 유도하는 과정은 부록 A에 기술한다.

4.2.3 최적화 함수의 계산 및 미분

식 (12)의 곡면의 변형에너지를 표현하는 최적화 

함수를 미 분 요소별로 분리 하여 쓰면 다음과 같다.

E = Euu + 2Ehv + Eyv

Euu = L j) Suu ' Suu dlidv

Euv = J： J； Suv ■ Suv dudv

= £ [: Sw - Sw dudv (16)

유첨 B에서 식 (16)의 계산 및 초과조절점 何]에 대 

한 미분을 기술하는데, 杷]에 대한 미분을 요약하면

쁘 = [<7][引 + 住]【旳 (17)

으로 표현된다.

체적등의 구속조건이 없을 때의 순정된 skinning 
곡면은 최 적화 1차 필요조건에 으] 해, 다음과 같이 식 

(17)의 미분벡터를 [이로 함으로써 얻을 수 있다.

[G][e] + [T][F] = [O]

모든 [e]에 대해 E>()이고 [G]가 대칭이므로, [G]는 

positive definite 행렬이 도]어, [e]는

= [T][F] (18)

과 같은 유일한 해를 갖는다.

Fig. 9에서는 간단한 7개의 단면곡선(K=6)이 주어 

진 경우에, 각행의 초과자유도 조절점의 갯수 r를 변 

화시키면서, 식 (18)로부터 순정된 skinning 곡면을 

구한 예를 보여준다. r의 변화에 따라 균일한 knot 
vector를 사용하였는더〕, 육안으로는 거의 차이를 분 

간할 수 없다. Table 1에는 Fig. 9의，•의 변화에 따른

(d)
그림 9. 초과자유도(r)의 변화에 따른 skinning 순정곡면 

: (a) K=6의 단면곡선, (b) r=2, (c) r=4, (d) r=6.
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체적 W), 중심(x) 및 에너지㈤의 값을 보여준다.

4.2.4 체적 등 구속조건의 계산 및 미분

닫힌 B-spline 곡면의 내부 체적과 그 중심은 

Gauss' divergence 정리를 사용하면 다음과 같이 표 

현할 수 있다.

・ B-spline 곡면 S의 체적 卩의 계산

V = j； £ y (zu xv - xu Zv) dudv (19)

• B-spline 곡면 S로 둘러싸인 체적의 x 방향 중심 

에 대한 1차 모멘트 xV의 계산

xV =丄 xy(zuxv -xuzv)dudv (20)

위 식에서 航，는 체적 卩로 나누지 않은 1차 모멘트 

형태이고, 필요하다면 yK 기，도 같은 방법으로 구할 

수 있다. 유첨 3에서 식 (19>와 식 (2。>의 초과자유도 

변수 [이에 대한 계산 및 그 미분식을 유도한다. 유첨 

C에 유도된 卩, xU에 대한 미분식을 다시쓰면,

"

一

如

部

港

纹

必

揷

服

= [Dy][ez] + [Ry][F2]

= [Dz][ey] + [Rz][Fy]

= [xDy][ez] + [xRy][Fz]

= [xDz][ey] + [xRz][Fy] (21)

이다.

4.2.5 최적화 방법 및 Implementation
식 (18)과 식 (21) 등의 결과를 사용하여 식 (13)의 

Lagrange 조건식 에 대 입 하면,

lG][ey] +6[T][Fy] - 쇼 (心 ] [日 + [% ] [F』)

-財[x0 ]杞』+ [xRy ] [F2]) = [0]

[G ]亶]+ [幻海]-标0四]+圆]任打)

-y[xDz ] [ey ] + \xRz ] [Fy ]) = [0]

와 같이, 兀과 %에 의해 결정되는 [电, [围를 미지수 

로 하는 연립방정식을 얻을 수 있다. 위식의 한쪽에 

[G]」를 취 하여 [ej [ej를 구하면,

표 1. Fig. 9의 데이터(n=6, K=6)

그림 r R m V E

(b) 2 14 8 0.000 332.5 2103.2
(c) 4 28 10 0.000 332.6 2108.5
(d) 6 42 12 0.000 332.5 2101.5

[ey] = [Xy] I%], \ez] = \XZ] [W시 (22)

이 된다. 여기서,

盅]=

[G]-^[Dy] [G尸[Dz]-^^[Dy][G]-' [xDz]

-쇼 ^xDy][G]-'[Dz]-^[xDy][G]~l[xDz]

[%]=

^[Dy] [G]-'[R.] [Fy] + ^ ^[Dy][G]'[xRz] [Fy]

+ A, ^[xOvJfG]-1 [&] [F,]+^[xDy][G尸[XRZ][FV]

-^lDy][G] ' [门[凡]一為[xW[GF[T]匹]

+ 制员][凡]+ ^[xRy][Fz]-[T][Fy]

旳=

[G]-AM][G]-' [Dy]-^[Dz][Gr [xDy] 

~^[xDz] [G]-' [Dy]-电[xD：] [G]1 [xD_y ]

[W：]=
祐風.][F』+ a仇0] [GF [XRy][Fz]

+ ^xDz] [GF [Ry][Fz] + ^[xDz] [GF[•나G] [F：]

-兀0] [G]-' [T] [Fy] -6彼xZL] [G]-> [T] [F>,]

+ 爲阳[F"+ 毎血][F>. ] - [T ] [FJ

이다.

2과 %가 주어지 면 식 (22)에 의 해 [e,.], [ej가 결정 

되므로, 체적 V와 중심 成는 2과 %의 함수로 생각 

할 수 있다. 비선형 수치해석적 방법에 의하여 구해 

지는 체적과 중심 구속조건을 만족하면서 식 (12)로 

정의된 에너지를 최소로 하는 skinning 곡면을 찾을 

수 있다.

전체적인 계산 알고리즘을 정리하면 다음과 같다.

1. 호환성을 가진 단면곡선 Ct(u)(/:=0, K)를 정 

의 하고, skinning 결과곡면의 v방향 차수 q, 초과자유 

도。), 그리고 이 에 상응하는 knot vector를 입 력한다.

2. 식 (18)를 이용하여 구속조건이 없을 때의 skin
ning 순정곡면을 구한다. 그런 후에, 조절점의 한 좌 

표(X)를 고정한다. 그리고, 식 (22)의 계산에 필요한 

다양한 행 렬을 계산하여 저 장한다.

3. 체적 등의 구속조건 寸。와 為 兀의 초기치

를 입력한다.

4. 식 (23)의 비선형 수치해석을 통해 扁 為를 구 

하고, 이에 해당하는 [e], [P]를 계산한다.

5. 결과를 출력하고 체적, 중심, 그리고 에너지 등 

을 확인한다.

扁 久에 의해 [e]가 결정되므로, 식 (13)의 체적과 

중심식은
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V(Z1； X,) - V„ = 0, xVat,Z,) - x„V„ = 0 (23)

와 같이 %를 미지수로 흐!•는 비선형 방정식이 된

다. 이 방정식은

匕(시, M) 匕(시, M) 厶시 "V(시, 시)

W* (시, 4)X%시, 制 A心 寸厂商(시, 尚

시* 시 厶시
— +

泣*

의 반복을 통해서 해를 구할 수 있다. 위 식에서 V와 

xV의 人2에 대한 편미분은 앞장에서와 같은 cen
tral difference formula를 사용한 수치미분이 필요하 

다. 식 (23＞은 다수의 해를 가질 수 있으나, 대개의 

경우 &, %가 0에 가까운 값인 경우 상대적으로 합 

리적인 결과곡면을 얻을 수 있匸卜. 체적 %만을 구속 

조건으로 하는 경우는 如0로 하거나, 또는 xM와 

관계된 행렬 계산을 배제하고, bisection 방법을 이용 

하여 兀를 구함으로써 안정된 해를 찾을 수 있다.

체적과 중심의 구속조건의 변화에 따른 결과곡면 

에의 영향을 보여주는 3가지 예를 계산하였匸卜 단면 

곡선들은 열린 곡선을 사용하였卫, skinning 결과곡 

면의 개구(opened part)는 평면으W-봉합하여 체적계 

산을 수행하였다. 입력되는 단면곡선과 결과곡면의 

그림 10. 체적 변화에 따른 skinning 순정곡면.

skinning 방향 차수는 모두 3이다.

Fig. 16과 Table 2는 앞절에서 계산한 Fig. 9의 초 

기곡면을, 4개의 초과자유도(r)를 사용하여 중심은 

고정하고 체적을 약 10% 정도까지 과장되게 증가시 

킬 때, 결과곡면의 영향을 보여준다.

Fig. 11와 Table 3의 경우는, 체적은 고정하고 중심 

을 변화시킬 때의 영향을 보여준다. 주어진 단면곡 

선이 skinning 방향으로 대칭이어서, 체적을 고정한 

상태에서 중심을 약간만 변화시켜도 형상이 뒤틀리 

고 에너지 E가 급속히 증가함을 확인할 수 있다.

Fig. 12와 Table 4의 경우선박 선수 부분에서 

중심 구속조건은 배제하고 체적 구속조건만 있을 때

표 2. Fig. 10의 데이터(n=6, K=6)

그림 r R m x„ V E

(a>b
 ©

,d

4 28 10 0.00() 332.6 2108.5
4 28 10 0.00() 335.0 3212.8
4 28 10 ().00() 340.0 10075.8
4 28 10 0.000 350.0 31507.8

그림 11. 중심 변화에 따른 skinning 순정곡면.

표 3. Fig. 11의 데이터(n=6, K=6)

그림 r R m xa V E
⑶

b)
,c,
d)

4 28 10 -0.000 332.6 2108.5
4 28 10 -0.020 332.6 2385.3
4 28 10 -0.050 332.6 3667.6
4 28 10 -0.100 332.6 8104.4
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그림 12. 선박 선수부분의 체적변화에 따른 순정곡면.

표 4. Fig. 12의 데이터(n=ll, K=6)

그림 r R m Xo V E
4
 4
 4
 4

2
 2
 2
 2

2
 2
 2
 2

、、—/

、、，，)

k

、
9

8
8
8
8

232.27 17006.9 2.389X10”
2.389 X 10" 
2.395X10" 
2.403 X 106

232.26 17030.0
232.10 17200.0
232.02 17300.0

등의 구속조건이 있을 때 곡면의 에너지에 바탕한 

순정기준을 사용한 최적화 방법을 연구하였다. 주어 

진 단면곡선들의 parametrization 에 따라 skinning 곡 

면은 다르게 디자인될 수 있다. 본 논문에서는 인접 

한 두 단면곡선으로 ruled 곡면을 만들고, 이것의 

isoparametric 곡선 간의 교차 각도를 최대로 하는 직 

관적 기준을 사용하여, 자연스러운 초기 skinning 곡 

면을 디자인하는 reparametrization 방법을 제시했다. 

단면곡선들의 reparametrization이 만족스런 결과곡 

면을 얻기 위한 매개 영역 (parametric domain)에서의 

방법이라면, 순정기준을 사용한 최적화 방법은 결과 

곡면의 조절점 영역에서 부드러운 결과곡면을 도출 

하기 위한 방법이라 할 수 있다. 본논문에서는 곡면 

의 변형에너지에 바탕한 순정기준을 사용하여, 체적 

등의 구속조건을 만족하는 skinning 곡면을 디자인 

하는 방법을 구현하였다. 체적 등의 구속조건 함수 

들의 조절점들에 대한 미분을 간단히 구하기 위하 

여 , 구속조건이 없는 초기 순정 skinning 곡면을 생성 

한 후에 조절점의 한 좌표(X)를 고정하고, 체적과 중 

심을 만족하는 조절점의 y,z좌표를 재배치하는 방법 

을 사용했다. 최적화 방법에서, Lagrangian 상수 쇼, 

為와 초과 자유도 변수들을 미지수로 하는 비선형 방 

정식을 수치해석적 방법을 통해 풀었고, 그 결과로 

초기 순정곡면과 가까운 범위 내에서 좋은 해들을 

찾을 수 있었다. 이러한 방법은 일련의 단면곡선들 

로부터 자유곡면을 디자인할 때, 체적과 중심이 중 

요한 설계 요소가 되는 응용 분야들, 특히 조선 선박 

디자인 부분에 사용될 수 있다.

의 순정곡면의 변화를 보여준다. 이 경우는 2개의 초 

과자유도(r)를 사용했으므로, 입력곡선의 조절점의 

거리를 평균한 knot vector를 사용했다.

결론적으로, 입력되는 임의의 체적과 중심의 구속 

조건이 초기 skinning 순정곡면의 그것들과 거리가 

있으면 자연스러운 곡면을얻기는 힘들다. 그러나, 곡 

면 디자이너는 초기 순정곡면과 가까운 범위에서, 

체적과 중심 등의 설계 조건을 만족하는 순정곡면들 

을 쉽게 접근하는 폭 넓은 선택권을 가질 수 있다•

5.결 론

본논문에서는 B~spline skinning 방법을 사용하여 

자유곡면을 디자인할 때, 자연스러운 결과곡면을 얻 

기 위한 단면곡선의 reparametrization 기법과 체적
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〈부 륵〉

A. 단면곡선 보간조건 포함식의 유도

식 (5)의 skinning 선형방정식을 i번째행에 대해서 

다시 쓰면,

+ 1)X1 = [0](K + 1)X1 (A.1)

이 된다. 여기서, [的=[站也)山皿硕의 상수 행렬이 

다. 식 (A.1)의 왼쪽식을 선형식의 갯수(K+1)와 각행 

의 초과 자유도 r=(”K)에 따라 분리 하면,

[A/] M2] p2 = [Qi] (A.2)

이 된다. 여기서, 과 扁®，는

--蜻总)

[M,]=:一 ：—

NM '-旗(如

NhiQO) •• gj

卩妁= ：_ :—
而。…n"政)

이고,

[P,」](K + l)x 1 = …Pi.kV

이다. 이제 곡면의 조절점이 임의의 초과변수에 
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종속되도록 하기 위하여, 행렬 [的의 대각요소가 가 

장 크게 재정열 되도록(dominant main diagonal), 
을 선택하여 식 (A.2» 다시 쓰면,.

히
2 =[0]

• i

이 된다. 그리고, 앞식의 좌변을

[Mi,M2] = [MiM2][TR],

戸2 =[7R]T 玲 (A.3)

_로 구각 一尹린하면: [M][瓦']+[Mj商]=[0] 또는 

网]=-0祖 '[杨』底]+[財] '0]가 되는 다음과 같은

_____ 何,「

~2 = [Qi]

식을 얻을 수 있다. 결국,

P' -网尸[同]_2 阮]T

I IP,] + 0 【01

으로 표현할 수 있고, 이식을 식 (A.3)에 대입하면,

'pf

玲
= {TR] p2

[L。In + I X r [F In + 1 X I

=[加

- _ -

I
【刖+ [7R]

由 J이

0L 」
[0]

이 된다.」函를，번째 행의 초과 조절점으로 생각 

하고, 间 = 厅]로 변수를 바꾸면,

[F,] = [4][e,] + [F,]

와 같은 임의의 변수 [司로 표현된 선형식을 얻을 

수 있다网. 여기서, 区]과 [FJ는 상수행렬이다. 이 

제(=0, "으로 행을 변화시키면서, 곡면 전체의 

조절점들에 대해서 초과변수로 치환하면,

의 행렬을구할 수 있다.

위 식에서 [I]=[I](„+1)(ra+1)x«, [e]=[e]"i, 그리고 

[F]s+m”+g의 크기이다. 위 식을 간략히 다시 쓰면

[P] = [L][e] + [F]

으로 표현할 수 있고, 단면곡선을 보간하는 곡면은

S (", 1，)= [M M ] [P ] = [N" M ] ([£ ] [e ] + [F ]) 
= [N“M]0][e] + |MM][F]

으로 표현할 수 있다.

B. 최적화 함수의 계산 및 미분식 유도

식 (16)의 E"| 식 (15)를 "에 대해 2번 미분하여 

대입하면,

E”" = jj； (IN“ "M][F])・([M " M ][P]) dudv

=JJ:(IN* "M] [£ ] [e] + [M "M] [F]).

([M "M ] 0 ] [e ] + [N“ "M ][F ]) dudv

으로 표현할 수 있다. 위 식 에서 U, V 적 분구간을 서 

로 다른 knot 구간으로 분리하면("방향: mp\ 卩방향: 

弘7'개의 구간), 분리된 적분구간 사이에서 B-spline 
basis 함수 丿览, 虬는 각각 p 또는 q차의 단항식 

(monomial polynomial)이므로, 이에 상응하는 %개의 

Gaussian abcsissas를 사용하여 적분을하면 다음과 

같이 쓸 수 있다.

Euu =玉?:•广•广(•疏+竭+潟)血加

/=0)=0 ' ‘
mp' mq' 4 叫

=£ £ £ £ 쌋 明 (為务 + 膈 +z釦 
f=Oj=()jJU = ]

여기서, 心 uy은 적분구간을 포함한 Gaussian 
weight 이고,

斌=([MffNv][L][ex] + ][FX])T -

([M "M][切R]+6[M " A시 6 [月])

崩=([M"M] [£ ] R] + [M"M]而]/ •

([Nu "M ]妇[4 ] + [M "M ] [Fy])
z盈=([Nu"Nv] [L ] [ez] +6[M] [FZ])T - 

([M"M]0][电]+6[M〃M]而])

로서 , M'M]는 i, j, 虹 에 종속한다. 风의 /이에 대 

한 미 분을 구하면,

琮 = ([ex]T [L]T [Nu"MT 니玲]7 [M"M]『) •

([M "M ] [L ] B ] + [M ][月])

=B T [Lf N " M ]r " NV][L] [ex]
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+ B]「妇『

+ [八]丁 [M〃M]『[Nu”M] [L] [ex]

+ [可[M〃M][汚]

이므로,

=2(葺勇?疽5时"W网,叫[妇)[財

____ i=0 j=0k=i 1=1___________________________
]

+ 2(勇另勇勇g[Zjr网"MT 旧]

_________ 』) j 너) #=u=l_______________________
瓦J

이다. 여기서, [G“J는 대칭 행렬이다. 瓦“의 [明, [围에 

대한 미분도 동일하므로, 何]에 대한 미분은 다음과 

같이 쓸 수 있다.

가 된다. 식 (B.1), 식 (B.2), 그리 고 식 (B.3)을 합쳐 서 

곡면의 에너지 함수 E의 同에 대한 미분을 표현하면,

3£ 犯出丄，)3Euv 3昂，

= (2[G"] + 4[G"』+ 2[GsJ)[e]而

+ (2[7扁]+ 4[7証]+ 2[7打])[尸]

n
= [G][e] + [T][F]

으로 표현할 수 있다.

C. 체적 등의 구속조건 계산 및 미분식 유도

식 (20戶과 식 (21)을 서로 다른 knot의 정의구간으 

로 분리 하면,

지F
느 = 和,시[小2[7"岡 (B.1) yzu -xu yzv) dudv

이와 비슷하게 以，의 [잉에 대한 田분의 경우에,

mp mg'丄呉、
드2(££££此少妇'"总丫 [M'M'i [시)[琮] 
心丿如頌=i________________________

[瓦!

+ 2(?遗勇勇W* 叫时"MT
D J=%=U = 1

mp' nig'勺 气 
££££ 쌰吨(石，以

i=0 丿=。左니 /=]

u -Xu yzv)

mp' mg 气 nr xv=£ 以 £

/=() j=0 人:니 /=i
wk w,x (xv yzu -Xu yzv)

이다. 제 4.1 절에서 언급하였듯이, 초기 skinning 순 

정 곡면을 얻은 후, skinning 방향의 조절점의 한 좌표 

。좌표)는 고정한다. 앞절에서와 비슷한 방법으로 卩 

와 xk의 [电, [이의 미 분을 구하며一,

이므로,

차T쯕土 = 가% ][e] + 2[TUV ] [F] (B.2)
de

가 된다.

동일하게 氏「의 杷」에 대한 미분에도 적용하면,

3品
如

mp mg丄丄
그2(££££「叩이妇丁 [M N」T [M M"] [L])[ex]

____ 丿=眼=1仕1
[G”,]

까“: 빠q： 啓 , "
+ 2(遂 £ £ £，％ 叫[L ]r [N“ M 'T [M N."]) [Fx ]

_____貫丿如=1_______________________
而

이므로,

亨=2 [聞[e]+ 2㈤][F] (B.3)

mp' mq，nx 也
w =(££££叫巧心时)[色]

cW 7=0 丿日盪너 /니____________________

如 [Dy]
mp' mg ne nt

누 :叫吗 同,])卩用
i=() j=()#=l 1=}画

mp mg nt nt
閃 드(££££싸 吋[4])[今】

C)l/ i=0 区니 /=1_________
腿2 [Dz]

mp' nuf nt
+(££££，％ 吗區])[凡]

，=。y=o/：=i i=i
而

mp' mg' 叫 叫

2 „ =££££ 叫颅，[어』日

。이/ i=o j=Ok=l !=1__________
dey [xDy ]

mp' mg' ns nK
+(££££"叫 BBy])[F』

i=0 j=。心 /=1___________
[蜥，]
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mp mg nr tit
一、时泌 z])b]
aw ，=f)丿=眼=i /너________________________

3ez [xDz ]
mp tnq nf ns

+(££££" wt\xBz})\xRz}
，=()j=0 妇 1=1___________

而 (C-1)

이 된다. 여기서,

[Ay] = [M M1 [R] [LY [总 NT 四,'M，] [L]

- [M'M] [R] [L V [시" M]「[M M，'] [L ]

[By] = [Ntl Mf][Px][L]T [M Mr "M]

- [M W] [R] [이「[Nu MT [Nu Nv 1

[1 ] = [总 Nv'] [R ] 仏 Y [M " r [M MJ [시

-[M'M] [R][妇『[M, M了[M M] [% ]

[Bz]=[M M1 [5니IM 'M YIM M ]

-[M'M][R][妇『[시" M]

MJ 그 四，시」回 ]([M 虬 f][Px][LY[Nu M 'M ] [L ]

-〔M' M ] [R ]仏 K 四,M M1 [妇)

网打=[总 M ] [R ]([M M 'HR ]卩丁 [M M 卩网'MJ

- [M fNv][Px][L ]「[M M M 3)

[M]느四, M][Px]([Nu N、，'][R][Ly[Nlt NV][L]

TM'M，] [Px][妇『[M M丫[此 M][妇)

[成]= [NU M ] [R ]([M M'] R ] [L ]丁 [M' M ]丁 [M M ]

-四,'M ][巳][妇叩V” M M ])

이다. 식 (C.l) 등으로부터 K aV에 대한 미분식을 요 

약하면 본문의 식 (21)을 얻을 수 있다.
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