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요 약

본 논문은 길이방향으로 조화함수 형태로 변화하는 단면적을 가진 원형단면의 탄성막대에서 전파하는 비틂 탄성파의 

전파속도에 대한 이론적 및 실험적 결과를 제시한다. 주기적인 미소한 반경 변화를 섭동법에 의해 다루어 전파속도의 이 

론적 근사해를 구하였다. 그결과 전파속도는 반경 변화 폭의 제곱에 비례하는 양 만큼 감소하는 경향이 나타났다. 이론적 

경향을 검증하기 위한 실험은 자왜현상으로 비틂파를 전파시키고 나사면을 가진 탄성 도파관에서 전파속도를 측정하는 

방법으로 행하였다.

ABSTRACT

The paper describes a theoretical and experimental study on the speed of the torsional elastic waves propagating in an 

axisynunetric waveguide whose cross-sectional area varies periodically as a harmonic function of the axial coordinate. The 

approximate solution of tl)e phase speed has been obtained using the perturbation technique for sinusoidal modulation of 

small amplitude. It appears that the wave speed in the modulated waveguide is less than that in a smooth waveguide by 

a square of the surface perturbation. The experiment verifying the theoretic시 result consists of transmitting and receiving 

torsional waves by magnetostriction and measuring the wave speed in the waveguides with threaded surfaces.

I. 서 론

유체에 접해 있는 고체에서 전단운동을 하며 전파하는 

탄성파의 전파특성에 미치는 인접 점성유체의 영향을 규 

명한 결과［1, 2］로부터, 단면이 원형인 탄성막대에서 전파 

하는 비틂 탄성파가 유체 점성 측정 센서로 활용될 가능 

성이 확인된 바 있다［3, 4］, 그 원리는 비틂 탄성파의 전 

파속도 및 감쇠가 인접 점성유체의 점도에 의해 달라지 

는 현상에 근거한 것으로서, 원형막대 형태의 탄성 도파 

관(waveguide)에서 전파하는 비틂 탄성파의 전파시간과 

진폭이 인접 점성유체가 없을 때를 기준으로 점성유체의 

영향에 의해 변화하는 양을 측정함으로써, 점도를 정량적 

으로 구해내는 것이다. 도파관의 단위길이당 표면적이 클 

수록 유체점성의 영향이 커지고 결과적으로 센서의 감도가 

향상되므로, 원형막대의 표면에 톱니처럼 나사면을 형성 

하였는데, 이 경우에는 매끈한 막대의 경우와 달리 비틂 

탄성파의 전파특성이 이론적으로 규명되어 있지 않았다.

본 논문은 Fig. 1에 보인 바와 같이 표면에 나사면을 

가진 원형 도파관에서 전파하는 비틂 탄성파의 전파특성 

에 관한 연구로서, 길이방향으로 조화함수 형태로 변화하 

는 단면적을 가진 원형 막대에서의 비틂 탄성파의 전파 

속도를 대상으로 한다. 주기적인 미소한 단면변화를 섭동 

(perturbation) 기법에 의해 다루어 전파속도의 이론적 근

transducer

magnetostrictive 
rod 

waveguide

()
A

Fig. 1 Schematic description of the modulated waveguide and 
the experimental setup; (a) magnetostrictive transducer 
and waveguide, (b) periodically modulated surface of 
the circular waveguide. 
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사해를 구한다. 이론적 결과를 검증하기 위한 실험으로서 

자왜(magnetostriction) 현상에 의해 비틂파를 발생시키고 

전파 시간을 측정함으로써 전파속도를 계측한다 •

II. 문제의 정식화

단면의 반경 儿가 Fig. 1(b)에 보인 바와 같이 길이방 

향 좌표 z의 함수로 r0 = 7?0[l + e sin(2心〃)]의 관계 

로 변화하는 원형막대에서 전파하는 비틂 탄성파를 대상 

으로 수학적 모델을 설정한다. 반경방향 좌표 r, 길이방 

향 좌표 z, 시간 t 에 종속인 원주방향 변위 ue{r, z, t) 

로써 비틂파의 운동방정식이 다음과 같이 표현된다J5]

d2ue , 1 due ue d2ue 1 d2u0 
节厂+广矽-了 + kFM，

OM + e sin(2mz/Q] (1)

여 기서 5 = (G/p) 也이 고, G와 q 는 각각 막대 재 질의 

횡탄성계수와 밀도이다. 표면에서 웅력이 없다는 조건 

rT0 = r0Z ' drldz [이과 중심에서의 연속성에 따라 경 

계조건이 다음과 같이 표현된다.

汕 _ 主으 
dr r

dr
dz

―产 at r— 7?o[l + e sin(2^z//l)] (2)

z如=0 at r = 0 (3)

변위를 u0(rt zt Z) = 2)exp(i(wt)5- 변수 분리하여 

식(D에 대입한 후, 기준길이 R。와 기준속도。丁를 사용 

하여 식⑴-(3)을 무차원화하면 다음과 같다

京=房++으~*+ 务+砰“=0 (1，)

3 ]
B(r)u=(魚 一 *)化=ekwcos k

at r = 1 4- £

du
“dz

sinku,^ (2‘)

w = 0 at 戶=0 (3')

식(1')-(2‘)에서 L과 B(r)은 각각 선형 미분연산자를 

정의하며, 식(1‘)부터 모든 변수들은 무차원화된 양이다.

III. 섭동법에 의한 근사해

식(1‘)-(3')으로 정의된 경계치 문제의 엄밀해를 구할 

수 없으므로, 근사해를 구하는 섭동기법【7,8]을 채택한다. 

이를 위해 변위 ”를 다음과 같이 섭동량 e 의 급수로 

전개한다 •

u{ r, z, e) = ua(r,z) + e u{( r, z) + e2 + 0(e3) (4)

식(4)를 식(l')-(3‘)에 대입하고 e 의 오름차순으로 정 

리하여, £ 의 차수별 운동방정식과 경계조건에 대해 다음 

과 같이 단계적으로 해를 구한다•

3.1 0(/) 해

선도 차수 0(e°)에 대해서 고전적인 비틂 운동방정식, 

L"o = O과 경계조건 B(l)wo = O 및 "o(O,z) = O을 얻는 

다. 이 문제의 해는 잘 알려진 대로 다음과 같다. [5]

u0 = UB F0.„(r) exp[i k0,„ 2] (5)

여기서 —(一I" 이고, U<> 는 파동의 진폭으로서 초기 

조건에 달려있는 양이다. 그리고 知), ”은 다음과 같이 E 의 

급수로 전개되는 "번째 모드 파수 知에 대한 선도 차수 

항이다.

k„= k0,„ + e k^„ + e2 ki.n + CXe3) ⑹

식(5)의 Fo.”과 知).“은 기본 모드3 = 0)에 대해서

F0.0(r) =2r, k0,0 = <0 (7)

이고, 고차 모드( ”>0)에 대해서

Fo.“(r) =/2刀3“”)〃23")，扃”=(，泌一庆)卩2 (8)

이다. 여기서 J* 는 »차 Bessel 함수이고, 0”(#=0)은 다 

음 식의 근이다.

/S)-M/o3”)/2 = O (9)

즉 么=5.136, 02=8.417, />3 = 11.62 등이다. 위에서 

구한 해 Fo.”(r)3 = O,l,2, …)의 크기는 다음과 같이 

r에 대한 정규직교성 (orthononnality)를 만족한다.

시
〈Fe，Foe〉=J r F0,m(r)F0,„(r) dr = 3mt} (10)

여기서 &nn 은 Kronecker 델타火秫=刀일 때 1, m 겨二村일 

때 0)이다.

3.2 0(!) 해

제1차수 0(!)에 대한 경계치문제는 的에 대한 문제 

로서 다음과 같이 정리된다.

Luy = 2如)，講侦。0凡,“(尸)exp[^0,„z] (11)
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= 0oexp[&#z]

( 诡)"此小⑴ cos 사:“) - Fo,”" (1) sin(航n)} 

= 专。o[為).⑴ + 风”" ⑴] exp[i(麻"사]

+ 号 而,”⑴-Fq,*"  (l)]exp[z(A0.n-

(12) 

W1(O, £)= 0 (13)

식(12)에서 (')은 尸州 대한 미분을 나타낸다 식(11)-(13) 

의 해를 구하기 위하여 的을 식(12)의 우변에서 암시된 

바대로 다음과 같이 세 개의 항으로 분해한다

u\ = G”(尸)exp[以侦，4 + 0，(尸)exp[i(知” + 知)z]
(14) 

+ Q(尸)exp[z(^0.«-^)2]

이에 따라 Gat (私, G에 관한 경계치문제 세 개가 얻어 

진다

이중 에 관한 문제는 다음과 같다.

乙”金 =(务+ +응-* + K씨 &

=2亢)e 为 i,”UoFo,”(尸)

B(l)Ga = 0, Ga(0) = 0 (15a,b,c)

식(15)는 险에 관한 경계치문제와 일치한다. 이에 해당하 

는 해결조건(solvability condition)[9]은 다음과 같다,

<LMGfl(r),F0.„(r)> = B(l)Ga • F0,„(l) (16)

즉

2如，,如.，,〃0〈凡.，,("蜘”，(/)〉=凡.，，(1)・顼10 = 0 (17)

여기서〈FeFm〉*0이므로 如,“=0임을 알게된다. 따 

라서 파수 知에 대한 섭동량올 구하기 위해서는 제2차수 

。(普)으로 진전해야 한다. 그에 앞서, 에 관한 해를 구 

하기 위하여 Ga, Gb, G■에 관한 해를 각각 구하면 다음 

과 같다.

G° = UiF(),„(r), Gb = 打),

Gc = i?c.nU0Ji(ac_„r) (18a,b,c)

여기서 Ui은 미지의 상수이고, a 와 £는 다음과 같다.

4.„  = a>2-(k0.„ + kw)2, a 글，, = 温-(知，,-" )2 (19a,b) 

払，，=3仏.，，M".，，⑴ + F°.，,”⑴]/[ ，，) - 2/S.，，)]

*

(19c)

M，，=玄&，，虹F°,，，⑴-F°.，,"⑴]/[%丿。(a。，，)-2厶(％，，)] 

(19d)

Bessel 함수의 괄호 안의 양은 曲”이나 에 따라 

서 허수일 수도 있는데, 이때에는 Bessel 함수 丿가 수정 

된 Bessel 함수 /로 대치된다.

한편 %”이나 土“의 분모가 0일 때에는 .의 해는 

존재하지 않는다. 이러한 특이성(singularity)는 ab_„ 또는 

이。이거나 식(9)로 정의된 /板값과 같은 특별한 파 

수 為).“에서 발생한다. 이것은 물리적인 현상은 아니고 

섭동전개 식(4)가 이러한 爲,“값 부근에서 균일하게 유효 

하지 않은 수학적 문제일 뿐으로서, 식(4)를 수정해야 하 

는 경우이나 본 논문에서는 다루지 않는다. '

3.3。(旳 해

제2차수 0(宀에 대한 경계치문제는 %에 관한 문제 

로서 다음과 같이 정리된다.

乙“2 = 2為).„k2.” U0F0_ „( r) exp[&，気 (20)

B(l)"2 = &，,Uoexp[汎 + ,&*5exp[2o. ，, + »”)*]

+ i M exp[i(Zr0,M-kjz\

+ & 药exp [认屑"+ 2 kM + 丄、g)exp [ f (知*  - 2 kM

(21) 

W2(O, 2)= 0 (22)

여기서

馥疽i(鬲)”+2知，)2,禮*  =庶一(旅”一2知,)2 (23a,b) 

&" *= "本“」J 2 s J"。小)—(後*  — 3)/i(0氣”)~ (知"+ 上)虬/[(皿*)]

f -2 fJohs) -(花/一3)4(%5)+ (岛如)知JiSa)]

-{[n.-CD-Fo./Xl)}

(24a) 

&“ = I 知“(1) + 专 &静奶.”(1) (24b)

土 ” =-玄 F°. ““⑴ + 专旅 „kwF0. “(1) (24c)

id.n = - f6. «[ - 2 *,  „/o( »)-( ~ 3) /] ( <Z4 „)

H知，,+知,)属丿i(%)]

+ |[FO./"(1)-FO,/\1)] + 十稣妳％(1)

(24d)

Se.n = 专心一2七0)(5)-(Q 을”一3)人(%)

—(々0,” i 1( ^c, n) 1

+扣如''(1)一风了⑴]一十如静/侦⑴

(24e) 
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식(20)-(21)의 형태는 %의 해가 다음과 같은 형태임을 

암시한다.

«2 = 乩(，‘)exp [ iko.，，z] + H« r) exp [，(爲.，,+

+ £fe(r)exp知，)z] + 那r)exp[i(旅，，+ 次“)z] (25) 

+ Ht(r)exp[i'(*o  2kw)z]

이에 따라 Ha, Hb, 喝 Hd, He에 관한 경계치문제 다섯 

개를 얻게된다.

이중 乩에 관한 경계치문제는 다음과 같다.

LnHa = 2 為).，

B⑴乩=&”偽 乩(0)=0 (26a,b,c)

이에 대한 해결조건

<LnHa(r), F0.„(r)> = • F0.„(l) (27)

로부터

2加"2“,〈F°.“(/), F0.„(r)> =孩"，F°”，(l) (28)

을 얻으므로 파수 如에 대한 보정치 姒“을 다음과 같 

이 얻게된다.

为 2.”=£.“Fo,”(l)/(2 知“) (29)

3.4 전파 속도

지금까지 얻은 결과로부터 비틂파 전파속도에 대한 근 

사해를 구성한다. "번째 모드의 전파속도 c”은 이知아 

므로 다음 식을 얻는다.

c”= 啬 (I쓰:)+ 心) (30)

식(30)올 살펴보면 막대 표면의 주기적 굴곡으로 인해 비 

틂파의 전파속도가 매끈한 막대의 경우에 비해 줄어듦을 

알 수 있다.

기본 모드(” = 0)의 경우에 표면 굴곡으로 인한 전파 

속도 차이를 계산하기 위하여 식(30)에 식(7)을 적용하여 

정리하면 다음과 같다.

1 — Co % ez 흐尹 (31)
0)

식(3D에서 Em는 식(24a)와 식(19)로부터 계산되는 양으 

로서, 무차원 주파수 와 표면굴곡 주기 知,의 함수이 

다. 따라서 전파속도 co가 파동의 주파수에 따라 다른 값 

을 갖게 되리라 예상되는데, 知,= 50인 경우에 의 함 

수로 fa.o/ffl2 즉 版o/旅0)을 계산해 본 결과 Fig. 2에 

보인 바와 같이 거의 일정한 값을 나타내고 있다.

다음절에서 기술하는 실험결과와 비교하기 위하여 £ = 

0.087 및 勿= 0.269에 대해서 处가 13.6과 15.8 일 때의 

(1-C。)를 각각 계산한 결과가 Table 1에 기재되어 있다.

知 
60 -

50 ■-

40 ■-

30 -■

20 ■■

10--

0 ---------------- .--------------- 1----------------1---------------- 1------------------ 1
0 2 4 6 8 10

Fig. 2 Fundamental mode speed correction 力2.0/左0.0 depicted 
as a function of o)for 知,=%.

IV. 실 험

앞에서 구한 이론적 근사해를 검증하기 위하여 실험을 

행하였다. 이론적 모델에 유사한 주기적 굴곡을 원형막대 

에 만드는 방법으로 나사면을 형성하였다.

4.1 실험장치

비틂 탄성파를 발생시키고 수신하는 방법으로 Wiede- 

mann 효과'[10]라는 자왜(magnetostriction)현상에 근거한 

트랜스듀세 11]를 사용하였다. 비틂파 송수신 원리는 자장 

(magnetism)과 변형(strain) 간의 상호변환 현상을 이용한 

것[12]으로서 압전(piezoelec버city)현상에 대응한다, Joule 

효과에 의해서는 종파를 송수신하게 되는데, 길이방향으 

로 영구자장을 추가함으로써 Wiedemann 효과를 갖게되 

pared with the experimental obser- vations.
Table 1. Speed corrections for the torsional elastic waves along the modulated waveguides. The theoretically predicted results are com

thread nondimensional 
frequency, 3

calculation measurement

type £ k* l — c()(%) cT(m/s) c(m/s) (cT-c) /cT(%)

NF-UNF 3시8 0.087 13.6 0.269 11.6 3009 2624 12.8

NC-UNC 3-56 0.087 15.8 0.269 13.3 3015 2696 10.6
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어 비틂파를 송수신하게된다. 전기적 펄스 신호가 Fig. 

1(a)에 보인 바와 같은 장치에서 자왜막대의 한쪽에 비틂 

탄성파로 변환되어 전파하고, 도파관(waveguide)으로 전 

달되어 전파하고 되돌아와 트랜스듀서에서 다시 전기신 

호로 변환된다.

이와 같은 과정에서 수신된 신호를 오실로스코프에서 

관찰한 여】가 Fig. 3에 보여있다. 자왜막대에서 도파관으 

로 파동이 전달될 때, 일부는 경계면에서 반사되어 트랜 

스듀서로 바로 돌아간다. 이 신호는 그림에서 'A'로 표시 

한 부분이다. 도파관으로 전달된 파동이 도파관 끝에서 

반사되어 트랜스듀서로 돌아가 변환된 신호는 '日로 표시 

되어 있다. 두 신호 간의 시간 간격올 측정하고 도파관의 

길이와 연관시켜, 파동의 전파속도를 얻는다. 실험에서 

두 피크 간의 시간 간격을 5 ns의 정밀도로 측정하였다.

Fig. 3 Signal trace of the waves reflected at the front and the 
end of the waveguide.

4.2 실험 결과

사용된 도파관은 길이 L= 306 mm이고 단면 반지름 

/?„= 1.22 mm인 알루미늄으로서, 재질의 물성치는 밀도 

p = 2.70xl()3 kg/m，이고 횡탄성계수 G= 2.59X10“ N/m2 

이다. 매끈한 원형 도파관에서 측정한 비틂파 전파속도 

ct는 3009 m/s와 3015 m/s로서, 물성치를 (G/p)'"에 대 

입하여 얻는 수치 3097 m/s와 3% 오차범위 이내로 잘 

일치한다.

도파관 표면에 표준 나사 다이(die)를 이용하여 나사면 

을 형성하였다. 표준 나사는 NF-UNF 3-48과 NC-UNC 

3-56으로서, 이에 대응하는 知,값은 각각 13.6과 15.8이다. 

그리고 e 의 크기는 공통적으로 0.087± 0.002이다. 사용 

한 펄스신호의 중심주파수는 90 사Iz이므로, 무차원 주파 

수는 0.269이다. 이와 같이 표면에 나사면이 형성된

도파관에서 비틂파 전파속도를 측정한 결과를 Table 1에 

기재하였고, 표면굴곡으로 인해 전파속도가 감소하는 이 

론적 결과의 경향을 비교 검증하였다. 이에 따르면, 표면 

에 주기적 굴곡을 가진 도파관에서의 비틂파 전파속도는 

매끈한 도파관에서의 전파속도에 비해 약 10% 정도 느 

린 것으로 나타났다.

V. 결 론

원형 막대에서 전파하는 비틂 탄성파를 다룸에 있어 

서, 표면이 길이방향으로 주기적인 굴곡을 갖는 막대에서 

의 전파속도를 근사이론으로 구하였다. 도파관 역할을 하 

는 막대의 주기적인 미소한 반경 변화를 섭동법에 의해 

다루어 해석한 결과, 전파속도는 섭동량의 제곱에 비례하 

는 양만큼 감소하는 경향이 나타났다. 이러한 이론적 경 

향은 자왜 트랜스듀서로 비틂파를 전파시키고 나사면올 

가진 탄성 도파관에서 전파속도를 측정하는 실험으로 검 

중하였다.

실험에 사용된 도파관의 나사면은 그방향이 길이방향과 

거의 일치하는 형상이므로 이론적 결과와 비교하는 데에 

무난히 사용되었다. 미시적으로 보아 축대칭이 아니기 때 

문에 나타날 수 있는 현상을 해석할 필요가 있다면 향후 

에 시도할 만하다.
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