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요 약

본 논문에서는 3차와 4와의 큐뮬런트를 이용하여 FIR 시스템의 파라메터 추정을 위한 회귀 추정 알고리듬을 제안한다. 

제안한 FIR 파라메터 회귀 추정 알고리듬에서 3차와 4차의 큐뮬런트 관계식으로 부터 Overdetemined Recurisive Instru

mental Varia비e(ORIV) 형태의 회귀 추정 알고리듬으로 변환할 수 있도록 출력신호로 구성된 행렬식을 얻어낸 후, 이를 

전개하여 회귀 추정 알고리듬을 개발한다. 제안한 회귀 추정 알고리듬은 기존의 비회귀 알고리듬의 확장으로 적은 데이 

터로 수렴이 가능하며, 시변 시스템의 추정에도 용이하다. 또한 3차와 4차의 순수 고차 큐뮬런트로 구성됨에 따라 기존의 

2차의 자기상관함수를 이용한 회귀 추정 알고리듬에 비해 가산 가우시안 잡음에 의한 추정 오차를 줄일 수 있는 장점 이 

있다.

ABSTRACT

In this paper, a recursive estimation algorithm for FIR systems is proposed using the 3rd and 4th order cumulants. To 
obtain the Overdetermined Recursive Instrumental Variable(ORIV) method type algorithm, we transform the 3'th and 4'th 
order cumulant relationship to a certain matrix form which is consist of only output data. From the matrix form, we in

duce the proposed algorithm procedure following the ORIV method. The proposed algorithm provides improved esti
mation accuracy with smaller data and can be applied to a time varying system as well. In addition, it reduces the esti

mation error due to the additive Gaussian noise compared to conventional 2'rd order based algorithms since it only uses 
higher than 2'rd order cumulant. Simulation results are presented to compare the performance with other HOS-based 

algorithms.

I.서 론

최근 고차 큐뮬런트를 이용한 AR, MA, ARMA 시스 

템 인지 알고리듬에 관한 연구가 활발히 진행중이며, 그 

중에서도 MA와 ARMA 시스템의 nonminimum 위상을 

갖는 선형 시스템의 적응, 또한 회귀 알고리듬이 많은 관 

심을 받고 있다. 고차 큐뮬런트을 이용한 적응, 회귀 알고 

리듬의 적용 분야로는 추정을 포함하여 통신 채널의 보 

정 기법, wavelet^ 추정둥이 있다. 이러한 경우는 대부분 

nonminimum 시스템의 추정을 전제로 하는 것으로, 기존 

의 2차 상관함수를 이용한 추정 알고리듬온 시스템의 크 

기 정보만 인지할 뿐, 시스템의 위상 정보는 인지할 수 없 

다. 이에 반해, 고차 큐뮬런트는 시스템의 크기 정보는 물 

론 위상 정보도 추정할 수 있는 장점을 가지고 있다. 따라 

서 고차 큐뮬런트를 이용한 알고리듬은 대부분 입력신호 

가 비 가우시 안 확률 분포를 가지 며 시 스템 의 위상이 non

minimum 경우에 사용되며, 특히 입력신호가 알려지지 

않은 환경에서 사용한다. 고차 큐뮬런트를 이용한 방법 

으로는 Giannakis와 Mendel의 GM방정식［1］을 통한 MA 

파라메터의 추정 방법이 대표적이며 또한 이 식을 변형 

한 형태의 알고리듬들도 제안되어 있다⑵. 다른 방법으 

로써, 회귀 또는 적응 알고리듬은 LMS 알고리듬형식을 

취하는 방법［3］이 있으며, 또한 Overdetermined Recursive 

Instrumental Variable(ORIV)［4］ 형태의 회귀 추정 알고리 

듬이 발표되었다［5］.

고차 큐뮬런트를 이용한 추정 알고리듬중 대표적인 GM 
방정식을 이용한 알고리듬과 유사한 형태의 알고리듬들 

은 고차 큐뮬런트와 2차의 자기상관함수와의 관계식으로 

부터 비롯된 것으로 순수하게 고차 큐뮬런트만을 이용한 

것온 아니다. 따라서 위상 정보의 추정을 통한 nonmin- 

imum 시스템의 추정에는 적합하나 가우시안 잡음에 의 

하여 출력이 오염될 경우에는 잡음에 의한 바이어스 성 
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분으로 추정 오차를 피할 수 없는 단점이 있다. 즉, 2차 

자기 상관함수를 추정 할 때 잡음에 의 해 정 확한 추정값을 

얻시 못하고 잡음 성분의 바이어스 값이 더해진 추정값 

을 얻게 된다. 이러한 단점을 보완하려면 먼저 가산 가우 

시안 잡음에 영향이 없는 고차 큐뮬런트로 관계식을 수 

립하고, 이를 바탕으로 추정 알고리듬을 구성하는 것이 

한 방법이 될 수 있다. 최근에는 이러한 방법으로 3차와 4 
차의 큐뮬런트를 이용한 비회귀 추정 알고리듬이 제안되 

었다⑹. 이 알고리듬은 3차와 4차의 큐뮬런트의 관계를 

수립하고, 이 관계를 통하여 고차 큐뮬런트만을 이용한 

비회귀 추정 알고리듬을 구성한 것이다. 이 방법은 위에 

서 언급한 바와 갇이, 알려지지 않은 가산 가우시안 잡음 

에 영향을 받지 않고 정확한 추정을 행할 수 있는 장점이 

있지만 고차 큐뮬런트로만 구성되어 있어서 일관성 있고 

신뢰성 있는 출력 신호의 큐뮬런트 값을 얻어내기 위해 

서는 2차의 자기상관함수에 비해 많은 데이터가 필요로 

하는 단점 이 있다.

본 논문에서는 이미 제안된 3차와 4차의 큐뮬런트의 

관계를 이용한 비회귀 추정 알고리듬에서 확장한 FIR 시 

스템의 파라메터 추정을 위한 회귀 추정 알고리듬을 제 

안한다. 이러한 회귀 알고리듬은 특히 고차 큐뮬런트의 

통계학적 특성상 일관성 있고 신뢰성 있는 추정을 위해 

많은 데이터를 요구하는 단점을 시간축상의 갱신을 통해 

비교적 줄일 수 있으며, 제안한 회귀 알고리듬 또한 고차 

의 큐뮬런트를 가지고 주정을 수행하기 때문에 가산 가 

우시안 잡음에 영향을 받지 않는 성질을 갖고 있다. 또한 

제안한 회귀 알고리듬은 시불변 시스템의 추정은 물론 

시변 시스템의 추정에도 효과적으로 사용할 수 있다. 제 

안한 알고리듬은 ORIV 방법에 따라 먼저 3차와 4차의 

큐뮬런트 관계식을 시간축상의 행렬식으로 변형하여 전 

개호H 나갔다.

본 논문의 구성은 먼저 다음 절에서 이 논문에서 사용 

될 가정과 기존 큐뮬런트간의 관계식에 대하여 기술하 

고, 3절에서는 앞에서 언급한 고차 큐뮬런트간의 관계식 

으로부터 적절한 시간축상의 행렬식을 구하여 제안한 알 

고리듬을 유도한다. 마지막으로 4절에서 모의실험을 통 

한 알고리듬의 성능을 평가한다.

口 . 가정 및 큐뮬런트 관계식

<7차의 MA 시스템의 관측 신호 y。)를 다음식과 같이 

정의하면,

q
+w(/) = E +w(Z) (1)

2 = 0

여기서, X。)는 시스템 출력 신호이며 德，)는 추정하고 

자 하는 시스템의 임펄스 응답으로 안정하고 선형 시불 

변, 혹은 선형 시변 시스템이다. 또한 입 력 신호 0。)는 비 

대칭 확률 밀도 함수를 갖는 i.id인 비가우시안 신호이 

며, £"")} = 0, 匕卓 = £3也)}* 0, 74.„=E\v\t)}-3E{v2 

0)}2乂0인 통계적 성질을 갖는다고 가정한匸}. 시스템 출 

력 신호에 더해지는 가산 가우시안 잡음 以£)는 입력 신 

호 ；")와는 무관하며, 백색 또는 유색 잡음으로 가정한다.

위와 같은 가정하에 큐뮬런트와 자기상관함수와의 관 

계는 다음과 같다.

C2.y(») +E h2(i； t) Cl, yin - i) 
1 = 1

=£2,31C3. y(n) + L ; t) C\ yin -i) j ⑵

여기서 이며, c, 이고, 们"3)은 신

호 Mt)에 대해 〃의 래그를 갖는 Z차 대각 큐뮬런트 값으 

로, 위의 경우 2차와 3차의 경우는 c2,y(.n) = E{y(_t)y(t + 

n)}, c% y(，z) = E{y(/))，(t+，z)y。+，z)}로 흔히 정의되며, 

식 ⑵는 GM 방정 식［1］이라 불리 운다. GM 방정 식은 non

minimum 위상을 갖는 시스템 의 추정 에 많이 쓰이 지 만 잡 

음이 섞인 관측 신호의 경우, 2차의 자기상관함수 c2. y(n) 
을 이용하므로 파라메터의 추정치는 잡음에 의한 추정 

오차를 포함하게 되여 정확한 추정이 어려워 진다. 이러 

한 단점 즉, 잡음에 의 해 오염 된 관측 신호의 2차 자기 상 

관함수로 인한 오차를 줄이기 위해 3차와 4차의 큐뮬런 

트로만 이루어 진 관계식이 다음과 같이 유되었다⑹.

+E 人30；t)C3,y(，zT) 
i— 1

=<^3.4 j C4, y(n) + ZL h2(i；t)c4, j (3)

여기서 —qMnM2q,4 = *3,  J" v, 1, /n) = E{y(t)y(t 

+n)3}-3E{y(t)y(t +n)}E{y(t + 处)勺이다. 식 (3)을 살펴 

보면 관측신호의 2차 자기상관함수를 포함하지 않고 3차 

와 4차의 큐뮬런트로만 구성되여 있기 때문에 기존의 큐 

뮬런트를 이용한 추정 기법의 장점인 nonminimum 시스 

템의 추정뿐 아니라 가산 가우시안'잡음이 출력 신호에 

포함되는 경우라도 큐뮬런트의 성질 즉, 가우시안 확률 

밀도 함수를 갖는 신호의 3차 이상의 큐뮬런트는 0이라 

는 성질 때문에 잡음에 의한 추정 오차를 줄일 수 있게 

된다. 따라서 GM 방정식에 비해 잡음 환경하에서 비교 

적 정확한 추정을 기할 수 있다.

식 (3)의 해는 시불변인 경우 다음 식과 같이 최소자숭 

오차 방법에 의해 구해진다.

0 = (C「C)TC" (4)

。늬电4 给"2⑴ A 幻,“2(g) -砰1) A 哉3(q)F

力니。3,y( — g) A c3ty(q) 0 A 이，'
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s( -Q) 0 0 A 0
c^y(~q +1) 0 ww 0

M 0 心—a) 0 0

cM) —q +1) 广 I，(g) 与项一 g)

M 0 M 0 M
0 C4,y(q) 0 幻,』a)

여기서。는 (2<? +1) 벡터이며, 3는 (3g +1) 벡터, 그리고 

C는 (3?+1)X(2?+!) 행렬이다.

in. fir 파라메터 추정을 위한 회귀 추정 알고리듬

식 ⑷의 벡터 0와 행렬 C 대신 아래와 같이 출력 신호로 

구성된 다른 행렬과 벡터를 정의하면,

c^=zr[yv|y2,(l, a?=z^2,< (5)

Xo) 0

M O
•肋=[0 A 0 >2(0) A y2(t-(i)\T, z = M Xo)

M M

.y(t) A y(t-3q)

",

0 0

M O

0 0

y(o) O M

o 0

M 火))

M

A y2(t-2q)

n，=

一 0 0 0 0

M 0 M 0
0 0 0 0

>2(0) 0 M X0) O M
TciJO)

0 0 0 0
M /(0) M >(0)

M M

A y(t~2q)_

C：와 身는 각각 C, 力의 추정 치 값이며, 乙은 (/ +1)x(3? 

+ 1)인 크기를 갖는 instrumental variable(IV) 행렬이며, 

은 (f+l)X9, 丫淑은 (f +l)X(9 +1)이며 j如은 (t +1) 

XI인 크기를 갖는 행렬들이다. 행렬간의 관계를 살펴 보 

면 Z雋%，은 3차의 큐뮬런트값, 즉 식 (4)의 C 행렬의 오 

른쪽 C3.y(n) 값을 시간적 으로 구하게 해주며, 마찬가지로 

Zl,3.，을 통해 C 행렬의 왼쪽편 4차 큐뮬런트값을 얻을 

수 있다. 따라서 이러한 행렬을 통한 최소숭 오차에 의한 

해는 다음과 같이 된다.

仃=(y；z,z；匕)/ (6)

어기서 = 이다.

이러한 형식의 해는 잘 알려져 있는 ORIV 방법에 의 

해 구할 수 있匸+• 먼저 OR1V 방법을 이용하여 식을 유도 

하고자 다음과 같이 쓰며,

R =(UZZ7X)T, St = Y[Zt, L，= Z：g (7)

식 (7)의 회귀 갱신은 다음과 같이 이루어진다.

St +, =15/ +yt +1 zf+1, Li+i = i.Lt +z(+i3,2(Z +1) (8)

여기서 X는 망각 요인으로 시변 시스템의 추정시 1보다 

적은 값을 가지며 시불변 시스템의 추정시에는 1 값을 가 

진다. 와 z,+i은 각각 와 Z,+i의 t+\ 번째의 열 

벡터이다. 또한 행렬 R + i의 역행렬의 갱신식은

p;；,=yr+lz/+1zf+1y(+,=A2p,-' (9)

여기서 S+i=[y；z：z,+””+J, 4+1 = 土 I z,+]'Zt+' q] 

이다.

결국 식 ⑹의 해는 다음과 같이 기술할 수 있다.

0f+t=Pt + tSt+iLt+i=X.2Pt+iP^'0^ +P,+i(An + i z；+i L

+Am,+i +y2(t +1) +j,/+izr+iZ(+i3,2(/ +1)) (10)

식 (10)에서 糾이며, P/+1P；1 부분은 식 ⑼ 

에서의 P二，을 역행렬을 취하여 전개할 수 있다. 따라서 

식 (10)은 다음과 같이 정리된다.

県[=所 +A+i[Xy/ + i(zr+1£(-H>r+l0f)

+(y""Z：+e+i +加+i)-y：+新)](11)

식 (7), (8), (9), (10)과 (11)은 기존의 ORIV 알고리 듬의 유 

도 과정을 따른 것이다. 식 (11)을 좀더 간략한 형태의 갱 

신식으로 기술하면,

疗“=0?+R+0+0*S+m ：) (12)

여기서 小니忠幻 이다

ORIV 방법에 의거해서 유도한 갱신식을 바탕으로, 제 

안한 회귀 알고리듬을 표 1에 제시하였다.

4차 큐뮬런트를 구하는 과정에서 0의 래그를 갖는 자 

기상관함수의 값이 필요한데, 이 값은 다음과 같온 시간
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표 1. 제안한 회귀 알고리듬의 구성

玉기 값 …

对/冲(2" I) X (3q + I) , Po - //

L = 0 (%+ 】)m L 目")(_2q + 1) x I
For t -- 0,1,2,A
J, - [.v(z + I)A y(r-3c/ + l)]r

=(E 顷(0)/(f + D) / (f + D
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상의 갱신식을 이용하여 구할 수 있다.

公小+1(0) = (£ • C2”,，(0) +>2a+l))/(Z +1) (13.1)

또는,

Cl, y. I + I(O) = a ' <方”《(0) +(1 +a)y2(t +1) (13.2)

식 (13.1)는 시불변 정상 신호에 대해 적합하며, 식 (13.2) 

은 시변 시스템의 파라메터 추정 시 많이 사용된다.

IV. 실험 결과

제안한 회귀 추정 알고리듬의 성능을 평가하기 위해 컴 

퓨터 모의 실험을 행하였다. 실험 결과는 3000 샘플의 출 

력 신호를 가지고 100회의 Monte Carlo 실험을 통해 구한 

추정치의 평균과 분산이다. 비교 대상은 참고문헌 [6] 의 비 

회귀 알고리듬과 2차와 3차의 큐뮬런트를 이용한 회귀 알 

고리듬[5]으로 정하여 성능을 비교하였다. 실험에서 사용 

한 입력은 지수 확률 밀도 함수의 분포를 갖으며 신호간 

에 무관한 성질을 지니는 불규칙 신호를 발생하여 얻었 

으며 입력신호의 평균은 0, 분산은 1, 为~=2, 그리고 K" 

= 6이다. 실험에서 사용한 가산 가우시안 잡음, 은 유 

색 가우시안 잡음으로써 먼저 백색 가우시안 잡음을 발 

생한 후, 이를 [1, 0.5-0.12이의 계수를 갖는 MA 필터를 통 

과하여 발생하였다.

실험에 사용된 nonminimum 시스템은 아래 식과 같다.

>(/) = x(t) = +0.98讥£一2) +初(t) (14)

표 2의 결과를 살펴보면, 제안한 알고리듬은 기존의 회귀 

알고리듬에 비해 비교적 정확한 추정을 실행하는 것을 

알 수 있다. 이는 제안한 알고리듬이 잡음에 의한 영향을 

고차 큐뮬런트의 특성을 통해 효율적으로 줄이고 있다는 

것을 반영하며 그림 1에서도 도시한 바와 같다. 그림 1을 

살펴 보면, 확연하게 잡음에 의한 영향의 정도를 비교할
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그림 1. 추정된 파라메터의 평균값의 궤적(5dB

표 2. 인지 알고리듬의 성능 평가(실제 파라메터 3(1) =-1.4, 及2) =0.98, 데이터 길이 =3000)

SNR 5dB(white) lOdB(white) codB(white) 5dB(colored) lOdB(colored) oodB(colored)

Parm. 加I) 机2) 如) 顷2) Ml) b(2) 6(1) 6(2) 6(1) 6(2) 6(1) 妃)

제안한 평균 -1.2377 0.7279 -1.4046 0.9609 -1.4292 1.0015 -1.147C 0.7833 -1.4046 0.9563 -1.4404 0.9790
알고리듬 분산 0.3532 0.4514 0.2881 0.2535 0 丄469 0.1335 0.5036 0.3339 0.1587 0.1588 0.1773 0.1423
회귀 평균 -1.1874 0.6893 -1.3975 0.9496 -1.4131 0.9937 -0.6427 0.2620 -1.3527 0.9195 -1.4038 0.9780

알고리듬⑹ 분산 0.4260 0.2565 0.0877 0.0910 0.0617 0.0717 0.8453 0.3912 0.0906 0.1085 0.0537 0.0570
비회 귀 평균 -0.9643 0.8574 -L1238 0.9557 -1.2203 0.9859 -0.9006 0.7901 -1.12370.9359 -1.2184 0.9821

알고 미듬 [习 논산 0.0392 0.0558 0.055 I 0.0390 0.0726 0.0386 0.0385 0.0549 0.0558 0.0472 0.0677 0.0234
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수 있다. 하지만 비교적 4차 큐뮬런트가 3차 큐뮬런트의 

추성에 비해 보다 많은 데이터를 요구하므로 수렴 속도 

면에서는 뒤지는 면을 보이고 있다. 한편, 같은 식으로 유 

노된 비회귀 알고리듬에 비해 정확한 추정을 하는데. 그 

이유는 적은 데이터르 가지고 추정을 하는 경우, 〒차 큐 

뮬런드의 내제적인 특성상으로 인한 큐뮬런트의 추성이 

정확하게 이루어 지지 않는데 기인한나. 하지만 제안한 

회귀 알고리듬은 시간적으로 계속 큐뮬런트값을 갱신하 

므로 보다 정확하고 빨리 큐뮬런트 값을 얻어 낼 수 있기 

때문에 정확한 파라메터 추정을 수행할 수 있다.

시변 시스템의 추정시 성능을 평가하기 위하여 다음과 

같이 시스템을 구성하였다.

心〃 _（〃（/）-0.8 - 1） +边。）for 1QM2500 仃
Z +w（t） for 2500MtM3000

그림 2에 도시 한 바와 같이 시변 시스템 의 경우에도 가산 

가亍시안 잡음의 영향을 받지 않으며, 약간의 지연 시간 

을 가지며 변한 시스템의 계수를 추정하고 있는 것을 볼 

수 있다.
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그림 2. 시변 시스템의 추정시 제안한 알고리듬의 추정값의 평 

균궤적
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