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Modeling of Blend Surfaces by Bezier Surface Patches1

Sang-yoon Ju*

ABSTRACT

Ball rolling blending is a popular technique for blending between parametric surfaces. The ball 
rolling blend surface is conceptually a trajectory of a ball rolling between two base sufaces. It is 
constructed by sweeping a circular arc along a ball contact curve pair. Since a ball rolling blend 
surfaces does not have a polynomial form like a Bezier surface patch, it is impossible to apply 
this method directly to a commercial CAD/CAM system. In this paper an algorithm is developed 
to approximate a ball rolling blend surface into Bezier surface patches. Least square method is ap
plied to obtain proper Bezier surface patches under a given tolerance. The Bezier surface patches 
have degree three or more and 잉larantee VCl-continuity.

Key words : Ball rolling blend surface, Blend Surface, Bezier surface patch, Approximation, Least 
square method

1•서 론

블렌드곡면은 예리한 모서리를 부드럽게 연결하기 

위하여 국소적으로 정의되는 곡면으로 혼히 필렛이 

라고 부르기도 한다. 블렌드 곡면은 보통 도면 상에 

상세하게 정의되지 않으며 블렌딩이 필요한 base곡면 

들과 블렌드곡면의 반지름을 명시함으로 정의된다.

블렌드곡면은 base곡면에 비하여 상대적으로 작 

은 영역을 차지할 뿐아니라 base곡면으로부터 이차 

적으로 정의된다는 특성 때문에 전통적인 생산과정 

에서는 소홀히 취급되었다. 그러나 근래 CAD/CAM 
의 발전과 더불어 급속히 보급된 NC기계에 의한 자 

동화된 생산에 있어서는 base곡면보다 블렌드곡면 

을 가공하는 것이 훨씬 까다롭게 되었다. 왜냐하면 

base곡면은 모델링된 곡면으로부터 직접 가공데이터 

를 얻을 수 있는데 비하여 블렌드 곡면은 base곡면 

과 블렌드 반지름-으로부터 모델링을 위한 블렌딩 과 

정을 필요로 하기 때문이다. 따라서 베이스곡면으로 

부터 블렌드곡면을 생성하는 방법에 대한 연구는 상 

당수 이루어졌다‘牌.

곡면블렌딩에 관한 연구는 베이스곡면이 유형에 

따라 다음의 4가지 부류로 구분될 수 있다.

• 음함수식 곡면의 블렌딩侦M
• 양함수식 곡면의 블렌딩防

• Z-Map 곡면의 블렌딩 时

• 매개변수식 곡면의 블렌딩阳可

일반적으로 매개변수식곡면은 복잡한 형상을 지 

닌 자유곡면을 모델링하는데 효과적일 뿐만 아니라 

음함수식으로 정의된 해석곡면도 쉽게 표현할 수 있 

으므로 널리 사용되고 있다. 따라서 매개변수식곡면 

의 블렌딩은 가장 일반적인 블렌딩 기법으로써 그에 

대한 연구는 매우 활발히 이루어지고 있다.

매개변수식 곡면의 블렌딩은 그림 1과 같이 두 

base곡면이 교차하는 영역에 블렌드반지름의 반경을 

가진 볼을 굴려 그 궤적을 매개변수식 곡면으로 모 

델링하는 ball-rolling blend 방법이 사용된다. 이 방 

법은 개념적으로 단순할 뿐만 아니라 원하는 반지름 

을 가진 블렌드곡면을 얻을 수 있다는 장점이 있다. 

그러나 모델링 된 블렌드곡면은 비지어곡면이나 B-
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스플라인곡면과 같은 표준다항식형태가 아니므로 표 

준다항식 형태의 곡면에 기초하여 개발된 CAD/ 
CAM시스템에서는 이용될 수 없다는 문제점이 있다.

본 연구는 볼의 궤적을 따라 정의된 블렌드곡면을 

비지어곡면으_로 모델링하려는 것이다. 비지어곡면 

에 의하여 블렌드곡면을 나타낸 연구는 Klass㈣와 

이영곤冋에 의하여 이루어진 바 있다. 이들의 연구 

는 양 3차식 비지어곡면을 이용하여 블렌드곡면을 

모델링하였다. 양3차식 단위곡면은 개인용컴퓨터에 

서 개발된 CAD/CAM시스템에서 곡면모델링을 위 

하여 주로 이용되고 있다. 하지만 3차식곡면은 점들 

이 균일하지 않게 입력되었을 때 이들을 자연스럽게 

보간하지 못하며 또한 얻어진 단위곡면간에 VC2이 

상의 연속성을 만족할 수 없다는 문제점이 있다. 더 

우기 CATIA시스템과 같은 중대형 컴퓨터 에서 개발 

된 상업용 CAD/CAM시스템의 경우 3차식보다는 

5차식 이상의 단위곡면들이 주로 사용되고 있다. 따 

라서 임의의 차수를 가진 비지어곡면으로 블렌드곡 

면을 형성할 필요가 있다. 본 연구에서는 임의의 차 

수를 가진 단위곡면으로 블렌드곡면을 모델링하되 

최소의 단위곡면들을 사용하도록 하는 방법을 제시 

하고자 한다.

비지 어곡면은 항상 B-스플라인곡면으로 변환시 킬 

수 있으므로 본 연구를 통하여 얻어진 비지어 블렌 

드곡면은 B-spline곡면으로 개발된 CAD/CAM시스 

템에서도 쉽게 이용될 수 있다.

2. Ball-Rolling블렌드곡면

일정한 반지름을 가진 블렌드곡면은 두 base곡면 

사이에 공을 굴린 궤적을 따라 형성되며, 공의 중심 

궤적은 두base곡면으로부터 얻은 offset곡면들 간의 

교선과 일치한다. 따라서 두 base곡면 간의 블렌드곡 

면을 구하는 문제는 두 offset곡면 사이의 교선을 구 

하는 문제로부터 출발한다図.

f(r, s)와 g(r, u)가 base곡면이고 m(r, s)과 n(t, “)가 

각각 두 base곡면에 대한 단위 곡면법선벡터일 때 

offset거리 d를 갖는 offset곡면 f°(r, s), g°(t, “)는 다 

음과 같이 정의된다.

f(r, s) = f(r, s) + dm(r, s)
g°(«, «) = g(& u) + dn(t, u) (1)

o任set곡면의 교선에서는 f(r, s) = g”, ")의 관계를 

만족하며, Barnhil岬의 SSI 알고리즘을 이용하면 교 

선 상에 존재하는 일련의 점 {%» s,) = g°(/b 站, i = 
0,l,..n}을 구할 수 있다. offset곡면의 교점 s,) = 
g°(4 由)으로부터 base곡면 상에 대응하는 contact 
point pair {岛 s' g(rb 也)}은 그림 2와 같이 쉽 게 얻 

어지며, 이 점들을 보간하면 ball-contact curve가 된 

다. 두 ball-contact curve를 경계로 하여 그 경계사이 

를 가로지르는 원흐루- sweeping하면 ball-rolling블렌 

드곡면을 얻게 된다回.

3. 최소자승법에 익한 비지어곡선의 근사

최소자승법에 의하여 n+1 개의 입력점 Po, R, .... 
旳을 차수 k의 비지어곡선으로 근사시키는 과정을 

소개한다. 차수 k의 비지어곡선 rQ)는 다음과 같이 

정의 된다.

皿)或;BjYg (2)

j=o

여기서 与初) =k!/{j! (k-j) !} 次 (1 -“广
Cj： 비지어 조정점

과정 1： 입력점들에 대응하는 파라메터값을 추정 

한다.

현의 길이를 이용하여 입력점 R(i = 0,...,n)들에 대한 

파라메터값 “，를 추정한다. 단 wo = 0, 1로 정한다.

”i=£Li/L (i=l,...n-l) (3) 
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여기서 弓비Pj・Pj_J(j = l,2,..., n)

L='財
i<=n

과정 2： 연립방정식을 형성한다.

r(",) = R (i = 0, n)로부터 (k+1)개의 비지어조정 

점 Cj (j = 0, .... k)을 미지벡터로 취하는 (n+1)개의 

벡터방정식을 얻는다.

r(";) = 5、,Bf ("；)G=P： (i=0, •••, n) (4)
j=。

과정 3： 연립방정식을 수정한다.

그림 3과 같이 비지어곡선의 양끝조정점은 입력점 

의 처음점과 마지막점에 해당하므로 C0 = P0) Ck = 
旳이다. 따라서 식(4)의 연립방정식에서 처음식(i = 0) 
과 마지막 식 (i = n)을 제외하고 나머지 식(i = l, n-
1)들을 다음과 같이 수정한다.

Bf(«„_!)B扌("I)■-Bh(«„-!)
k /

'琦(旳)B我旳)"丄(旳)

Bf(“2)段(“2)"■ ®k-l(M2)

P2-B^(»2)P0-Bk(M2)Pn

虬-1 — BO(«n-l)PO-Bk(«n-l)Pn
\ 丿

혹은 [B][C] = [P】

Ck = P„
그림 3. 비지어곡선의 근사.

과정 4： 근사해를 구한다.

최소자승법에 의한 근사해는 다음과 같이 구해진다.

[B] T[B][C] = [B]T[P]
[C] = {[Bf[B]}-' [Bf[P] U

만약 과정 3에서 비지어곡선의 양끝점에서 접선벡 

터 T°, T»이 지정된 경우, 비지어곡선의 조정점 C” 

Cm는 다음과같이 결정된다.

Cj = C0 + T(/k = Po+T()/k 

Ck_! = Ck - Tn/k = Pn- Tn/k

여기서 k: 비지어곡선의 차수

식 (7)을 식 (5)에 대입하면 연립방정식은 다음과 

같이 수정된다.

Bj («)) Bj («i) BE(旳)

B扌(“2)B*( “2)"■ B<_2("2)

牌(心Bg) 电(心J

2 - B 牌，)P。-衅(“ ,)q - Bj= («,) C\ -昭“,)pn 

I制妇% - 미何)q - bL(妇c._, - B丽疋

f-햐、心 Bg)C「B%“.,)C.「BRy)pJ

혹은 [B*][C*]  = [P*]  (8)

식(6)과 유사한 방법에 의하여 조정점 [C*]<  얻을 

수 있다.

4. ball-contact curve의 근사

블렌드 곡면의 경계선에 해당하는 ball contact 
curve를 다수의 비지어곡선들로 근사시켜 보자. 얻 

어진 비지어곡선을 비지어 블렌드곡면의 s방향 경 

계곡선으로 정한다. 또한 경계선 상의 비지어조정점 

들을 s방향 경계조정점이라고 부르기로 한다.

Ball-contact curve는 offset곡면의 교선에 대웅하는 

베이스곡면 상의 곡선이므로 교선 상의 교점에 대하 

여 ball contact point들은 두 베이스곡면으로부터 쌍 

으로 샘플링된다. 따라서 이들을 contact point pair라 

고 부르기로 한다. 일련의 contact point pail들을 근 

사시킨 두 비지어곡선들은 다음의 과정에 의하여 얻 

어진다.

과정 1: k+1 개의 contact point pair {(Pb Q), i=0, 
1, k}를 취한다.

과정 2： 최소자승법을 이용하여 contact poi마들을 

근사하는 두 비지어곡선을 구한다.

과정 3： 근사된 비지어곡선이 허용오차를 벗어나 

면 contact point pail•를 한개 줄이고 결정된 비지어곡 

선쌍을 저장한다. 이때 허용오차는 비지어곡선과 con
tact point들간의 최소거리로 정한다.

저장된 비지어곡선쌍의 마지막점과 그 다음 k+
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1개의 점을 취하여 과정 2로 간다

만약 비지어곡선쌍이 허용오차를 만족하면 다음 

점을 한개 추가하고 과정 2로 간다. 이때 더 이상 추 

가할 점 이 없으면 중단한다.

5. 원호의 근사

공이 굴려진 궤적에 해당하는 ball-rolling블렌드곡 

면은 ball contact point pair를 양끝점으로 갖는 원호를 

ball contact curve»|] 따라 이동시킴으로 얻을 수 있다.

contact point pair (P, Q)를 연결흐卜는 원호를 조정 

점 {C。, C1; C2, C3}의 3차 비지어곡선으로 근사시켜 

보자. 조정점 Co, C3는 contact point P, Q와 일치하 

므로 offset교점 O를 중심점으로 하는 원호를 그림 

4와 같이 정의할 수 있다. 이때 조정점 C°, C3에서 원 

호에 대한 단위접선벡터 U°, U,는 다음과 같이 구할 

수 있다.

Uo = (v0 x v3) x v0 /|(v0 x v3) x 미
U3 = (v0 xv3)xv3/|(v0 x v3) x v3| (9)
여기서 vo = Co - O, v3 = C3 - O

T3 = 8d(l-cos0)U3/( 의 U°-미)

Uo> U3： 식 (9) 참조
d: 원호반지름
cos0 = (O-M|/d

식 (10) 에서 접선벡터 To, T3의 유도과정은 부록을 

참조한다.

6. 블렌드곡면의 근사

블렌드곡면은 “-방향으로 k차, V-방향으로 3차인 

비지 어단위곡면들로 근사되 며 비지어 단위곡면의 함 

수식은 다음과 같이 정의된다.

k 3
r(", v) = ££BjW)B](v)VjL (11)

j=0 L=0

여기서 미W) = k!/{j!(k-j)!}Hd广

VjL: 비지어 조정점

그림 5는 근사될 비지어단위곡면의 조정점들을 보 

여준다. 이들 조정점들은 •로 표시된 u, v-방향의 경 

계조정점과 ■로 표시된 내부조정점으로 구분된다.

원호에 근사하는 3차 비지어곡선 r(")는 곡선의 중 

앙점 r(l/2)을 원호의 중앙점에 일치시키면 유일하게 

결정된다. 따라서 양끝점 P, Q를 연결하는 원호를 

근사하는 비지어곡선의 조정점들은 다음과 같이 정 

의된다.

C0 = P
G = G)+ T。

c2 = c3 t3
C3 = Q (10)
여기서 To = 8d(l-cos0)Uo/(3|Uo-U3|)

먼저 V-방향 경계조정점 {V®, V01, 馬, V”}과 {Ko, 
Vkl, \払 V^}은 식 (10)과 유사한 방법으로 결정 된다•

블렌드 단위곡면은 인접한 블렌드 단위곡면들과 

VC1 연속이어야 한다. 그림 6에서 도시된 것과 같이 

인접한 두 곡면 A, B 내의 조정점들이 다음의 관계식 

을 만족할 때 블렌드곡면은 VC1 연속을 만족한다.

bL = maL (L=0, 3) (12)
여기서 bL = Vb1l - Vb1)l

aL = V\.L-VAk.1,L
m: 상수
V% V"： 단위곡면 A와 B의 비지어조정점
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블렌드곡면의 반지름이 일정하지 않은 경우 블렌 

드 반지름이 변하는 곳에서는 접선벡터 aL, bL(L=O, 
…, 3)는 그림 7에서 도시한 바와 같이 식(12>의 선형 

관계를 만족하지 못한다. 이러한 경우에 대해서도 

블렌드곡면이 VC1 연속하도록 식(12)를 일반화하면 

다음과 같다⑶

bo = 끼 Ho + pCo
b3 = 꺼珀 + (2p/3) Ci + (q/3) Co
b2 = ma2 + (p/3) c2 + (2q/3) ct
b3 = ma3 + qc2 (13)

여기서 bL = V，-V%丄

aL = VAk.L-VAk4,L
我 = V% e - VB哄 혹은、顷 - V、l 
m, p, q: 상수

그림 7. VC1 연속 조건.

식(12) 혹은 식(13)의 VC1 연속 조건을 이용하여 

조정점 V1L, Vk_, l(L=0, •••, 3)眉을 결정할 수 있다. 

나머지 미결정된 내부조정점은 {V& V31> - Vk.2il} 
과 {V22, V32> •- 丫山}이다• 우선 조정점 {V& V31) 
•■- VkzJ에 대하여 contact point pair ((Pi( Q), i=0, 
…, n}으로부터 최소자승법을 이용하여 조정점을 결 

정하는 과정을 살펴보자.

과정 1： 입력점 R(i=0, n) 들에 대한 파라메터 

값 ",을 추정한다..

contact point Pj(i=O, …, n)들에 대하여 현의 길이 

를 이용하여 식(3>의 방법으로 파라메터값 纬를 추정 

한다.

과정 2： 점 R에서 *방향의  접선벡터 I를 구한다.

식(10)에 의하여 contact point pair(Pb Q)를 잇는 

원호를 {(上, Cil; Ci2, GJ을 조정점으로 갖는 비지어 

곡선으로 근사한다. 점 日에서 V-방향의 접선벡터 T, 
를 다음과 같이 정한다.

T, = 3(Cn - Ci0) (14)

과정 3： 연립방정식을 형성한다.

식(11>의 비지어 블렌드곡면 r(u, V)를 v=0 에서 V- 
방향으로 미분한 식은 다음과 같다.

k k
n («, 0) = dr (u, 0)/dv =疙 B"% = £ 阳(“)q

H i=o

(15)

여기서 Bj(“) = k!/{j!(k-j)!}次(1-“产

qi = vj.1-vj.0(j=o,-,k)

叫(“)=3Bjk(w)

contact point Pj(i=O, …, n)에 대하여 과정 1 에서 추 

정한 파라메터 값 "，.와 식(14)에서 정한 접선벡터 匚 

로부터 다음과 같은 연립방정식을 형성한다.

k
r (»,, o)= £吗(%)% = Tj (i=0,....... , n) (16)

;=o

여기서 Wj(u) = 3Bjk(«)

과정 4： 연립방정식을 수정한다.

앞서 기술한 VC1 연속조건에 의하여 조정점 Vj.0, 
V“(j=O, 1, k-l, k)는 이미 결정되었으므로 qj=Vj.r 
Vj.o(j=O, 1, k-1, k)는 고정된다. 따라서 나머지 미지 

벡터 q2, q3, %를 구하기 위하여 식(15)의 연립
방정식을 수정하면 다음과 같다.

/ 、
>。2(旳)心(旳)••- 妇(旳)

>«2("2)心(“2)… 妇(妇

巧2(““-1) W3(«„_!)叫」2("”_1)
k /

'TQ-%(" -wfu ,)q, - »_,(«-%(",)<% '

T/3 - %(%)q广 w)q, - X-,-约 <«X

T，、/ -%(匕 七(妇)(叽)％, - % (、风\ 7
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住[W][Q] =： [T] (17)

과정 5： 근사해를 구한다.

[Q]= 两[时｝-伽何 (18)

접선조정점 V*  V31) 를 다음의 식으로부터 

구한다.

Vjx = Vj0 + qj (j=2, 3,--k-2) (19)

이상의 과정들과 유사한 방법으로 나머지 내부조 

정점 Vj2(j=2,3, ■■■ k-2)는 contact point pair들로부터 

결정된다.

二L 림 8. 곡면블렌딩의 여).

그림 8은 수직하게 교차하는 두개의 실린더 사이 

에 존재하는 블렌드곡면을 보여주고 있다• 83개의 

Contact point pair로 이루어진 블렌드곡면은 4개의 

비지어곡면으_로 근사되었다. 이때 블렌드곡면을 모 

델링하기 위하여 사용된 Bezier곡면은 "-방향으로 

5차식 V-방향으로 3차식이며 허용오차는 0.01 mm를 

사용하였다.

블렌드곡면을 모델링하기 위한 비지어곡면 함수 

식의 차수가 커지면 블렌드 단위곡면의 수는 감소하 

게 된다. 표 1은 그림 9의 블렌드곡면의 예에 대하여 

곡면의 차수가 증가함에 따른 단위곡면의 수의 변화 

표 L 곡면의 차수와 패치의 수

곡면의 차수 3 5 7 9
패치의 갯수 7 4 3 2

를나타내었다.

그림 10은 반지름이 변하는 블렌드곡면의 예로써 

두개의 자유곡면이 교차하는 부위를 블렌드곡면은 

부드럽게 연결하고 있다.

그림 10. 반지름이 변하는 불렌드곡면.

7.결 론

본 연구에서는 매개변수식 곡면들 사이에 존재하 

는 블렌드곡면을 비지어곡면들로 근사하는 방법을 

제시하였다. 본 연구로부터 얻어진 비지어 블렌드곡 

면의 특성은 다음과 같다.

1) 지정된 반지름을 가진 블렌드곡면을 생생한다•

2) 비지어 블렌드곡면은 베이스곡면과 허용오차를 

만족한다.

3) 블렌드 단위곡면들은 VC1 연속을 만족한다.

4) 최소자승법을 사용함으로 적은 단위곡면으로 

블렌드곡면을 근사시 킨다.

5) 임의의 차수를 가진 비지어곡면으로 근사가 가 

능하다.

6) 블렌드반지름이 변하는 경우도 적용이 가능하 

다.

현재 B-스플라인곡면을 사용하여 ball rolling 블렌 

드곡면을 근사시키는 방법을 연구 중에 있으며 com- 
er블렌드곡면을 근사시 키는 연구도 필요하다.
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〈부록A : 원호에 대한 접선벡터 To, 丁의 유도과정

주어진 원호를 {G, Cl, C2) C3}를 조정점으로 갖는 원호를 3차 비지어곡선으로 근사시킨 후 양끝점 G, G에 

서 다음과 같이 정의한 접선벡터 To, T3를 구해 보자.

To = GV (A.1)
T3 = C3 - C2

접선벡터 와 卩의 단위벡터를 Uo, U3라 하고 식(9)에 의하여 이미 결정되었다고 중］-자. 이 때 비지어곡선은 

원호를 근사시킨 곡선이므로 두 접선벡터 To, T3의 길이는 동일해야 한다. 두 접선벡터 K 匚의 길이를 a라고 

할 때 To, T3는 다으과 같다.

To = 이扁 (A.2)
T3 = aU3

그림 Al에서 단위벡터 U를. 벡터 U°, n에 의하여 다음과 같이 정의할 수 있다.

U = (U0-U3)/|U0-U3| (A.3)

이때 원호의 중앙점 A는 다음과 같이 결정된다.
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A = O + dU (A.4)
=M + tZ(l-cos0)U

여기서 O: 원호 중심점

M = (Co + C3)/2 
d- 원호 반지름

(Co, C” C2) G｝를 조정점으로 갖는 비지어곡선 r(u)는 다음과 같이 정의된다.

r(u) = (l-u)3C0 + 3"(1出)2(; + 3«2(1-m)C2 + m3C3

(A.5)

비지어곡선의 중앙점 r(l/2)는 식(A.5)로부터 다음과 같이 결정된다.

r(l/2) = (1/8)C„ + (3/8)G + (3/8)C2 + (1/8)C3 (A.6)

원호의 중앙점과 비지어곡선의 중앙점이 일치할 때 즉, r@/2) = A 일 때 식(A.1), 식(A.4), 식(A.6)를 이용하면 

다음의 관계식을 얻을 수 있다.

(3/8)(T0-T3) = d(l-cose)U (A.7)

식 (A.2), 식 (A.3)를 식 (A.7)에 대입 하면 a의 값을 다음과 같이 얻을 수 있다.

a = 8d(l-cos6)/(3|U0 - 미) (A.8)

식(A.8)을 식(A.2)에 대입하면 접선벡터 T。, 匸는 다음과 같이 결정된다.

To = 8d(l-cosO)Uo/(3|U。-미) (A.9)
T3 = 8d(l-cos6)U3/( 킈 U°-미)
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