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ABSTRACT

The deformations of polycrystalline materials are modelled by linking a constitutive equation 
for the crystallographic slip of a single crystal to the macroscopic behavior of the aggreg간e. In 
this study, anisotropic elasticity (lattice stretching) of a cubic crystal is incoporated into the an­
isotropic plasticity from crystallographic slip. The constitutive description for the aggregate, deriv­
ed from a crystal plasticity theory, is used to formulate a Consistent Penalty Finite Eleme가 

Method for the anisotropic elasto-viscoplastic deformation of polycrystalline materials. As an ap­
plication, a plane-strain forging process is simulated and the effects of the initial textures on the 
deformation behavior of the workpiece are examined.
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1. 서 론

다결정재의 성형가공은 소성변형을 일으키는 과 

정에서 소재의 미세조직 변화를 수반하게 된다. 특 

히 결정립의 방위변화는 결정학적이방성을 초래하 

게 된다. 결정학적인 측면에서 다결정재의 재료거동 

을 모사하기 위한 기본적인 이론들이 제안되었고, 

그들을 바탕으로 압연 또는 인발된 소재의 집합조직 

의 발전을 근사적으로 구하는 연구들이 금속재료학 

연구분야에서 진행되었다,시.

한편 기계공학분야에서는 재료의 대변 형 거동해석 

을 위하여 연속체역학을 바탕으로 유한요소법을 응 

용하였다. 이러한 방법은 보존식과 구성방정식 또는 

항복식을 풀어 성형공정중인 소재의 거시적 소성유 

동을 예측할 수 있으나, 집합조직의 변화와 그에 따 

른 이방성의 발전은 예측할 수 없었다.

최근에 들어 결정소성학과 거시적 연속체역학을 

연계하는 해석에 관심이 높아지고 있다. Kalidindi와 

Anand'51, 오규환 등性은 평면변형률 압축성형의 경계 

치문제를 등방성 유한요소해석으로 소재내의 관심지 

점의 변형경로를 얻고, 그 경로에 따라 집합조직의 

변화를 예측하는 모델들을 제시하였다. Dawson과 그 

의 동료들卩問은 슬립을 모사하는 미시적 구성방정식 

을 바탕으로 거시적 성형공정의 강소성 유한요소해 

석을 수행하였다. 따라서 그들의 공정해석모델은 집 

합조직의 변화를 예측함과 더불어 그에 따른 이방성 

의 발전을 거시적 공정해석에 반영할 수 있었다.

본 연구에서는 Maniatty19' 등에 의해 제시된 단결 

정의 탄 • 점소성 변형해석을 위한 시간적분 알고리 

즘을 바탕으로 다결정의 이방성 탄 점소성변형을 상 

응벌 칙 유한요소법 (Conststent Finite Element Method) 
으로 해석하는 모델을 제시한다. 개발된 프로그램을 

이용하여 평면변형률 단조를 해석하고, 초기 집합조 

직이 변형특성에 미치는 영향을 조사한다.

2. 탄 • 점소성 결정소성학

다결정재의 소성변형을 다루는 경계치/초기치 문 

제의 형성은 질량, 운동량 및 에너지 보전을 만족시 

키는 지배방정식에 더하여 물성 특성을 나타내는 구 
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성방정식과 경계조건 및 초기조건의 보완으로 완성 

된다. 본 논문에서는 일반적으로 잘 알려진 보존식 

들의 설명은 생략하고, 결정소성학에 의거한 다결정 

재의 구성방정식을 소개한다.

금속재의 냉간 또는 온간의 소성변형은 미시적으 

로 결정립내부의 슬립현상에 의한 것으로 알려져 왔 

다. 금속내부의 슬립은 슬립면상에서 슬립방향으로 

전단변형을 일으키며, 여러개의 작용 슬립시스템에 

일어나고 있는 전단변형의 조합으로 외부의 거시적 

소성변형이 나타난다. 이러한 경우에 각 결정립들은 

변형경로에 따라 처음의 방위상태로부터 우선하는 

방위로 회전하게 되어 집합조직을 형성한다. 따라서 

결정소성학에서는 슬립에 의한 결정학적 운동학 

(Kinematics), 슬립현상을 규명하는 구성방정식 그리 

고 변형경毎 및 방위변화 등 미세조직 상태의 변화 

에 대한 모델이 필요하게 된다.

2.1 단결정의 구성방정식

본 연구에서는 단결정의 이방성 탄 • 점소성 변형 

을 결정격자의 탄성변형과 소성변형이 복합된 것을 

가정한다. Fig. 1에서와 같이 변형구배텐서(F)는 격 

자의 회전(R。과 탄성스트레칭(1尸), 슬립에의한 체적 

불변의 소성변형(F)으로 구성된다. 즉

F = F*F p = RLUeFp (1)

det(Fp)=l, UeT = Ue

점성변형의 표현을 위한 속도구배텐서는 (1)식으로 

부터 다음과 같이 유도된다.

L = F*  F* -1+F*  Lp F* -1 (2)

윗식에서 i?는 소성 속도구배텐서로 탄성회복을 가 

정 한 중간형상■(Intermediate Configuration, 百)에서 정 

의 된 것으로 그 형상에서의 슬립시스템 운동과 다

음과 같이 관련되어 진다.

〜 Ns
在=貝軍1= £尹(sa®me) (3)

a=l

여기 에서 sa, m"와 尹는 중간형상(百)에서 각각 a 슬 

립시스템의 슬립방향과 슬립면 법선방향의 단위벡 

터이고, 그 슬립 시스템에서의 전단변형률속도이다. 

텐서 곱으로 표시된 s"am"는 통상 Schmid 텐서 

任*)라  불리운다.

본 연구에서 소개된 운동학과 관련하여서는 슬립 

에 의한 점소성변형과 격자의 탄성스트레칭을 모사 

하는 구성방정식을 요구하게 된다. a 슬립시스템에 

서의 점소성변형은 전단변형률속도와 분해 전단응력 

(T")의 관계로 주어질 수 있다. 본 연구에서는 Peirce㈣ 

와 Dawson191 등이 사용한 급수법 관계 (Power law re­

lation}!- 사용한다.

(4)

여기에서 5는 기준되는 전단변형률속도이고, 이은 

변형률속도 의존계수이다. 는 a 슬립시스템의 변 

형경화를 나타내는 상태변수로 이후 경화상태변수 

라 칭한다. 본 연구에서는 분해전단응력을 중간형상 

에서 다음과 같이 정의한다.

ta = (detF)F*TF*~ T • P« (5)

윗식에서 丁는 단결정의 Cauchy 응력 텐서이다. 이 

러한 정의에 따른 尹는 许와 일쌍을 이루게되며 Ta / 
는 기준형상 또는 중간형상의 단위체적당 일률을 나 

타낸다.

단결 정의 편차 응력텐서와 소성변형률속도텐서 

(D)의 관계는 위의 식들 (2)~(4)와 (5)로부터 다음과 

같이 유도된다.

T= £-! py] (6)

여기에서 단결정의 4차 연성텐서(Compliance) £은 

다음과 같다.

NS * ，-rCt   1£miet(F)E 으 — m G«(g)Ga (7)
拦充T

Ga=RL sym(lfPaUe~1) RlT (8)

경화상태변수의 발전식은 DawsoF히 등이 사용한

Voce-Kocks 모델로 이차경화(latent hardening)와 주 
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경화(Primary hardening)/} 같은 것을 가정한다. 이 에 

따라 모든 슬립시스템에서 같은 경화를 갖게되므로 

위첨자 %를 생략한다.

玄一篮 k 7
(9)

여기에서

±
,Is — Tso

Ns
，r=X 1^1 

cr=l
(10)

위식에서 G는 전단탄성계수이고, 00, 為, 嬴와 A는 

재료상수이다.

단결정의 탄성변형은 일반적으로 이방성이나, 면 

심입방정격자의 경우에는 대칭성으로부터 단지 세 

개의 재료상수가 요구된다. 면심입방정격자재(FCC) 
의 이방성 탄성변형 구성방정식은 다음과 같다.

T =2GE*+Atr(E*)I-2^3q[E*]  (11)

여기에서

j3=y(2G+A-a) (12)

식 (11)의 마지막항 에서 4차텐서 은 결정

격자 좌표계 에서 다음과 같다.

fl if i=j = k = l 
軸-|o otherwise (13)

위식들에서 G와 入는 Lan企의 상수이다. 따라서 p 
는 이방성의 크기를 나타내며 &=0이면 등방성 탄성 

변형을 의미한다.

2.2 시간적분 알고리즘

본 연구의 대변형해석에서는 시각 t에서의 격자회 

전 (R。즉 결정립의 방위분포와 응력 텐서 등의모든 

변수를 알고, 시각 t+由에서의 내연적으로 얻은 형상 

을 바탕으로 평형방정식이 만족되는 속도 및 상태변 

수를구하는내 외연적 알고리즘을시声한다(이.

시각 t+At에서의 소성속도구배텐서 다，은 후방차 

분(Backward Difference) 근사화로 다음과 같이 표현 

된다.

£%i = £(I-F£F船) (14)
At

본 연구의 시간적분 알고리즘에서는 주어진 Eq에서 

탄 •소성 상응법칙 (Consistency)을 만족시키는 F註, 

과 R站을 찾는 문제로 귀결된다. 이것은 소성변 

형은 체적불변인 것을 구속조건으로 다음과 같은 잉 

여식을 만족시키도록 문제를 형성할 수 있다.

Ns 1
扣=£編 P«-4-(I-Ff 隔)

妇 4t (15)

Wdetg)-l}I

첫항의 偽은 礴1와 F鬲의 함수이므로 위 식은 비 

선형이 되어 반복법이 요구되며, 좌측 상첨자「은 반 

복차수를 나타낸다. 본 연구에서는 Newton-Raph- 
son 법에 의해 (15)식을 푼다. 이와같은 알고리즘의 

상세한 설명은 참고문헌 [9]에 주어져 있다.

일단 R%을 구하면, 그로부터 결정립들의 방위각 

과 변화된 Schmid 텐서를 구할 수 있다. 이에 따라 

발전된 집합조직 이 식 (8)을 통하여 결정 립의 이방성 

강성 행렬을 계산하는 데에 반영된다.

2.3 결정립 집합체의 구성방정식

본 연구에서는 Taylor의 가정을 도입하여 각 단결 

정들의 변형률속도(D)는 결정립집합체의 변형률속 

도(d>와 같은 것으로 간주하며, 결정립 집합체의 응 

력(。)은 각 단결정의 응력을 평균하여 얻는다. 즉

G= <T>, d b <D> = D (16)

여기에서 < • >는 산술평균값을 의 미한다.

식 (6)으로 주어지는 단결정의 구성방정식을 식 

(16)에 대입하여 결정립집합체의 진응력과 변형률속 

도의 관계식을 다음과 같이 얻을 수 있다.

b=gr： d-ze
gr=< £-!>, zch< £-i[Dc]> (17)

윗 식에서 변형률속도텐서 (D)는 모든 단결정들이 

같은 값을 가지므로 평균기호 밖으로 나올 수 있다.

3. 유한 요소 해석

대변형을 겪는 다결정 소재의 해석영역을 유한요 

소로 분할하고, 분할된 요소 내에서 거시적 변수들 

의 근사해를 구한다. 해석영역내의 임의의 질점은 

결정립 집합체로 간주되며, 그 안에는 충분한 수의 

단결정이 포함되어 있어 질점에서의 거시적 거동이 

각 단결정의 평균적 거동으로 결정된다고 가정한다.

가상일률의 정리를 적용하여 선형운동량 보존식
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Fig. 2. Finite element mesh with boundary conditions.위의 식들 (18)과 (19)에 속도와 압력을 형상함수 

로 근사화한 식을 대입하여 유한요소정식화를 수행 

하면 다음과 같은 두개의 행렬식을 얻는다.

[K日{V}-[KG】T{p}_{f} = {f} (20)

[MJ{P}M[KG]{V}=T{f} (21)

윗 식들에서 [KJ는 속도와 결정립들 방위의 함수 

이고 {f}와 {f?는 탄성변형에 의한 보정항들이다. 

조합과정(Assembly}전에 윗식들에서 {P}를 소거하 

여 속도만을 미지수로하는 최종의 유한요소정식을 

다음과 같은 형 태로 얻을 수 있다.

[K]{V} = {F) 02)

위의 행렬식은 비선형으로 반복법에 의해 해를 구 

하게 되며, 결정립들의 방위계산은 외연적으로 직접 

연계되어 수렴된 속도분포와 함께 해의 일부로 얻어 

진다. 그들로부터 변형률 속도 및 응력 분포를 계산 

할수있다.

4.응  용

본 연구에서 제시한 이방성 탄 • 점소성 유한요소 

해석모델은 결정립들의 방위변화와 슬립되는 양을 

결정하는 미시적 해석과 거시적 연속체역학 해석을 

연계하였다. 응용 예로서는 알루미늄의 평면변형률 

단조를 선택하였으며, 재료상수는 참고문헌 [9]에서 

발췌하였다. 이방성의 발전을 고려하여 유한요소격 

자의 어느 방향에 대해서도 대칭성이 없는 변형을 

가정하고강체운동을 제어하도록 한 점만을 고정하 

였다.

라그랑지안. 해석에 적합한 Q4 요소(4 node Qua­

drilateral Element)를 사용하였으며 요소내에서 속도 

는 이중선형이고 압력은 상수로 가정된다. 또한 소 

재와 금형과의 접촉부에는 마찰이 없는 것으로 가정 

하여 변형집합조직이 소재의 변형에 미치는 영향을 

확인할 수 있도록 하였다. Fig. 2에는 본 연구에서 사 

용된 유한요소격자와 경 계조건을 보여 주고있다.

Fig. 3에서는 변형전에 물체가 갖는 초기의 집합조 

직들로 (a) 무질서 방위로 등방성을 갖는 소재의 극 

점도(pole figure), (b) 50%의 평면변형률 압축을 받 

은 소재의 극점도와 (c) 재결정집합조직을 갖는 소재 

의 극점도를 보여주고 있다. Fig. 2의 유한요소격자 

내의 모든 적분점들은 초기에 같은 방위를 갖는 것 

으로 가정 하였다. 결정립의 초기 우선방위만에 의한 

영향을 조사하기 위하여 (a), (b), (c) 모두 같은 초기 

항복응력을 갖도록 같은 값의 초기 경화상태변수 값 

을 설정하였다. Fig. 4에서는 Fig. 3에 따른 2차원의 

항복곡면을 보여주고 있다. 약간의 형태변화 일지라 

도 소성변형의 유동규칙에 크게 나타날 수 있음을 

주지할 필요가 있다.

Fig. 3・ Initial <111> pole figures for three different 
workpieces; (a) Random texture (b) Plane strain 
compression texture (c) Cube texture.
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Fig. 6. Changes of the workpiece shape. (b) Plane 
strain compression texture, (c) Cube texture.

Fig. 5에서는 소재의 중심부에 위치한 점(Fig. 2에 

서 점 A)이 50%정도 압축된 후에 갖게된 집합조직 

의 극점도를 보여주고 있다. 초기에 무질서방위를 

갖은 경우에는 평면변형률 압축집합조직이 나타났 

으며, (b)의 경우에는 보다 뚜렷한 평면변형률 압축 

집합조직이 발달되었다. 그러나 초기에 재결정집합 

조직을 갖은 경우에는 우선 방위의 변화가 거의 없 

으며 이것은 물체가 변형후에도 대칭성을 유지할 것 

을 예측하게 한다.

Fig. 6에서는 초기에 (b)와 ©의 극점도를 갖는 

물체가 약 50%정도 압축될 때까지의 형태변화를 

보여주고 있다. 등방성재료의 경우에는 좌우대칭을 

유지할 것이 예상되나, 본 연구의 결과는 결정립 방 

위의 변화에 따른 이방성의 발전으로 대칭성을 유 

지하지 못하는 것을 보여주고 있다. 그러나 초기에 

재결정 집합조직을 갖은 물체는 평면변형률 압축변 

형이 진행되어도 비교적 대칭성을 유지하는 것을 

보여주고 있다. 이것은 Fig. 5에서 재결정집합조직 

은 압축변형중에 변화가 거의 없었던 것으로부터 

예측될 수 있다.

소성변형을 통한 물체의 성형가공은 그 첫번째 목 

적이 원하는 형상의 제품을 만드는 것이며 공정설계 

도구는 형상변화를 예측할 수 있는 기능을 갖추어야

Fig. 5. <111> Pole figures after 50% forging, (a) Ran­
dom texture, (b) Plane strain compression tex­
ture, (c) Cube texture.

한다. 그러나 이방성을 나타내는 집합조직을 갖는 

물체의 성형이거나, 성형공정의 특성이 특정의 우선 

방위를 발달시켜 소재가 이방성을 갖게하는 경우에 

종래의 등방성해석을 이용하여서는 정확한 형상예 

측을 할 수 없다. 물론 미세조직의 변화에 따른 이방 

성의 발전과 같은 기계적 성질의 변화도 예측이 불 

가능하다. 그러나 본 연구에서 제시한 해석모델을 

이용하여 특정 집합조직이 갖는 정해진 변형에 대한 

저항이나 변화를 이해하고 있을 경우에는 원하는 형 

상과 물성특성을 갖도록하는 변형경로의 설계 또는 

공정설계를 가능하게 할 수 있을 것으로 기대한다.

Fig. 7에서 (a), (b)와 (c)의 세가지 초기 집합조직을 

갖은 물체가 50%정도 평면 변형률압축이 진행되는 

동안에 압축하중의 변화를 비교하여 보았다. (a)와 

(b＞의 집합조직을 갖는 물체는 등방성해석에 의한 압

Punch Displacement [m]
Fig. 7. Variation of punch loads. 
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축하중보다 약간 큰 값을 보여주고 있으나 (c)의 집 

합조직을 갖는 물체는 훨씬 작은 압축하중이 요구되 

는 것을 알 수 있다. Fig. 3의 항복곡면으로부터 (c) 
의 재결정집합조직을 갖는 소재는 압축 항복응력이 

작은 것을 알 수 있고, 이것으로부터 (a)나 (b)의 집 

합조직을 갖는 소재보다 전단변형에 대해서는 저항 

이 크나 압축에 대해서는 작은 하중을 필요로 할 것 

을 예측할 수 있다.

4.결 론

다결정재의 이방성 탄 • 점소성변형해석을 수행할 

수 있는 상응벌칙 유한요소해석 모델을 제시하였다. 

이 모델에서는 매크로질점의 변형은 많은 수의 결정 

립들로 이루어진 집합체의 평균거동으로 정의하고, 

결정립집합체의 구성방정식은 각 단결정의 변형 즉 

이방성 탄성 스트레칭과 점소성 슬립들을 평균하여 

얻는다. 강소성의 결정소성학에서는 회전텐서의 변 

화속도를 적 분하여 결정 립 방위 변화를 구하나 본 연 

구에서는 시간적분 알고리즘에서 탄 . 소성 상응법 

칙을 만족시키는 회전텐서를 구하여 얻는다.

제시된 유한요소해석모델을 이용하여 평면 변형률 

단조를 해석하였디，. 집합조직의 변화에 따라 이방성 

이 발전되어 등방성해석으로는 얻을 수 없는 비대칭 

형상 변화를 예측할 수 있음을 보여주었다. 더불어 

소재의 초기 집합조직에 따라 변형특성이 달라지는 

것을 조사하였다. 궁극적으로 본연구의 해석모델은 

집합조직의 발전이 중요시되는 변형경로 또는 성형 

공정의 설계에 공헌할 수 있을 것으로 기대된다.
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