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요 약

완전최소자숭법(total least squares method, TLS)은 4了 스 力와 같은 형태의 시스템 식을 푸는데 있어 데이터 행렬 刃와 b 

에 잡음비 섞인 경우에 편이 되지 않은 해를 구하기 위하여 널리 이용된다. 그러나 임펄스성의 잡음과 같은 heavy tailed 
확률분포를 갖는 잡음이 존재할 때 완전 최소자숭법은 unbiased estimator이지만 최소자숭법(leasi squares, LS)과 마찬가 

지로 견인하지 못한 성능을 보인다. 본 논문에서는 TLS 방법의 견인성에 대하여 논하고 완전최소자승법의 해의 특성을 

기반으로 하여 견인한 완전최소자승법(robust TLS, ROTLS)을 제안한다. 또한 ROTLS 방법을 시스템식별문제에 적용하 

여 그 성능을 평가한다.

ABSTRACT

The Total Least Squares(TLS) method is an unbiased estimator for solving overdetermined sets of linear equations Ax 그， 

b when errors occur in all data. However, as well as Least Squares(LS) method it doesn't: show robustness while the errors 
have a heavy tailed probability density function. In this paper we proposed a robust method of TLS (Robust TLS, 
ROTLS) based on the characteristics of TLS solution. And the ROTLS is verified by applying it to system identification 
problems.

I.서 론

최소자승법 (least squares method, LS)온 파라미 터 추정 

방법으로서 가장 널리 사용되고 있는 방법이다. 그런데, 

LS 추정기는 으 方와 같은 형태의 시스템 식을 푸는데 

있어 데이터 행렬 才와 方에 동시에 잡음이 섞이게 되면 편 

이된 추정기(biased estimator)/)- 된다卜긔 최소자숭법의 

편이성 문제를 극복하기 위한 방법으로 여러 연구가 진 

행되어 왔다. 그 중 하나가 완전최소자승법(total LS 

method, TLS)인데, 최소자승법 의 확장으로서 TLS방법은 

시스템 식별 및 EX3A(direction of arrival)둥에 성공적으 

로 사용되고 있다2-기,

한편, LS 방법은 임펄스성의 잡음과 같은 heavy tailed 
확률분포를 갖는 잡음이 존재할 때 견인하지 못한 추정 

성능을 보인다. 따라서 견인하지 못한 성능을 극복하기 

위한 여러 방법들이 제시되어 왔는데 이를 견인한 최소 

자승법(robust LS, ROLS)이라고 한다阳皿. 견인한 최소 

자승법이 필요한 이유는 실제의 파라미터 추정문제를 풀 

어내는데 있어 잡음이 가우시안 확률분포를 갖는 이상적 

인 경우는 거의 없기 때문이다. 지금까지 견인한 최소자 

승법에 대해서는 많은 연구가 진행되어 많은 성과를 거 

두었다. 그러나 LS 방법을 확장시킨 TLS 방법에 대한 견 

인성 연구는 아직 전무한 실정이다. 따라서 TLS 방법의 

견인성에 대한 연구가 필요하다.

본 논문에서는 TLS 방법의 견인성에 대하여 논하고 

TLS의 견인한 알고리듬으로서 견인한 완전최소자승(ro

bust TLS. ROTLS) 방법을 제안하고 컴퓨터 실험을 통하 

여 성능을 평가한다. 논문의 구성은 다음과 같다. 우선 

ROTLS 방법을 개발하기 위하여 TLS 문제 및 그 해법에 
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대하여 설명한다. 다음 TLS 방법에 의한 오류벡터(error 

vector)의 성잘을 이용하여 영향함수(influence function) 

를 도입 하여 TLS 문제를 견인하도록 재정 의 하여 새로운 

견인한 TLS방법의 하나로서 ROTLS 문제를 정의한다. 

다음 주어진 ROTLS 문제를 풀기 위한 방법으로서 견인 

한 LS 문제를 풀기 위하여 사용되는 가중된 LS(weighted 

LS, WLS) 방법을 응용하여 ROTLS의 해법을 제안한다. 

마지막으로 ROTLS 방법 을 시스템식별 문제에 적용하여 

ROTLS 방법 의 타당성을 검증한다.

n. TLS 방법

TLS 방법은 다음과 같이 정의된 파라미터 추정문제를 

풀기 위하여 사용되는 방법 이다.

Ax~ b (1)

여기서, 데이타행렬 4와 b는 잡음에 의하여 오염된 관측 

행렬인데 /는 NXM, 3는 NX1 행렬이고, 미지수벡터 

*의 차수는 M이다. 그러면 TLS 방법은 다음과 같이 정 

의 된다3-4].

MinAE-rlF

subject to (b +r) e (A +E)

여기서, 행렬 E 와「은 오차행렬이고, II-Ilf는는 Frobenius 

norm이다. 위와 같이 표현되는 TLS 문제의 해는 해석적 

으로 주어지는데 다음과 같다⑶.

먼저 행 렬 L4 이를 행 렬 3라고 하자.

B=[A b]

그러면 행렬 B는 다음과 같이 SVD를 이용하여 다음과 

같이 표현될 수 있다.

B^UYy*  (2)

여기서, U = ggWRNxN, uiWRNxi인 행벡터, y = 

[n-'-fM+i] g7?(w+,)x(m+'), t»,e/?(M+l)xl 행벡터이고 £ 

는 RVX"의 diagonal 행렬이다. 이때 행렬 £의 diagonal 

은 내림순으로 정리되어 있다고 가정한다. 즉, 们 2(72 = 

- N 2 0이다. 그러면 TLS의 해는 다음과 같이 주 

어진다.

(卩"+ 1)|
&，+ 1)2

(>W + 1))M+1
(3)

(5)

(6)

A=Bvm^ vu + ,t (4)

즉 TLS 방법에 의한 추정기는 식 (3)과(4)에로 주어지는 

데, 해는 가장 작은 singular value에 상응하는 벡터에 의 

하여 정하여 짐을 알 수 있다. 행렬의 성질에 의하면 행렬 

8의 자기상관행 렬 의 고유치 는 singular value의 자숭
으로 표현되고 행렬 r는 고유벡터로 이루어진 행렬이 된 

다. 따라서 해는 ETg의 최소 고유치에 상옹하는 고유벡 

터로 표현되는 것이다.

m. 견인한 완전최소자승법의 정의 및 해법

III-1.TLS 해의 성질

앞장에서 TLS 문제의 해 및 오류행렬에 대하여 기술하 

였다. 그러면 간단히 오류행릴』의 성질을 살펴보도록 

하자. 위의 식 ⑷에서 (卩+ i이 T이 되도록 편의상 

다음과 같이 변형된 오류행렬을 정의하자.

才=B v' + l Vm + iT,
(5+l)l

, 1 ，、
"A/ + I =-言------；------- (”M + I)2

Wm + % + 1 .

그러면 식 (5)에서 변형된 오류행렬의 각 열은 다음과 같 

이 표현됨을 알 수 있다.

/ = 3x-6，)[咨] (7)

단, 여기서 /는 오류행렬의 i번째 열벡터, 4’는 데이터 

행렬 次의 i번째 열벡터, 그리고 b：는 행벡터 3의 迪째 원소 

이다. 식 (7)은 TLS 방법에 의한 오류행렬의 고유한 성질 

을 보여준다. 즉, 오류행렬의 1번째 열은 행벡터 [二 忡 

식 (1)에 의한 추정오차를 곱한 것과 같다. 따라서 만약 

데이타 행렬 4와 5가 전력이 인 백색잡음 행렬이 첨가 

되어 오염된 관측행렬이라면, 다음과 같은 성질을 알 수 

있다. 오염된 관측행렬의 각 i번째 행들의 표준편차는 마 

지막 행을 기준으로 할 때 ¥의 제곱에 비례한다.

111-2. ROTLS의 문제정의

TLS 문제는 위에서 기술한 바와 같이 다음과 같이 정 

의 된다.

Minx]]E：r\\F

subject to (D +r) e (A +£) 

그리 고 오차행 렬 [ E r]을』라고 하면 다음과 같다.

위의 문제에서 Frobenius norm은 주어진 행 렬의 모든 원 

소를 자숭하여 더한 값으로 정의된다. 따라서 이를 임펄 

스성 의 잡음과 같은 heavy tailed pdp를 갖는 잡음에 견 인
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하도록 하기 위해 혼 논문에서는 위의 문제를 다음과 같 

이 변형하였다.

N M+i
Minx E 23,(시 

i

subject t。(8+』)x =0

여기서 %는 오류행렬 4의 ij번째 원소이고, ¥=［：］ 忡 

다. 그리고 오차행렬의 j번째 행올 위한 는 오차제어 

함수인더), TLS 해의 성질상 오염된 관측행렬의 각 1번째 

행들의 표준편차는 마지막 행을 기준으로 할 때 X'의 제 

곱에 비례한다고 하였으므로 A/ + 1 번째 행의 오차제어함 

수를 기준으로 하여 다음과 같은 관계식을 얻을 수 있다.

X
Pj M = Pm + \)X 切 (8)

이다.

위의 ROTLS 문제는 조건부최소화(constraint optimi

zation) 문제이다. 그러면 이를 비조건부최소화(imcom 

strained optimization) 문제로 바꾸어보자. 우선 Lagrange 

m나tiplier를 도입하기 위하여 위의 i번째 열을 생각하여 

보자. 전체 오차를 £라 하자. 즉,

N M + I
£■=£ 2 巧知)， (9)

i=1 >=1

V/, j =©(이 (10)
诡订 7

P版(8 +/) - xz = 0 (11)

위에서 = 라 정 의하면 旳(矿는 영향함수(influ・

ence functi이！)이 된다［9-10L 그런데 식 (8)의 성질을 이용 

하면 다음과 같은 관계식을 얻을 수 있다.

X ix 1
yw資)f •艾 (12)

=%(-号)x'j
X 3

식 (10)와 (11) 식으로 주어진 조건부 최적화 문제를 풀기 

위 하여 Lagrange multiplier# 도입 하면 다음과 같다.

M + 1
V? £ P,(约)+ 사0' +』') • x' = 0 (13)

>=|

식 (13)으로 주어 진 문제를 각 e,7 및 J에 대하여 미 분하 

고 정 리하면 오차행렬의 1번째 열•가 다음과 같음을 알 

수 있다.

須* M + l( %") X， (14)
X X

따라서 조건부 최적화 문제로 주어진 ROTLS 문제는 다 

음과 같은 비조건부최적화 문제로 재정이 될 수가 있다. 

즉, 본 논문에서는 다음과 같은 형태의 견인한 완전최소 

자승법 문제를 제 안한다.

제 안된 ROTLS 문제 :

* , 中 X’
Mm, X X 리‘m + i (―万—; )1 = 1 X X

11-3. ROTLS 문제의 해법

ROTLS 문제를 풀기 위하여 쉽게 사용할 수 있는 방법 

은 Newton의 방법을 사용하는 것이지만, 본 논문에서는 

견인한 LS 문제를 푸는데 널리 사용되고 있는 가중최소 

자승법(이을 응용한 해법을 제시한다.

ROTLS 문제에서 만약 정확한 오류행렬을 알고 있다 

고 가정한다면, 영향함수에 의한 영향을 가중 값으로 바 

꾸어줄 수 있을 것이다.

즉, 甲M + = 이 라면 가중값 边는 甲M+l3)/x가 된

다. 따라서 ROTLS 문제는 다음과 같이 변형하여 정의할 

수 있다.

...《(w, B')x' x"，(w. b-)t
Min, L------------- ----------------1=1 x ' x

여기서

%+信프)

u护----- 즈으一 (15)
B' X 

x't X

그런데 정확한 오류행렬은 미리 알고 있는 것이 아니라 

추정해야할 대상이므로 식 (15)에 의하여 가중값을 구할 

수 없다. 따라서 본 논문에서는 다음과 같은 반복적인 

ROTLS 해법을 제안한다.

(제안된 ROTLS문제의 해법)

1) 가중행렬초기화
2) WTLS에 의 한 파라미 터추정

3) 영 향함수로부터 가중값0,• 추정

4) 수렴 할 때까지 2)와 3)을 수행

위에서 WTLS 방법이란 행렬 B의 i번째 열인 中에 열벡 

터 가중값 w{ 곱한후 일상적 인 TLS 방법을 적 용함을 의 미 

한다.

IV. ROTLS 시뮬레이션 결과

TLS 방법은 여러 파라미터 추정 응용분야 중에서 시스 

템식 별문제와 입사각(direction of arrival, DOA)추정 문제 

에 가장 널리 사용되고 있다. 따라서 본 논문에서는 

ROTLS방법의 성능을 검중하기 위하여 여러 응용분야 

중 시스템식별문제에 적용하여 컴퓨터 모의실험을 수행 

하였다.
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(실험) 시스템 시별문제

컴퓨터 모의실험에 사용된 시스템은 다음과 갇은 ARMA 

(2, 1) 모델을 깆•도록 하였다. 시스템 식은 다음과 같다.

v„= l.5.v„ + + 0.5x"t (16)

그리고 잡음은 출력뿐 아니라 입력에도 존재하는 것으로 

가정하였는데 관측하는 출력 및 입력에 대한 잡음의 성 

질은 동일한 통계학적 성질을 갖는다고 가정하였다.

zn = yn+ un = x„ + eZn (17)

잡음은 heavy tailed Gaussian 잡음이라고 가정을 하였는 

더】, 사용된 잡음의 확률밀도함수는 다음과 같다.

/(x) = (l+«渺2(*) (18)

여기서는 4(x)에 비하여 표준편차가 상당히 큰 성 

질을 갖으며 &은 Gaussian 분포의 heavy tai의 성 질을 결 

정 한다. 또한 식 (17)로 주어 진 pdf를 갖는 잡음의 표준편 

차를 구하여 보면, S의 표준편차를 定 그리고의 표준 

편차를라고 할 때 다음과 같은 식 으로 나타남을 간단 

히 보일 수 있다.

cr2 = (1 — e)<rj + eo-J (19)

표 1은 ROTLS 방법의 몬테카를로 시뮬레 이션 결과로서 

샘플수 500 그리고 100회의 시행을 하였을 때의 추정된 

파라미터의 표준편차 및 최대편이를 보인 것이다. 최대 

편이는 괄호 안의 것이다. 컴퓨터모의실험에 사용된 입 

력으로는 표준편차가 1 인 Gaussian 잡음을 사용하였다.

여기서 실험에 사용된 e값은 0.05이고 Mx)는 표준편 

차가 1이고 灰(%)는 표준편차가 5인 Gaussian 확률분포이 

다. 또한 영향함수로는 Huber의 영향함수를 사용하였다. 

Huber 영향함수는 다음과 같은 식으로 표현된다.

(一”，为〈—a
甲(％)=] X, \x\ <>a (20)

I a, x)a

표 1 의 시뮬레 이션 결과는 완전한 Gaussian 잡음에 대 

한 TLS의 성능과 heavy tailed Gaussian 잡음인 경우의 

TLS 및 ROTLS의 성능을 보여주고 있다. 표는 추정 된 파 

라미터의 편이와 최대 편이 값을 보여주고 있다. 최대편 

이 값은 괄호 안에 표시되어 있다. 위 표의 실험결과를 살 

펴보면, 제안한 ROTLS 방법이 표준편차의 측면에서 살 

펴볼 때 가우시안 잡음만 섞인 TLS의 성능과 유사함을 

알 수 있다. 또한 최대 편이치를 살펴볼 때, 최적값보다는 

약간씩 큰 값을 보이지만 TLS의 견인함에 비교하여 볼 

때 어느 정도의 견인성을 획득하였음을 알 수 있다.

한편, 영향함수로서 Hampel 함수를 약간 변형하여 사 

용하였을 때의 실험결과인데 Huber 함수를 사용했을 때

표 1. ROTLS와 TLS의 비 교

Ta어e 1. Comparisons of ROTLS and TLS

방법 奴 al a2 bO bl

TLS

(E — 0.)

1
0.0810 

(0.2677)

0.0779 

(0.2461)

0.1528 

(0.5185)

0.1973 

(0.6445)

0.5
0.0274 

(0.0876)

0.0249 

(0.0661)

0.0620 

(0.1840)

0.0700 

(0.199)

0.25
0.0133 

(0.0390)

0.0126 

(0.0380)

0.0284 

(0.1021)

0.0330 

(0.0998)

0.125
0.0062 

(0.0165)

0.0060

(0.0157)

0.0143 

(0.0333)

0.0175 

(0.0507)

0.0625
0.0028 

(0.0067)

0.0026 

(0.0061)

0.0065 

(0.0176)

0.0079 

(0.0201)

TLS

(£ 그 0.05)

1
0.2171 

(0.9029)

0.1992 

(0.7716)

0.3561 

(1.0308)

0.5020

(1.9594)

0.5
0.1553 

(0.5492)

0.1436 

(0.4546)

0.2970 

(1.0200)

0.3762

(1.1908)

0.25
0.1390 

(0.3873)

0.1306 

(0.3695)

0.2732 

(0.8586)

0.3427

(1.4076)

0.125
0.1636 

(0.5520)

0.1497 

(0.4457)

0.2899 

(0.9669)

0.4051 

(.13866)

0.0625
0.1489 

(0.5347)

0.1395 

(0.5493)

0.3089 

(0.9891)

0.3493

(1.2225)

ROTLS

Hubei■함수 

(£-0.05)

1
0.1550

(0.643)

0.1463 

(0.6034)

0.2541 

(0.8679)

0.3637

(1.6081)

0.5
0.0774 

(0.2190)

0.0656 

(0.1895)

0.1138 

(0.3770)

0.1974 

(0.4258)

0.25
0.0479 

(0.1589)

0.0438 

(0.1574)

0.0437 

(0.1321)

0.1301 

(03750)

0.0125
0.0258 

(0.0980)

0.0235 

(0.0909)

0.0286 

(0.1159)

0.0685 

(0.2569)

0.0625
0.0142 

(0.0722)

0.0134 

(0.0759)

0.0239 

(0.1117)

0.0441 

(0.2446)

ROTLS

Hampel 함수 

伝=0.05)

1
0.1979 

(0.6263)

0.1858 

(0.5236)

0.3508

(1.4232)

0.4930

(1.7003)

0.5
0.1015 

(0.5401)

0.0949 

(0.4794)

0.1153 

(0.3389)

0.2626

(1.6778)

0.25
0.0301 

(0.1178)

0.0288 

(0.1192)

0.0547 

(0.2243)

0.0759 

(0.1933)

0.0125
0.0191 

(0.0862)

0.0176 

(0.0733)

0.0468 

(0.3099)

0.0558 

(0.4064)

0.0625
0.0148 

(0.0811)

0.0133 

(0.0760)

0.0337 

(0.1921)

0.0227 

(0.1348)
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와 유사한 결론을 얻을 수 있다. 사용된 영향함수는 다음

과 같다.

(0, X { —a
甲（X）= J r, |%| Ma (21)

1 0, x}a

V. 결 론

TLS 방법은 시스템 식별 및 입사각추정 등의 문제 등 

에서 성공적으로 이용되고 있으나, TLS 방법은 LS 방법 

과 마찬가지로 임펄스성의 잡음과 같은 비가우시안 잡음 

에 대하여 견인하지 못한 성질을 보임을 보이다. 본 논문 

에서는 이를 극복하기 위한 방법으로서 견인한 TLS 방법 

을 제안하였다. TLS 방법의 해 및 오류행렬의 성질을 이 

용하여 ROTLS 문제를 수학적으로 도출하였으며, Lagrange 

multiplier를 이용하여 비조건의 최적화문제로 변환할 수 

있음을 보였다. 또한 ROTLS의 문제를 풀기 위한 방법으 

로서 반복적인 방법을 제안하였는데 이는 견인한 LS 방 

법을 위해서 사용된 가중 LS방법의 변형이다.

제안된 ROTLS 방법의 성능을 검증하기 위하여, 

ROTLS 방법을 시스템식별문제에 적용하여 컴퓨터 시뮬 

레이션을 수행하였는더〕, 비록 실험 데이터가 많은 양은 

아닐지라도, ROTLS 방법이 기존의 TLS 방법보다 우수 

한 성능을 보임을 확인할 수 있었으며 제안한 방법이 

TLS 방법의 견인한 방법의 하나로서 타당함을 검증할 수 

있었다.
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