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요 약. 선형 비평형 열역학의 최소 엔트로피 생성원리를 사용하여 정상 평면충격파 현상에 대한 Navier- 

Stokes 유체방정식의 적용한계를 연구하였다. 해석적 결과를 얻기 위하여 평형상태에 가까운 하류 위치에서 

방정식을 선형화 하였다. 하류 극한의 경계조건을 충족하는 Navier-Stokes 방정식의 해를 충격파 진행속도의 

마하수 M=1 근처에서 급수전개하였을 때, 일차항까지는 열역학의 요구조건과 부합하였다.

ABSTRACT. The limit of applicability of Navier-Stokes equation to stationary plane shock-waves 

is examined by using the principle of minimum entropy production of linear irreversible thermodynamics. 

In order to obtain analytic results, the equation is linearized near the equilibrium of downstream. Results 

show that the solution of Navier-Stokes equation which fits the boundary condition of ' far downstream 

flow is consistent with the thermodynamic requirement within the first order when the solution is expan­

ded around the M = l, where M is the Mach number of upstream speed.

서 론

겨】가 평형에서 크게 벗어나지 않은 상태에 대한 

비평형 열역학 이론은 이미 완성되어 여러 현상에 

대한 해석과 예측이 가능하게 되었다.侦 다만 계의 

상태가 평형에 가까와야 한다는 제약이 따른다. 여 

기서 평형에 가까운 상태라 함은, 예컨데 기체계에서 

분자의 속도분포함수가 Maxwell 분포함수를 기준 

으로 섭동론을 적용할 때 일차 섭동항만을 사용하 

여도 실험결과를 정량적으로 예측할 수 있는 상태를 

뜻한다. 이러한 선형 비평형 열역학 이론의 핵심부 

분은 Onsagar의 가역원리 (principle of reciprocal 

relation)와 Prigogine의 최소 엔트로피 생성원리 

(principle of minimum entropy production)로 요약 

할 수 있다.

일반으로 비평형 현상을 해석하기 위해서는 반드 

시 열역학 이론을 적용하여야 하는 것은 아니다. 

화학반응속도론은 열역학 이론과는 무관하게 정립 

되어 있으며, 유체현상에 대해서도 고유의 방정식에 

의존하여 실험결과를 해석할 수 있다. 열역학 이론은 

이러한 현상론이 주장하는 가설의 타당성을 검증하 

거나 현상론의 적용한계에 대한 기준을 제시한다. 

본 연구에서는 Navier-Stokes 유체방정식을 사용하 

여 충격파 현상을 해석할 때, 충격파 세기에 대한 

방정식의 적용한계를 고찰하고자 한다.

Navier-Stokes 유체방정식을 충격파 현상에 적용 

하면 충격파의 세기가 약한 경우에 한하여 계산값이 

실험치 혹은 전산 모의실험 결과와 근접하다는 것은 

이미 잘 알려져 있다.徵

이 유체방정식이 Boltzmann 방정식의 일차 섭동 

해로부터 도출할 수 있음을 상기하면 당연한 결과 
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이다.

충격파의 세기에 대한 척도는 충격파 진행속도를 

마하(Mach)수로 표시하여 사용한다. 마하수가 1보다 

큰 경우에 충격파가 성립되므로, Navier-Stokes 방 

정식은 마하 1 근방에서의 실험치를 예측하는 이론 

이다. 본 연구에서는 최소 엔트로피 생성원리를 사 

용하여 Navier-Stokes 유체방정식의 적용한계가 마 

하 1 근방임을 입증하고자 한다.

충격파 이론

문제를 간단히 하기 위하여 一* 방향으로 등속 

진행하는 일차원 평면충격파를 고려한다. 이러한 정 

상 평면충격파(stationary plan shock-wave) 문제는 

경계조건을 다루기가 편리하여, 분자운동론의 초기 

발전단계에서 관심을 모았던 하나의 고전적 문제이 

다.5 충격파와 같은 속도로 진행하는 좌표계에서는 

충격파는 정지되어 있으며, 충격파 전후의 기체가 

+x 방향의 유속을 갖는다. 그리고 좌표계의 원점은 

임의로 정할 수 있다. * T —8 에서는 아직 충격파가 

도달하지 않은 흐름(상류)이라면, XT + 8 에서는 

이미 충격파가 지나간 후의 흐름(하류)일 .것이다. 

상류의 유속이 충격파의 진행속도와 크기가.같음은 

자명하다.

상-하류간의 질량, 운동량 및 에너지 보존법칙에 

의하여 다음과 같은 Rankine-Hugoniot 조건이 성 

립한다.5

p'u' = {/t^ (la)

p 爲 + 幅Pjm + pW)2 (lb)

5p'u'kBT/m + p'(w')3=5涉'+ J(i疔 (lc) 

여기서 윗첨자，와/는 각각 상류와 하류에서의 값을 

뜻하며, p는 질량밀도 "는 유속, 丁는 온도 如는 Bol­

tzmann 상수, m은 분자질량 등을 뜻한다. 충격띠 

에서의 이들의 국소값을 윗첨자 없이 쓰고, 위의 세 

보존법칙을 적용하면 충격파 구조(shock profile)에 

대한 방정식을 다음과 같이 쓸 수 있다.5

p'tt' = pw (2a)

p'kBT/m + p'(w')2=&+Mb T/加 + P必 (2b)

5f/u'kBT/m + p'(w')3=2“(&+pkBT/m)+2Q

+3pukBT/m + pw3 (2c) 

여기서, &와 Q는 각각 stress tensor의 xx 성분과 

heat flux의 x 성분이다.

수식을 간단히 쓰기 위하여 다음과 같은 무차원 

값을 도입한다.

Po^p^/p', u0=i//u', To=777" (3)

p=p/p',讶= “/“'，T=T/T (4)

§=&/[pS)勺,。싀2/[pS)3] (5)

충격파의 세기를 나타내는 척도로서 상류쪽에서의 

음속에 대한 충격파 진행속도의 마하수 M을 도입 

하고

A/=w'(5feflr73m)1/2 (6)

마하수와 연관된 파라메터 B를 다음과 같이 정의 

하면

B=(3/5) M-2 (7)

식 (la-c)와 (2a-c)는 다음과 같이 비교적 단순한 

꼴로 쓰여진다.

6*0=1 (8a)

Wo+Bpoi'o=l+B (8b)

祐+ 5Bi、o=l + 5B (8c)

pii = l (9a)

S+i<+Bpf=l+B (9b)

2uS+2Q+u2 + 5BT=-L + 5B (9c)

식 (8a-c)는 충격파의 경계치를 나타내고 있으며, 

이들을 연립으로 풀어보면 아래와 같이 두 조의 해를 

얻을 수 있는데,

Po' = l, i*o'= 1, Tg—1 (10)

砖 丄，祐=1±竺, 弟 으冬迎(11) 

R 1 + 5B 4 168

각각 상류 및 하류에서의 경계치에 해당한다.

식 (9a-c)는 충격파의 구조를 기술하고 있지만 

미지수 다섯에 대하여 방정식이 셋이므로 두 개의 

방정식이 더 필요하다. 다루고 있는 계가 평형에 

가까우면 Newton의 점성법칙과 Fourier의 열전도 

법칙을 적용하여 필요한 두 개의 미분방정식을 얻을 

수 있으며, 이에 관해서는 다음 절에서 다룬다. 만일 

我와 亍를 미분방정식에 의존하여 해를 찾는다면 p,
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Q 등은 식 (9a-c)를 이용하여 다음과 같이 쓸 수 

있다.

p=l/i< (12)

S^l+B-u-BT/u (13)

_ 1 . 。
-(l + 5B-3BT-2w-2Bi< + u2) (14)
2

다음으로 고려할 사항은. 좌표계의 원점에 관한 

것이다. 충격파가 정지되어 있는 좌표계에서의 원점 

은 임의의 위치에 둘 수 있으나, 수식의 복잡성을 

피하기 위하여 하류+8)에 가까운 어느 곳에 

원점을 잡는다. 즉, 물리량을 하류에서의 경계치인 

식 (11)의 값을 기준으로 급수전개하였을 때 원점 

에서는 일차항만으로 충분하도록 원점의 위치를 정 

하여, 원점에서의 무차원 유속과 온도를 다음과 같이 

전개할 수 있다.

지[0] = 祐+以[0] +… (15)

HO>To/+T1EO] + - (16)

이러한 원점의 위치는 阮丄 및 疗ho』
>(北[0])2의 조건이 성립하는 임의의 위치이며, 따 

라서 讶丄이이나 iHo] 중에서 한값은 이러한 조건을 

충족하는 임의의 값을 선택할 수 있다. 다만 1<M 

<8의 모든 마하 범위에 대하여 0<B<0.6임을 주 

목한다면 하류에서의 경계치는 讶의 하한치이고 亍의 

상한치임이 분명하므로, 讶丄0]>0 및 么[0]<0인 값 

이어야 할 것이다. 식 (13), (1公과 (15), (16)을 사 

용하면 §와 0의 국소값은 아래와 같이 쓸 수 있 

다.

- 2(1-3B) 4B ~SEO] = ^^[0] - —- 7H0] (17)

1 + 5d 1 +
~ 1 3 -
QEO]= — —(3—B) WiEO]— —BT^OJ (18)

Navier-Stokes 방정식

계가 평형에 가까운 경우에는 stress tensor와 st­

rain rate간에는 Newton의 점성법칙이, heat flux오｝ 

온도구배 사이에는 Fourier의 열전도법칙이 성립하 

며 일차원 문제에 대한 표현식은 다음과 같다举

ax
(20)

여기서 n는 점도, X는 열전도계수이며, 1-원자 분자 

이면 이들 사이에는

X=nQ5如)/(如) (21)

의 관계가 있다.& 본 연구에서는 편의상 원자 분 

자의 경우만 다루겠다.

식 (19),• (20)을 무차원의 양에 대한 관계식으로 

바꾸면

§=_ :评孚 (22)

3 dx

眼-？评岑 (23)
4 dx

여기서 i는 %값을 분자의 평균자유행로(/) 값으로 

환산한 %〃에 해당하며, ij는 다음과 같이 정의된 무 

차원 점도이다.

식 (22, 23)을 식 (13, 14)에 대입하면 다음과 같은 

비선형 미분방정식을 얻는다.

-y ^ = l+B-u-BTIu (25)

---祐 3/2 —— — ―(1 + 5B — 3BT—2& — 2Bu + u2)

(26)

식 (25), (26)> 정상 평면충격파에 대한 Navier-Sto­

kes 방정식이라 부르며, 상-하류의 경계치를 충족 

하는 방정식의 해로부터 一8<i< + co의 전 영역에 

대한 충격파 구조를 예측할 수 있다. 여기서 0女< 

+ 8 의 영역에 대한 구조에 관심을 둔다면 방정식을 

다음과 같이 선형화시킬 수 있다.

으 히§] = Cn&i£| + C2\[fl (27)

dx
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으 T旧] 二。21처R + C22九国] (28)

ax

여기서 계수 행열요소 (方는 다음과 같이 정의된 값 

들이며

3(1-3B) 1_ 胡刑 丄
11- - 2(1 + 5B)B1/2 矿 12- 1 + 5B 了 (29)

，， 3-B 1 . 2 1
d = 3/2 ~7, C22 — 1/2 (30)

15B z rf 5B z if

"는 하류 경계 온도 爲/에서의 무차원 점도이다.

최소 엔트로피 생성

선형 열역학 이론에 의하면 계가 평형에 가까운 

경우에는 엔트로피 생성의 국소값은 flux-force의 

관계로 주어진다尸 본 논문에서 다루고 있는 일차원 

충격파의 경우, x>0 영역에서는 비록 강한 충격파 

일지라도 평형에 가깝다고 간주할 수 있으므로 선형 

열역학 이론을 적용할 수 있을 것이며, i=0에서의 

국소 엔트로피 생성。[이을 다음과 같이 쓸 수 있다.

匸 r 1 / r d시:0] 1 八… rfHO] \

71 이' dx TL 이 ax 1

(31)

무차원의 양을 사용하여 식 (31)을 다시 쓰면 

迎-"""쯔)

(32)

이며, 히？)]은 다음과 같이 환산된 양이다.

-rni ，m[0] £/ 徂 \i/2
히_0」=-------H —： (33)kB p八如7“

여기서 식 (17), (18)과 식 (27), (28)을 적용하면

SLO] 쓰쁴丄= - •轴切(C画[们 +(為冒0])2 (34) 

ax 3

0[0] 쯰丄= 一 ?洲3/2((為M0] + c盘、丄0])2 (35)

이므로, I처。]》(히0)2 및 行'丄0]|》(血0呼을 

활용하여 다음을 얻는다.

T(! 4 -
=厂&[0]= ——(CnMiLO] H-CizTiEO])2
if 3B

15 -
+ 奇厂C戚丄们 + C227H0])2 (36)

앞 절에서도 논하였듯이, 讶丄이와 九[0] 둘 중에서 

한 양은 임의의 작은 값을 선택할 수 있지만 다른 

한 양의 값은 엄격히 물리법칙을 적용하여 찾아야 

한다. 유체의 경계조건을 이용하면 이러한 양의 값을 

찾을 수 있으며, 이에 관해서는 다음 절에서 다룬다. 

본 절에서는 최소 엔트로피 생성원리를 사용하여 

미정의 값을 결정하고자 한다.

예컨데 iHo]을 어떤 작은 음수값으로 선택하여 

원점의 위치를 정하였다면 论[0]의 값은 미정이다. 

정상계(stationary system)에서의 최소 엔트로피 생 

성원리는 Mito] 값의 임의의 변위에 대하여 하:0]가 

최소가 되어야 함을 뜻한다. 이러한 최소점에서는

拓[0]

孤[0]
(37)

이므로, 식 (36)을 사용하면 최소점에서 다음과 같은 

관계가 성립한다.

讶丄0] _ 6B(11-65B)

TiLO] _ 57-214B + 385B2

다시 말하면, 정상 평면충격파의 하류 국소점에서 

엔트로피 생성이 최소가 되기 위해서는 店와 么의 

국소값의 비가 식 (38)과 같아야 한다. 이러한 열역 

학적 고찰은 방정식의 경계조건과는 무관하며, 방정 

식의 해가 물리적 의미를 갖기 위하여 충족하여야 

할 하나의 요구조건으로 간주할 수 있다.

Navier-Stokes 방정식의 적용한계

방정식의 해가 충족하여 야 하는 경 계조건으로부터 

미정의 T1L0] 값을 찾을 수도 있다. 다만 그 결과가 

열역학적 고찰에 의한 결과와 일치하여야 할 것이다. 

선형 미분방정식 (27), (28)을 적용할 수 있는 0会 

<8 영역에서의 방정식의 해는 다음과 같이 얻는다.

우선 방정식 (27), (28)의 계수행열 [<爲]의 고유치 

入를 계산한다.

Journal of the Korean Chemical Society
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Fig. 1. Comparison of calculated values of 차。]厅】 

[0] by using the principle of thermodynamics (—) 

and using the boundary condition (•■•) rs. Mach num­

bers.

구한 식 (48)을 비교하면 두 결과가 서로 일치하지 

않음을 알 수 있다. 이들의 차이를 F讶. 1에 도시한다. 

그림에서 실선은 최소 엔트로피 생성원리로부터 얻 

은 식 (38)의 계산값이고, 점선은 경계조건에 의한 

식 (48)의 값이다. 마하수가 1에 근접하면 두 곡선이 

서로 일치함을 알 수 있으며, 이것은 충격파의 세기가 

약한 경우에 해당한다. 식 (38)과 (48)을 마하수 1 

근방에서 급수전개하면 다음과 같다.

湘：们 3 15 1095 ,
=——I =——+—04—1)+ ——
7H0] /여역51 2 28 196

(49)

X2~ (Cn + C22)X+Ci C22 — C12C21 = 0 (39)

0V8V0.6의 범위에서 入는 부호가 반대인 두 실근을 

가지며 이들을 각각 辅 및 一及라 하면, 미분방정식 

(27), (28)의 해는 다음과 같은 꼴로 쓸 수 있다

u^x]=Iu expQii)+/" exp( — 入成) (40)

T1Lx2=It exp(X1x)+/r exp(-入痂 (41)

이들이 충족하여야 하는 경계조건

&丄 + 8] = 지]+ c。]—爲/=0 (42)

九[+ 8]=冗 + 8]一冗=0 (43)

에 의하여 Z„ = o 및 小=0이며, 미분방정식의 해는 

결국 다음과 같이 쓰여진다.

u1Lx] = u1L0] exp(—入成) (44)

7'iLx] = f1[0] exp( — 裁) (45)

해를 방정식 (27), (28)의 어느 하나에 대입하면 UiCO] 

와 九[们의 비를 구할 수 있다. 예 컨데 식 (44), (45)를 

식 (27)에 대입하면

—入疝[幻=。画[幻+ GJ、底I (46)

다음을 얻는다.

來二—G2/(Gi +財 (47)

1L 60B

=------------------------= (48)
19-25B-(601+170B + 225B2)1/2

열역학적 고찰에 의한 식 (38)과 경계조건으로부터

히0 3 15 465 ,
=——I =——+—(MT)+—(M-1)2---

경刘we 2 28 1372

(50)

이러한 전개꼴은 방정식의 해를 마하수 1을 기준으로 

급수전개하였을 때 일차항까지는 열역학의 요구조 

건을 충족하지만 이차항부터는 불일치가 나타남을 

뜻한다.

결 론

지금까지의 논의는 충격파 하류의 국소점에서의 

고찰이었으며 국소점의 위치를 평형에 가까운 지점 

에 둠으로서 해석적으로 문제를 다룰 수 있었다. 

경계조건을 충족하는 Navier-Stokes 유체방정식의 

해를 충격파에 적용하는 경우에는, 해를 마하수 1 

근방에서 급수 전개하였을 때 일차항까지는 열역학 

의 요구조건인 최소 엔트로피 생성원리와 일치하지 

만, 이차항부터는 불일치가 나타난다. 따라서 이러한 

유체 방정 식은 마하수 1 근방의 약한 충격 파에 한하여 

적용할 수 있는 이론이다.

문헌에 의하면, Navier-Stokes 방정식의 계산값은 

마하수 1.55에서 실험치와 현격한 차이를 보이고 

있으며,3 마하수 L2에서는 전산 모의실험과 비교적 

근접한 결과를 주고 있는데,‘ 이것은 본 논문의 열 

역학적 고찰과 부합한다.

만일 국소점의 위치를 물리량의 공간적 변화가 큰 

충격띠에 두었다면 문제를 해석적으로 다룰 수는 

없으며, 수치계산에 의존하여야 할 것이다. 그리고 

충격띠 영역에서의 선형열역학 이론 자체의 적용한 
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계에 대한 연구가 선행되어야 할 것이다.

본 연구는 1995년도 배재대학교 교내연구비 지원 

에 의한 결과임.
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