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요 약. 분광학적 실험 자료들로부터 안정하고 정확한 위치에너지를 역으로 얻어내는 방법에 대하여 

연구하였다. 이러한 역과정 방법은 비선형 역과정 문제에서 야기되는 불안정성을 위치에너지가 유연하게 

연속적이라는 제한 조건을 사용하여 최적의 해를 얻어내는 Tikhonov의 규칙화에 기초를 두고 있다. 이 방법의 

장점은 특정한 형태의 위치에너지 변수를 맞추는 보통의 방법과는 달리 위치에너지를 분자간 거리의 연속 

함수로 다루었다. 이 방법을 실험적으로 얻은 Ar-Ar계의 분광학적 자료에 적용하여 전 구간에서 정확한 

위치에너지를 찾아가는 것을 보여주었고, Morse나 RKR 방법으로 얻은 위치에너지의 부정확한 먼거리 인력 

부분을 보정할 수 있음을 보여주었다.

ABSTRACT. A stable and accurate inverse method for extracting potential from spectroscopic data 

studied. The method is based on the Tikhonov regularization method to overcome the possible instability 

of nonlinear inverse problems using a priori smooth properties of the potential energy surface. The 

merit of this method is to treat the potential as continuous functions of the intermolecular coordinates 

in아ead of the conventional parameter fitting of restricted potential forms. Numerical study for the Ar-Ar 

show that from spectroscopic data the exact potential has been recovered whole region and the discrepan­

cies by the dispersion force observed at the large distance between the exact and Morse potential or 

from RKR method can be eliminated by this method.

서 론

분자내의 또는 분자간의 위치에너지에 관한 정확 

한 정보는 여러 가지 분자역학이나 화학반응을 이 

해하는데 필수적이다.' 따라서 여러 해 동안 보다 

정확한 위치에너지를 얻기 위한 노력이 계속되어 

왔다.2T 이들 위치에너지를 결정하는 방법에는 크게 

두 가지가 있는데 그 첫째는 Born-Oppenheimer의 

가정을 사용하여 양자역학적인 계산을 통하여 얻는 

방법이고 두번째는 실험으로 얻은 자료들로부터 역 

과정 계 산을 통하여 얻는 방법 이다. 특히 병 렬 초고속 

컴퓨터5의 출연과 양자 이론의 발전은 이러한 양자 

역학 계산을 가능케 하고 또한, 초진공 기술과 교차 

초음속 분자 비임 실험6 등은 계의 위치에너지를 

유추할 수 있는 정확한 정보들을 제공하였다.

그러나 현재 양자역학적 계산으로 얻을 수 있는 

정확한 위치에너지는 원자의 수가 몇 개 안되는 매우 

작은 계에 한정되어 있고 또한 평형 위치 근처의 

한정된 지점에서만 가능하다. 또한 그들의 계산은 

현대 레이저 분광학적 실험 자료들을 완전히 설명해 

주지 못하고 있다. 실험 자료들로부터 역과정 방법 

으로 위치에너지를 얻는 방법들은 주로 최소 자승 

법을 이용하여 주어진 특정한 형태의 위치에너지 
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변수를 맞추는 방법을 사용하고 있다.7 이러한 방법은 

그 계산은 매우 간단하나 그 주어진 형태에서 벗어 

나지 못하는 제한성을 갖으므로 정확한 결과를 주지 

못한다. 이 문제를 특정한 형태의 위치에너지에 여러 

가지 항을 더함으로서 해결하려고 하나 어떤 형태의 

항을 선택해야 되는가와 이들 항의 물리적 의미가 

무엇인가 하는 문제에 대하여 명확한 답을 줄 수 

없다.

이와는 다른 방법으로 위치에너지를 특별한 형태 

로 제한하지 않고 실험 자료들과 미지의 위치에너 

지간의 수학적 관계로부터 바로 역과정 알고리즘을 

통하여 얻을 수 있는 방법들이 있다. 가장 간단한 

이 원자 분자의 경우 Rydberg-Klein-Rees(RKR) 

역과정 방법8을 이용하여 진동 분광학적 자료들로 

부터 위치에너지를 얻을 수 있다. RKR 방법은 1차 

반고전적 양자화 조건을 이용하므로 일차원 위치에 

너지를 결정하는데 많은 도움을 주나 다차원 위치 

에너지로의 응용이 어렵고 또한 높은 홍분 상태에 

서나 한개 이상의 위치에너지 우물을 갖는 경우에는 

이용이 불가능하다J* Kosman과 Hinze의 역과정 섭 

동론적 해석 방법w은 RKR 방법으로 얻는 위치에 

너지를 변분법을 이용하여 개선하는 방법이다. 이 

방법은 위치에너지의 보정을 위하여 기본 함수의 

확장을 이용하였다. 그러나 이 방법은 어떤 특정한 

형태의 기본 함수를 선택하는가 그리고 제한된 기본 

함수를 선택함으로써 야기되는 안정성 문제를 보장 

할 수 없다.

이와는 달리 규칙화 역과정 방법“은 위치에너지의 

변화를 특정한 함수의 확장을 사용하는 대신 위치 

에너지면이 유연하게 연속적이라는 가장 간단한 제 

한 조건을 사용하여 최적의 해를 얻어내는 Tikho- 

nov의 규칙화 방법'2에 기초를 두고 있다.

제2장에서는 분광학적 자료들로부터 위치에너지 

를 얻어내는 규칙화 역과정 문제를 수학적으로 나 

타내었다. 즉 위치에너지 변화에 따른 에너지 준위의 

변화를 이용하여 임의의 위치에너지로부터 얻은 에 

너지 준위와 실험 자료로부터 얻은 에너지 준위간의 

차이가 최소화되도록 위치에너지를 보정하는 것이 

다.

제3장에서는 유한개의 실험 자료들로부터 연속 

적인 위치에너지를 얻어내는 잘못 취해진 문제 1"" 

를 단일 함수 확장 방법 ST6으로 구하는 것을 보여 

주었고 마지막 장에서는 이것을 가장 간단한 Ar- 

Ar의 분자간 위치에너지에 적용하여 Morse나 RKR 

방법으로 얻은 위치에너지의 부정확한 먼거리 인력 

부분을 보정할 수 있음을 보여주었다.

규칙화 역과정 문제

각 운동량의 상호 작용이 없는 기저 상태 也에서 

위치에너지가 V(R)일 때 이때의 진동-회전 에너지 

준위 瓦,와 고유 상태 함수 輸(7?)는 다음과 같이 

Schrodinger 방정식으로부터 얻어질 수 있다.

"备名+洌+轰"中가"

=残恥0) (1)

여기서 |T는 환산 질량, R은 분자간 거리 그리고 U와 

j를 각기 진동과 회전 양자 번호를 나타낸다.

일반적으로 위치에너지 四。이 주어질 때 식 (1) 

으로부터 에너지 준위를 얻는 정과정 문제(Forward 

problem)는 해가 존재하고 오직 한 개만의 흐］］가 존 

재하는 옳게 취해진(well-posed) 문제로 쉽게 얻어 

지나 그 반면 주어진 에너지 준위로부터 위치에너 

지를 구하는 역과정 문제 (Inverse problem)는 해의 

존재 여부의 불확실성과 또한 여러 개의 해가 존재할 

수 있는 잘못 취해진(ill-posed) 문제로 해석적으로나 

수치적으로 해를 얻기가 매우 어렵다.I*" 또한 이 

러한 역과정 문제는 약간의 에너지 준위의 변화에도 

매우 불안정하여 위치에너지에 큰 변화를 줄 수 있는 

비선형 함수 관계이다.

이러한 비선형 역과정 문제를 1차 섭동론을 사용 

하여 선형 관계로 유도하고 이를 반복 계산함으로서 

그 해를 구할 수 있다. 이를 위해 분광학적 실험 자료 

(에너지 준위) 茸严가 나타내는 정확한 위치에너지 

矿缶)과 초기 임의의 위치에너지 K(R)간의 차이로 

부터 오는 에너지 준위의 차이 防。，는 다음과 같이 

1차 섭동론을 사용하여 각 준위의 확률 밀도로 나 

타낼 수 있다.

Ao &E .
片时-"。紡迥"

=J： (2)
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여기서

6W?)。依)—％R) (3)

위의 식 (2)를 위치에너지 변화에 따른 에너지 준위의 

변화를 확률 밀도로 표시한 핵심 함수를 로 

표시하면 다음과 같은 Fredholm 적분식의 첫번째 

형태로 나타난다.

四，,=,瓦,(R)即(R) RdR (4)

여기서
K舟)= 스卬艸이2 (5)

따라서 초기 임의의 위치에너지로부터 에너지 준위 

와 확률 밀도를 계산하면 码，와 K®을 구할 수 

있다. 이를 이용하여 식 (2)의 적분 방정식을 풀어서 

6縮)을 구하면 개선된 위치에너지 V(R) = UW?) + 

S*R)로 얻어질 수 있고 이러한 과정을 반복함으로 

서 분광학적 자료인 碣11가 나타내는 정확한 위치 

에너지를 찾아내는 것이 목적이다.

그러나 식 ⑷는 위에서 언급한 것과 같이 주어진 

유한 개의 실험 자료들로부터 연속 함수인 위치에 

너지를 구해야 되는 잘못 취해진 문제이다."따 

라서 여러 개의 해가 존재할 수 있으므로 다음과 

같이 위치에너지를 최대한 연속적으로 유연하게 하 

는 제한 조건을 도입함으로서 제한된 최적화 문제로 

바꿀 수 있다.妙 이를 위해 식 (4)를 부분 적분하면

防疔 p dR'K^(R')R'2&V(R')

J 0 o

•次［川职舟侦,平礬(6)

로 나타나고 이때 우측 첫번째 항은 0이 된다. 따라서 

식 (6)을 다음과 같이 다시 쓸 수 있다.

&残=£ dR 禺RR) 6 W>(R) * (7)

여기서

꺼K啊R)=-「dR'K，，促)砂, 

心)=施
dR 

위 식 (7)을 다시 부분 적분하여 위치에너지가 유 

연하게 연속적이라는 제한 조건을 표시할 수 있는 

2차 미분된 로 나타내면 다음과 같이 쓸 수 있다.

防0=£ dR SV(2)U?) # (9)

여기서

M曾(R) = - J： dR'^(R')R'3,

訝噸=쯰辭 (10)

dR1

따라서 주어진 위치에너지가 실험적으로 얻어진 

에너지 준위를 만족하고 또한 최대한 유연하고 연 

속적이어야 하는 문제는 다음과 같은 목적 함수를 

최소화시킴으로서 얻을 수 있다.

兀訝气 &风］= Z［£dRK飘R)研‘%。#一8찌° 

+寸；亦［检件缶)了* (11) 

여기서 비중 계수 a는 임의의 위치에너지로부터 얻 

은 에너지 준위 E*와 실험으로부터 얻어진 에너지 

준위 竭111의 차이를 최소화시키는 오른편 첫번째 

항과 이때 위치에너지를 최대한 유연하게 하는 두 

번째 항의 경쟁적 관계를 조절하는 계수이다. 따라서 

a값이 매우 크면 위치에너지면은 유연하게 연속적 

이나E笋와 罷의 차이가 많이 나고 반면 a가 적으면 

碣p와 说는 일치하지만 위치에너지면은 실제와는 

다르게 많은 요철 부분을 갖게 된다. 다시 말하면 

a가 너무 적으면 유한 개의 실험 자료들로부터 위 

치에너지면을 과대로 맞춘 결과로 위치에너지면이 

유연성을 잃어버리고 반면, a가 너무 크면 위치에 

너지의 유연성만 강조한 결과로 실험 자료들에 맞는 

위치에너지면을 얻기 힘들다. 따라서 적당한 a값을 

구하는 문제가 매우 중요하다. 다음 단일 함수 확장 

방법에서 최적의 a를 결정하는 방법에 대하여 설명 

할 것이다. 식 (11)이 안정화된 최소값을 가질 필요 

조건은 다음과 같이 쓸 수 있다.

식 (11)으로부터 식 (12)의 조건을 유도하면 다음과 
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같이 쓸 수 있다.

2 K产缶)W*S)R"+aR2R2>(R) 

fj

=Z K产(R) &玲 (13)

可

따라서 위치에너지가 유연하게 연속적이라는 제한 

조건의 도입은 식 ⑷의 Fredholm 적분식의 첫번째 

형태에서 다음과 같이 두번째 형태로 바뀌어진다.

J； dR'K(R, R')渺2>(R') + aR%W>(R)

=£ Kvp\R) 6EVJ (14)

祈

여기서

K(R,R)= 2 K产(RK尸(H) (15)

vj

단일 함수 확장 방법이*1

일반적으로 역행렬은 구할 수 없는 즉, 해가 불 

안정한 식 (4)나 식 (9)와 같은 Fredholm적분식의 

첫번째 형태들을 규칙화하여 안정한 해를 얻은 방 

법으로 단일 함수 확장 방법이 사용되고 있다."頂 

즉 식 (9)을 다음과 같이 고유값 식으로 정의하여 

보자.

Jo dR 7解 (R) vp[R) 꾸 = wpuvl p (16)

그리고

2 薦'，知/>=的 %>(R) (17)

vi

여기서 단일 함수 唳R)와 단일 벡터 "心는 각기 

표준 직각 관계를 만족하고 p = \, 2, Nd로 Nd는 

실험 자료 총 개수를 나타낸다. 따라서 식 (16), (17) 

으로부터 핵심 함수 K学(R)은 단일 벡터 M財, 단일 

함수 侦R) 그리고 단일값 约로서 다음과 같이 쓸 

수 있다.

聞'缶)=2 "泓如成,(R) (18)

P

이때의 단일값 씨>는 양의 값으로 적어지는 순서로 

얻어지며 전체 실험 자료의 개수가 클수록 0으로 

빨리 접근한다. 일반적으로 적은 값의 단일 값은 단일 
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함수。»缶)의 빠른 요동을 나타내기 때문에 역과정 

해가 불안정하여진다. 따라서 안정한 역과정 해는 

적은 단일 값은 제거함으로써 얻어질 수 있다. 위 

치에너지의 변화와 이로 인한 에너지 준위의 변화를 

다음과 같이 단일 함수의 확장으로 나타내면 다음과 

같이 쓸 수 있다.

T渺細)=£既，,缶) (19)

P

為"或0 (20)
n

따라서 식 (19), (20)을 식 (13)에 대입하면 식 (16), 

(17) 그리고 (18)을 이용하면 규칙화 역과정 문제의 

해는 다음과 같이 얻어지고

R切細)=2[明(R； a)]%瓦， (21)

vi
이때 규칙화된 역핵심 함수 [K豺(R; a)]-'는 다음과 

같이 정의된다.

口磬缶；房]t = Z m„，4 £卜｝姒R) (22)

p Wp~\~O.

따라서 위치에너지의 보정은 다음의 적분 관계를 

반복 사용함으로써 얻어질 수 있다.

訝* -叩?) = — £ a/%?') dR (23)

전체적으로 규칙화 역과정 알고리즘을 다시 설명하 

면 다음과 같다.

1. 임의의 초기 위치에너지 馬(R)을 선택하여 이

로부터 Eg와 값을 구한다.

2. 식 (2)로부터 码，와 식 (8)과 (9)로부터 /曾(R) 

을 구하고 식 (18)을 이용하여 단일 함수 확장 방 

법으로 단일값 也,를 얻는다.

3. 가장 큰 단일값 «十을 a로 놓고 a를 점차 줄 

여가면서 목적 함수 식 (11)의 오른편 첫번째 항이 

최소값을 갖는 최적의 a를 구한다.

4. 최적의 a와 단일값 단일 함수 그리고 단일 

벡터를 이용하여 식 (22)의 규칙화된 역 핵심 함수 

[K耿R a)]」'를 얻고 식 (21)과 (23)으로부터 개선된 

위치에너지 V(k)을 얻는다.

5. 개선된 위치에너지로부터 얻은 에너지 준위와 

실험 자료로부터 얻은 에너지 준위와의 차이가 오차 

한계 내에 있으면 중단하고 그렇지 않으면 개선된 
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위치에너지를 초기 위치에너지로 하여 1단계부터 

다시 반복 시행한다.

계산 결과 및 고찰

앞절에서 기술한 규칙화 역과정 방법을 Ar-Ar의 

기저 상태인 X '写에 적용하였다. 실험적으로 얻은 

정확한 회전-진동 에너지 준위로는 흡수 분광학적 

자료들로부터 Colbourn과 Douglas가 얻은 위치에 

너지를 이용하였다. 이때의 해리 에너지 A=99.55 

cnK이고 분자간 평형 거리 R=3.759 A이다. Ar- 

Ar의 위치에너지를 분광학적 자료들로부터 간단한 

위치에너지 형태로 맞추어 보면 Table 1과 같이 우물 

깊이가 89.07cn「'부터 UlcmT로 여러 가지 나타 

난다. 특히 Lennard-Jones와 Morse 위치에너지의 

경우 가장 나쁜 결과를 나타내고 있다.7 따라서 본 

연구에서는 초기 임의의 위치에너지를 Table 1의 

Morse 위치에너지로 잡고 식 ⑴의 Schrodinger 

파동 방정식을 Numerov 알고리즘으로 풀어 구속 

상태의 에너지 준위와 그의 파동 함수를 구하였다.1" 

본 규칙화 역과정 방법에서는 구속 상태의 회전-진동 

에너지 준위로 〃=0, 1, 5 그리고 회전 양자수

j=0, 1, 14까지 총 90개의 에너지 준위의 실험 

자료들로부터 위치에 너지를 구하였다.

먼저 위치에너지면이 유연하게 연속적이어야 한 

다는 제한 조건을 이해하기 위하여 Fig. 1(a)와 (b)에 

핵심 함수 瓦，®과 K产缶)을 각 진동 양자수。와 

j=0에서 R의 함수로 그려보았다. Fig. 1에서 보듯이 

X印(R)은 氏牀)보다 위치에너지의 변화에 대한 에 

너지 준위의 변화를 유연하게 볼 수 있고 전체적인 

성질이 거의 유사하게 나타내었다. 따라서 K成/?)의

Table 1. Ar-Ar의 일차원적 위치에너지 모델의 맞춘 

변수들'

De/cm-1 Rjk

Lennard-Jones 12-6 111.32 3.753

Exp-6(a=13.5) 111.27 3.758

Maitland Smith (m=13, 丫=9) 102.52 3.756

Morse (20=3.6 89.07 3.755

Damped dispersion TT (6,8) 

(p = 3.6A->)

100.53 3.755

Ar-Ar HFD-C 99.55 3.759

빠른 요동 요소를 제거함으로서 목적 함수가 국부적 

최소값에 머물지 않고 전체적인 최소값을 쉽게 찾 

아갈 수 있음을 보여준다.

Fig.2는 초기 위치에너지로 잡은 Morse함수와 

Colbourn과 Douglas의 정확한 위치에너지 그리고 

위의 90개의 에너지 준위로부터 규칙화 역과정 방 

법을 통하여 20번 반복계산으로 얻은 결과를 나타 

내었다. 이 그림으로부터 규칙화 역과정 방법으로 

얻은 위치에너지가 거의 모든 구간에서 정확한 위 

치 에너지와 잘 일치 함을 볼 수 있다. 다만 R>8A의 

먼거리에서 약간의 차이를 보이는데 이것은 회전 

운동의 원심 장벽으로 인한 준구속상태의 공명 효과 

때문이라고 생각되며 이들의 보정 방법으로는 산란 

실험 자료들까지 포함시켜서 보다 정확한 위치에너 

지를 얻을 수 있을 것이다. 보다 자세한 비교를 위 

하여 네 가지 위치에너지의 분광학적 상수들을 Table 

2에 나타내었다. Morse함수에 비해 정확한 위치에 

너지와 역과정 방법으로 구한 위치에너지의 분광학 

적 상수들이 거의 일치함을 볼 수 있다. 또한 역과정 

방법으로 얻은 위치에너지의 해리 에너지 5,-99.55 

cm1 그리고 분자간 평형 거리 R, = 3.758A으로 정 

확한 위치에너지 값에 일치함을 볼 수 있었다. 이러한 

정확한 일치는 초기 임의의 위치에너지를 다른 종류,

Fig. 1. 진동 양자수。와 j=0어서 분자간 거리 R의 

함수로 나타낸 핵심 함수들. (a) /爲缶), (b) K产«?).
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Fig. 2. Ar-Ar 분자간 위치에너지들. 정확한 위치에너지로 가정한 Colbourn과 Douglas의 위치에너지（실선）, Mo- 

rse함수로 얻은 위치에너지（파선）, 역과정 방법으로 얻은 위치에너지（점선）.

Table 2. Ar-Ar계 분광학적 상수의 비교

Morse RKR Exact Inverse

G Bv Gv Bv Gv 瓦， Gv Bv

0 0.000 0.0578 0.000 0.05778 0.000 0.05778 0.000 0.05779

1 25.743 0.0533 25.740 0.0534 25.740 0.0534 25.740 0.0534

2 46.018 0.0481 46.149 0.0485 46.149 0.0485 46.148 0.0485

3 60.824 0.0418 61.628 0.0430 61.755 0.0428 61.760 0.0428

4 70.161 0.0334 72.580 0.0371 72.661 0.0364 72.663 0.0363

5 74.029 0.0172 79.507 0.0306 79.441 0.0298 79.444 0.0290

예를 들어 Lennard-Jones로 선택하여도 마찬가지 

결과를 얻을 수 있음을 확인하였다. 따라서 역과정 

방법으로 얻은 위치에너지는 초기 임의의 위치에너 

지의 선택과는 관계없이 입력 값인 에너지 준위에 

의하여 좌우된다는 것을 알 수 있다. 현재 많이 사 

용되고 있는 1차 RKR방법과 비교하기 위 하여 Fig. 3 

에 정확한 위치에너지 그리고 역과정 방법과 RKR 

방법으로 얻은 위치에너지들을 나타내었다. 잘 알려 

진 바와 같이 RKW방법은 에너지가 해리 에너지 

근처로 접근할수록 보다 큰 차이를 나타내고 있다.'° 

또한 이때의 해리에너지 Z）e=97.68cm 1 그리고 핵 

간 평형 거리 = 3.757A으로 얻어졌다• 안쪽 위치 

에너지 벽을 Morse형태로 확장시킨다 해도 먼거리 

에서의 분산력 부분은 다른 실험 자료를 이용하여 

보정하지 않고는 개선하기가 어렵다. Table 2에 이들 

위치에너지의 분광학적 상수들을 나타내었다.

그러나 역과정 방법으로 얻은 위치에너지는 다른 

실험 자료들을 이용하지 않고도 부정확한 먼거리에 

서의 인력에 의한 부분을 보정할 수 있음을 보여주고 

있다.

마지막으로 본 연구에서는 기저 상태의 위치에너 

지만을 다루었다. 그러나 실제 흡수 분광학적 실험 

으로부터는 기저 상태와 여기 상태의 에너지 차이로 

얻어지므로 기저 상태와 여기 상태의 분광학적 상

1996, Vol. 40, No. 1
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Fig. 3. Ar-Ar 분자간 위치에너지들. 정확한 위치에너지로 가정한 Colbourn과 Douglas의 위치에너지（실선）, 1차- 

RKR방법으로 얻은 위치에너지（파선）, 역과정 방법으로 얻은 위치에너지（점선）.

수들의 상호 관련 항을 무시할 수 없다. 또한 실험 

에서 소음에 의한 오차의 영 향 또한 무시할 수 없다. 

따라서 이들 효과에 대한 많은 연구가 앞으로 요구 

된다.

결 론

본 연구에서는 Ar-Ar의 분광학적 실험 자료들로 

부터 안정하고 정확한 위치에너지를 역으로 얻어내 

는 방법에 대하여 연구하였다. 이러한 역과정 방법은 

가능한 해가 여러개인 적분 방정식을 위치에너지가 

유연하게 연속적이라는 제한 조건을 사용하여 최적 

의 해를 얻어내는 Tikhonov의 규칙화에 기초를 두고 

있다. 이 방법의 장점은 다른 자료 분석 방법들과는 

달리 위치에너지의 변화에 대한 에너지 준위의 변 

화를 회전-진동 고유 상태의 확률 밀도로 표시함으 

로써 정확한 위치에너지를 얻을 수 있다. 실험적으로 

얻어진 Ar-Ar의 분광학적 자료들로부터 정확한 위 

치에너지를 찾아가는 것을 보여주었고, Morse나 

RK*방법으로 얻은 위치에너지의 부정확한 먼 거리 

의 인력에 의한 부분을 보정할 수 있음을 보여주었다.
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