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요 약

본 논문에서는 새로운 실린더 운동방정식을 유도하고, 실린더 좌표의 각 방향에 대해 가정해로써 선형방정식을 구하였다. 

또한, 점 자극을 가정하여 어드미턴스를 구하였고, 그 결과를 그림으로 나타내었다. 임피던스를 통해서 자유파수를 구하였 

고 그 결과를 그림으로 나타내었으며, 이러한 계산 결과를 통하여 실린더에서 발생하는 진동 해석의 가능성을 보였다.

ABSTRACT

This paper shows newly developed equations of cylindrical shell motion, which solutions are obtained as a set of 
linear equation.

Each linear equation is derived along each axis of cylindrical coordinates. The admittance and the free wave­
number are obtained under assumption of point excition on a cylindrical shell. Their results are shown in figures.

In the results, this paper shows a possibility that a vibration and a noise generated in a cylindrical shell can be 
formulated as a mathematical model.

I.서 론

실린더 형태의 원통관은 주로 가정의 수로관이나 

화학 공장의 유체나 증기 혹은 가스를 전달하느 통로 

로 쓰인다. 또한, 비행기나 로켓은 실린더의 한 응용 

된 형태이다. 특히 유독가스나 흐르는 원통관을 사용 

하는 공장에서는 실린더의 Structure-Borne Sound 
에 대 하여 유의해야 한다.

실린더 형태의 원통관에서 Structure-Borne Sound 
의 해석은 실린더 운동방정식이 필요하다. 지금까지 

많은 음향학자들에의해 실린더 운동방정식이 유도 

되었다.

본 논문에서는, 새로운 실리던 운동방정식을 유도 

하였고（유도 과정은 부록 참조）, 실린더가 갖이고 있 

는 물리적인 현상을 해석하기위해 실린더 좌표의 각 

방향에 해를 가정하였匸卜. 실린더 운동방정식과 가정 

해로서 선형 방정식을 유도하였고, 점 자극으로 인한 

실린더의 Structure-Borne Sound를 해석하였다. 

Structure-Borne Sound의 해석에서 어더미턴스는 매 

우 중요한 부분이다. 실린더에서 임의의 자극으로 인 

하여 발생되는 진동은 주파수에 따라 어떠한 모드가 

최대로 되는가는 어더미 턴스의 계산 결과로 알 수 있 
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다. 일반적으로 실린더에서는 무한히 많은 모드(mo­
de) 가 발생되며, 낮은 주파수와 높은 주파수에서는 

각각 다른 모드의 형태로 진동을 하게 된다. 어떤 임 

의의 자극으로 인한 실린더의 진동을 최소화 하려면 

어더미턴스를 이용하여 진동이 최소로 되는 주파수 

로서 실린더를 자극 하면 된다. 또한 실린더에서 자유 

운동으로 인한 Structure-Borne Sound를 알려면 어 

더미턴스의 역인 임피던스를 “0”으로 하는 파수(wave- 

number)를 구하면 된다. 이 결고k 각 모드에서 z방향 

으로 향하는 자유파를 정 확히 추측할 수가 있다.

본 논문에서는, 어더미턴스와 자유파수를 이론적으 

로 계산하였고, 이것의 물리적인 의미를 부가하였다.

口. 실린더 운동방정식의 유도

그림 1은, 실린더 벽의 벽 두께가 얇고, 무한히 긴 

실린더로 가정한다. 이 그림어】서, z, <p 그리고「은 실 

린더 좌표이고, U, V 그리고 W는 실린더 벽 두께의 

중간선(h = 0)에서 z, <f> 그리고「방향의 변위이고, a 
는 실린더의 반경이다.

Fig. 1. System of coordinates for cylindrical shell (tube).

그림 1 과 같은 실린더어】서, 운동방정식은 다음과 

같은 과정으로 유도된다.

1) 실린더 벽의 두께(h)의 중간선에서 각 방향의 

변위를 구한다.

2) Taylor급수를 이 용한 변위 를 strain과 stress로 

표현한다.

3) 위치에너지와 운동에너지를 실린더의 표면에 대 

해 적분함으로서 계산한다.

4) Hamilton원리를 이용하여, 에너지로 부터 실린 

더 운동방정식을 유도해 낸다.

이 과정에서 strain과 stress의 표현 방법으로, 여 

러가지 다른 형태의 실린더 운동방정식이 유도 된다. 

이로 인하여 유도된 운동방정식은 오차가 발생 한다. 

Leissa[l]는 이러한 여러 종류의 실린더 운동방정식 

을 비교하였다.

본 논문에서는, 위의 유도 과정에서 실린더 두께의 

중간선(h = 0)에서 변위뿐만이 아니라 실린더 두께 

의 임의의 점에서 변위를 모두 고려하였다. 만약 이 

러한점을 고려치 않는다면, h = 0에서 변위만 고려하 

기 때문에 반지(ring)형태의 지지대를 갖는 실린더 

형태의 원통관에서는 힘이 지지대를 통광하지 못할 

것이다(Junger와 Feit는, 실린더 벽이 매우 얇다는 

가정하에 h = 0에서 변위만 고려).

Fig. 2. <p directed displacement(vb) at an arbitary in­
terior point cylindrical wall.

Fig. 3. z directed displacement (ub) at an arbitary in­
terior point cylindrical wall.

Vb = -~ v + (r—a)(pv 
a

Ub = u + (r-a) <pz

(1)

(2)
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wyw (3)

:丄림 2와 二L림 3에 보인 것 고］- 같이 실린더 벽사이 의 

임의의 점에서 각 빙，향의 변위를 식(1),(2) 卫리고 

(3)과 같이 가정하였다.

ub, vb 그리고 Wb는 실린더 벽 두께 h사이의 임의 

의 점에서 각 방향의 변위이다. 이 변위를 이용하여 

새로운 실린더 운동방정식을 구하면 식(4), (5) 그리 

고 (6)과 같이 구할 수 있다(문헌［3］, 부록 참조). 식 

(1), (2) 그리고 (3)에서 矶 = 一小찌a膈 代 =—8w/ 
&이다.

。勺 1一卩 1+/羿洗：(1 +" 1-/1 \
■義r 二厂 京"厂)

1 d2v I 穴。w I -、侪 c3w

1
C? ii = O (4)

仔土1二씨 丄—萨 U 1 *V  
\ 2 2 / a dzdq) a2 d(p^

+긍 "必 + 土쯚 F*

卩 du ( (1-p) & 如 「 1 Sv--- -  —I— --------- — -4—---- — 
a dz a dzd(p2 a2 3(p

-、福 ^3v ! 1+02
TEM 奇福 + ―k w

+ 4 [竺+2宀占—+a号] 

a2 L d(p4 Sz?卯2 ^z4 j

+ M [ 브蜀* 顎 ]

3그츠 Pa ⑹

여기서, 첨자와 변수의 의미는 다음과 같다.

(0 : 각 속도

卩:Poisson's ratio
a : 실린더 반경 [m]
h :실린더 관벽의 두께 [m]

P« : 실 린더 새료의 밀도 [kg/n/」

cL • 횡 파이 속도 [m/s]
E : Young's Modul LN/m2]

J :허수 단위

/32 = h2/12az

HI. Admittance

그림 1 에서 보인 실린더 모델에서, r-a, 甲 = 0 그 

리고 z = 0점에서 자극을 가하면, 실린더는 여러 모드 

들과 각 모드에 해당하는 진폭으로 진동하게 된다. 

이러한 진동을 해석하기 위해 우선 입력 임피던스를 

구해야 한다. 기계적인 임피던스는 식(7)과 같다.

F
尸二； (7)

V

F는 자극한 힘의 phasor이고, 立은 자극한 영역에 

서 자극의 결과로 나타나는 속도이다. 입력 임피던스 

는 힘과 속도의 비가 주파수를 포함하기 때문에 주파 

수의 복소함수로 나타난다. 자극으로는 자연현상을 

매우 유용하게 해석할 수 있는 점자극(point exci- 
tation)을 이용하였다. 입력 임피던스의 계산을 위해 

실린더 좌표 방향의 변위를 U, V 그리고 w를 다음과 

같이 가정하였다.

U= V Un(kz)cosn<pe_,kzZ (8)n = 0

V=£ Vn(kz)sinn(pe-jkzZ (9)
n = 0

W= V Wn(k2)cosn^ e^,k/Z (10)n = ()

二리고, 실린더 벽의 바깥쪽과 안쪽에서 자극으로 

인한 입력의 차이를 다음과 같이 가정하였匸k

P=£ Pn(kz)cosn(/)e~,kzZ (11)
n = 0

윗 식들은 자극으로 인해 발생되는 모드의 형태가 

무한히 많음을 의미한다. 식 (8), (9), (10) 그리고 (11) 
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에서 p방향에 대해 cosing함수와 smus함수로 표현 

한 것은 屮방향의 접 선에 대해 수직 방향으로 자극 한 

것을 의"「한다. 만약 임의의 방향에서 실린더 표면을 

사"■한다면 cosinus함수나 sinus함수 대신에 지수함 

수보 표헌 해야만 할것이다. 식(8)~(10)에서 시간에 

대해서는 고려하지 않았다. 시가에 태한 표현은 e)w, 
믄 각 升정해에 곱하고, 임의의 시간에 대한 해느: t에 

대해 푸리에 변환을 하면된다. 更는 z방향으로 향하 

는 파의 파■수(wavenumber)이고, 파수는 다음과 같 

이 쓸수 있다.

식(12)에서 3는 각 주파수이고, G는 z방향으로 향 

하는 파의 속도, b는 파의 파장이다. 그림 4에서는 

각 모三와 파장을 보이고 있다. 식(8)~(1。)에서 u, V 
그리 고 w은 각 방향의 변위이고, Un, Vn 그리고 Wn 
은 진폭이匸］■. 식 (8)~(11)을 식 (4), (5) 그리고 (6)에 

대입하면 각 모드와 &에 대한 선형방정식 식(13).

(14) 그리고 (15)을 유도 할수가 있다. 여기서, v = w 
a/d 이다.

j~k2a2_lZ2£ 静(1+序)+书］Un

+ j { ~ (号上 -辑 느习 nk시 Vn

+j{ j“kza + (l-G /92n2kza} Wn = 0 (13)

，"号쓰 一吊 능^}"kz저 }。"

+ {-n」긍 (1+餒)貶 a2+("序)V”

-F( -n~ (1—)J2nk| a2 +)S2nv2 i Wn = 0 (14) 

j{ ~“kza+ (1~^)^2n2kza}Un

+ {n+ (1 — jU)/92nkz a2~/?2n v2} Vn

+ ((l + ^)+^(n4 + 2n2k22a2 + k^a4)

—2^2n2 — 2fi2 /z k| a2 4- (— 1—n2 序)v2

2疋済｝区=으詳如如 (15) 
tsn

식(13), (14) 그리고 (15)는 Un, Vn 그리고 Wn에 

대 한 대 각선으로 좌우 동형의 matrix로 표현할 수 있 
으며, Cramer법칙을 이용하여, P”가 포함된 각 방향 

의 진폭을 식으로 표현할 수 있다. 입력 임피던스는 

식(16)와 같이 표현 된다. 식(16)는 모드에 대한 입 

력 임피던스를 나타내며,

Fig. 4. Vibrationform by mode n =0, 1, 2

备而) = 一특亍=으빟1 -

JCuWn JVZ

［由(k； a2)4 + a2(kl a2)3H-a3(kz a2)2~*-a 4(kz a2) + a5 ］
I Tm】(k壹旳2 + Tg(kW2)+Tm3 j

(16)

여기서,

为=一硏Am
迴=〈AmFm — Bm) —AmHm —Dm2'^2Cm2
宵=BmFm序 + (AmFm~Bm) H^L AmLn

~ Gn Gm Dm ~ I爲 Cm Gm — (Em ~ Dm F、m> Dr
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_DmEm-Cm2Hm+ AmGm2
a4 = BmFmHm+ （ Am%】一 Bm）【m-2CmGm Em

+ EmFmDm — （E* - DmFm） Em —

+ BmGm‘

Tml= ~Cm

Tm2 = Fm Am ~Bm ~ Cm'

Tm3=BmF、m 

冬= 一긍 （1+序）, 围 = 丫2（1 + 序）一*,

Cm = （1 ； 凹 - 伊 느* ） n，Dm=_（l_“） 序 n,

Em = vz^n-n, Fm=-느E（i+g2）+，，2

Gm = "—（1 一“）序匸匕 Hm = £，（2n2~2卩—成），

Im=（l + /?2）+^2n4-2/92n2-v2（l-^n2） 이다.

식(7)과 같이 표현하려면, n에 대해 一 3에서 " 

까지 합하고, kz에 대해서 적분하면 된다. 이것은 모 

든 부분파를 합하면 실린더 위의 임의의 점에서의 진 

동을 알 수 있다는 의미이다. 실린더 위의 점 甲 = 0 
그리고 z = 0에서 어더미턴스는 식 (17)과 같다.

v(0, 0) . 1 £ 1 ,, 3八—-—=A = — = E f j dkz (17)
F Z n = 0 『X ZTn(kz)

여기서, “n는 £n/2/a이고, &는 n = 0 일때 0.5이 

며, n>0 일때 1 이다. 그림 5는 식(17)의 계산 결과이 

다.

Fig. 5. Admittance.

그림 5에서 표시된 어더미턴스는 주파수에 따라 매 

우 민감하게 변하는 것을 알 수 있다, 식(17)에서 

Z「Jk기가 “()”이 되는 점에서, 어드미턴스가 무한대 

가 됨을 알 个 있으나, 실제 자연 현상에서는 그러한 

일이 일이니지 않는다. 계산 상에서는 kz을 실수로 

대입하여 적분을 행하지 않고 복소수를 대입하여 적 

분하였다. 이것은 복소수가 물리적으로 감쇠(damp­
fig) 을 의미한다. 이로인해, 컴퓨터를 이용한 계산에 

서, over flow는 발생 하지 않았다. 그림 5에 서 주파수 

로는 V을 사용하였다(식(12) 참조)、그림 5에 서, V가 

“0” 근처에서는 실린더가 n=l 모드로서 진동하는 

데, 이것은 실린더가 막대운동처럼 진동하는 것을 의 

미하고, v = l일때는 n = 0 모드로서 진동하며, 실린 

더가 쉼쉬는 형태로 진동함을 의미한다. 0Vy<U에 

서, 주파수에 따라, n = 2, 3, 4, 5의 형태로 진동함을 

의미한다(그림 4 참조).

耍 자유 파수(Free Wavenumber)

사유파수는 실린더가 자유 운동을 할 때 파의 파수 

를 의미하며, 수식적으로는 임피던스가 P”으로 될때 

파의 파수이匸"

식(16)의 자유파수는 식(18)에서 구할 수 있다. 식 

(18)에서 kg에 대해 8개의 해가 구해진다. kU疽에 

대한 두해의 의미는 자극점에서, + 방향과 一방향으 

로 향하는 파를 의미 하며, 나머지 4개의 해는 ［방향으 

로 움직이면서 z방향으로 향하는 진행파 ［개,(P방향 

으로 움직이면서(나사형태) z방향으로 진행하는 파 

1개, z방향으로 움직이면서 z방향으로 진행하는 파 1 
개 그리고 자극점에서 감쇠하는 파 1개이다.

Zn(kz) =ai(kz2 a2)44~a2(kz a2)3 + a3(kf a^)2

+ a4(k| a，)+05 = 0 (18)

그림 6, 7 二l리고 8은 식(18)을 이용하여 각 모드에 

서 자유파수를 주파수에 대해 나타낸 黑用이다. 그림 

6, 7 그리고 8에서 n=0 일때, ①은 관이 쉼쉬는 형태 

이고, n = l에서 ①은 간이 막대운동하는것을 나타내 

고 그리고 n = 2 이상 일때는 실린더가 굽힘운동하는 

것을 나타내고 있다.

그림 & 7 그리고 8에서 ②는 모든 n에 대흥］］서 비틀 

림 파이고, ③은 횡파를 의미 한다. 그러나 높은 주파 

수에서는 파들의 분명한 구별은 없어진다.



10 轅國音響學會誌第14卷第3號(1995)

二림 6, 7 기리 고 8에서 상수값은 h/a = 0.1, CL 
)000m/s n.e] ji = 8000kg/m3°]匚卜.

v=o)*a/cL
Fig. 6. Free wave number(n = 0).

v=u)*a/cL

Fig. 7. Free wave number(n = 1).

v=o)*a/cL

Fig. 8. Free wave number(n = 2).

V. 결 론

본 논문에서, 실린더에 Structure-Borne Sound-] 
음향학적인 문제를 다루었다.

실린더 형태의 구조는 여러 분야에서 유체나 기체 

의 통로로 사용된다. 또한 비행기나 잠수함은 실린더 

의 일차적인 근접 형태로 볼 수 있다.

음향학적인 측면의 해석을 위해 실린더에서 자극 

으로 인해 발생되는 파수와 임피던스는 중요하다. 파 

수와 임피던스의 계산을 위해 오차가 최소인 실린더 

운동방정식이 필요하다.

본 논문에서는 지금까지 실린더의 벽이 얇다는 가 

정에 의해 단지 h = 0에서 변위만 고려한것을, 실린 

더 벽 사이+号 ——宀 에서 일어나는 변위를 모두 

고려하여 새로운 실린더 운동방정식 유도하였다. 유 

도된 실린더 운동방정식으로써 실린더위에 지지대를 

한 경우에도 에너지의 흐름을 계산할 수 있다.

또한, 각 방향의 가정해와 실린더 운동방정식을 이 

용하여 어더미턴스를 계산하였고, 자극으로 인한 실 

린더의 진동형태를 알 수 있었다. 계산 결과, 실린더 

는 낮은 주파수에서 실린더는 막대운동을 하고, 주파 

수가 상승해감에 따라 판운동과 실린더의 고유 진동 

으로 변함을 알 수 있었다. 특히 v = l(27ca = Az)일때 

n = 0의 모드형태로 진동함을 알 수 있었다. 그외 특 

정한 주파수에서는 특이한 모드형태를 갖고 진동함 

을 알 수 있었다.

어더미 턴스를 이용하여 자유파수를 계산하였고, z 

방향으로 향하는 파는 주파수와 모드에 따라 1, 2 혹 

은 3개 의 파가 진행하고, 각 모드에서 각 방향으로 향 

하는 파는 어떤 주파수에서 시작되는가를 알 수 있었 

다.

이러한 결과들이 실린더 형태의 원통관을 사용하는 

산업체의 기술자들에게 좋은 자료가 되 기를 바란다.
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부록(실린더 운동방정식 유도 과정)

그림1과 같은 실린더에서, 길린더 운동방정식의 일 

반적인 장에 관한 식의 3방향의 normal stress는 다 

음과 같다［3］.

［四 +丄 急 +“ 四］ (A.8),
1-^ I r r dz I '

E
여기서'이다.

2-2“ 八 / w , 1 g、
% =商以亍+亍商)

I 2“ 伝 丝 I 2“ 伝。느 
l-2/i dr 1-2/4 dz

皿=当叫四+丄孚) 

l-2/z ' r r d(p '

I 2~2/z g 쓰 _|_ 叩 伝 쓰 

1一2卩 & 1~2^ ci

E r / w 1 9v\i cu 1
% = 房)M爾」

(A.1)

(A.2)

, 2卩 Sw , 2-2/1 r、 du
十------ (j ----  거------- (n ---

l-2/i dr 1-2// dz
(A. 3)

E / i 、
= (J 十 “Ej

］—必

E 「/w I 1
8=i / "(----- 1----L V r r

dv \ . <?u ~|
毎)+« &」

(A,9)

E z ，、
=I" g + &) (A. 10)

rz 3v V 1% = G(云
\ 厂

T ) =Gf, d(p 1
(A.ll)

/ 8니 8w、
(A12)

/ 8v i aw
%, = G ( ----- 1-------- -—' oz r c(p

)=G& (A.13)
그리 고, shear stress^ 다음과 같이 주어 진다.

/ 8v V 
% = G(二-----屮 \ r

+丄 

r
dw、

) (A.4)

e =C'(皂쓰-一竺 ) (A5)

r / 1% = G(袞+"
8 니、

d(p丿1 (A.6)

식 (A.9)~(A.13)에서 식 (4), (5) 그리고(6)을 대 

입하면 식 (A14) 〜 (A.18)과 같이 변형 된다.

위의 식들로 고찰하려는 실린더 모델에 적용하기 위 

해 경계 조건을 ［방향의 由 = 0이라 놓으면, 식(A2) 

는 식 (A7)로 쓸수 있다.

__」(也 +丄处+쓰)

1 —2/z * r r d(p dz

(A. 7)

e = 쓰브 + 1r
J_ M _ _w 
r S(p r

+丄

r

「二 8v + (r-a) 으쁘 1 (A.14)L a d(p

F —으스>_
E, 一 一 —

d(p

------ F (r —a)

J

。业 (A. 15)
dz dz

a . 1 8Wb
5=一 例너-----二―r r d(p

8Wb
e,z = <?>. + -—

dz

(A16)

(A.17)

식(A.7)을 식(A.1)〜(A.6)에 대입하면, 경계 조건 

에 의한 각 stress가 구해진다. 예로서 식 (A.7)을 식 

(A.1)에 대입하면 식 (A.8) 과 같이 유도되고, 같은 

방법으로 식(A9)〜(A.13)가 유도 된다.

f =丄 _丝 +(r-a) 으也 +丄 卫쓰+丄二玉 地

" a i?z dz r 8<p r S<p
(A18)

2“ 8w_ 2卩2
1 —2ju dr 1~ u

a =r I(2业_並 1 ww.l 主) 

% I V 1-2“ 1-M 1-2“ 八 r r S(p) 

고찰하는 실린더에서는 벽면이 매우 얇기 때문에「방 

향의 미소 변화는 없다고 하면 으 =°이며 위의 식
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書에시 다음항을 “0”으로 하였다.

rv cu _ e% _ c<p7,
cr cr Sr cr

(A.19)

식 (A.19) 을 식 (A.14) 〜 (A.18) 에 적용하고, v = v “ 
라고 두면, 다음과 같이 쓸수 있다.

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A23)

(A.24)

식 (A.9) JA.13) 과 식 (A.20) 〜 (A24)을 이 용하여 

위치 에너지를 구하는 과정은 다음과 같다. 우선 위 

치 에너지 구하는 식은 식 (A25)이다.

++ &争 &叩)&

+ G(議+听+陰)]由 (A25)

식 (A.25) 에 서는 각 적분 항을 쉽 게 풀이하기 위 하여

一 E
변형을 하였으며, E = ]_ 2 이다. X에 관한 적분은 

식 (A.26)과 같다. “

"汕=(쑮)5(쯩)2 心6)

식 (A25)의 각 항들의 전개식은 식 (A.27) 〜 (A.32) 
과 같다.

2 8w 9
+ 一饥  ----卜一成 甲--—- (A.27)

a dcp a 8(p

h h
5 2 h2
[xdr = 0 f x2dr=— (A28)

h _鱼
P 一 2

+ = 쯔 -阡収쁘一
h J a az dz

+ 丄穿 华 +丄耍 쓰 (A.29)
a dz d(p a cz o(p

‘邕&=土(1+的商 + £(뿒 )2

+ 戶2 (骅 )2+ 으 w 孕 -箜 w 孕 (A30) 

+ j로出 = 砂 +(쯔)2 + 2饥 쯔 (A31)

訂渺 =(5)(씁)宇쓰)2

+ 5*) 쑤)*쑯 )2

I 21 dvv d(pv 2 5vv Su __2_ 2 些흐 里4 
a dz dz a dz d(p a dz dz

+ ?/?2 亟 藝 21 d(pv du
dz d(p a2 dz dtp

+ 箜 孕 骅 圣 쯔 으四 (A.32)
a cz o(f> a o(p c(p

식 (A27)~(A.32)을 식 (A.25)에 대입하면 식 (‘A. 

33)과 같다.

节 呵七(l+E + 土 (끊)2 

" (뿞 ¥ +늘 W쯔，스 俨W 쁣 

+ (쯩)*  (寶)2

+ 2“(丄 w 乎-胪w 孚 +丄쯕夺 

'a dz dz a dz d(p

十丄些 _으业)

a dz )

+ G(l+@2)"+£(l 十 #2) (쯔)2
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+ 2 (1 + 8”饥 스- + 砂+ (，스 尸+ 2代 籍 
a dtp ' ©z / dz

l 11；-厂(fVr)'+i(y ■+ 1 + 阡"fu
■( z 7 '( z } a; ' c(p

+胪(쁘)斗인孚-뽀

\ 沁 J a oz dz

+纟 (1寸) 孕 쁘+" 孕 骅 

a cz cq> oi dip

茅 c(pv 8u 21 d(pv S甲z 2 "
cz dip a

____ 丄件쯔亟 
dz d(p a 8(p a(p

(A33)

운동 에너지를 구하기 식 (1), (2) 그리고 (3)을 식 

(A34)에 대입하면 식 (A.35)와 같이 된다.

2
编=土 四 j (峥+ v： + w：)dx (A.34)

h

「읍 E& = 쑵 j(此+ v； + w：)dx

=四［(1+ 胪)vj + hp； +三 Iv„ </>,；+w2 + u2 +1贮］

(A36)

우〕치에너 지 식 (A.33)와 운동에너 지, 식 (A.34)를 

구하여 식 (A35)어) 대입하면 Pa(외부로부터의 가 

해진 힘)가 적용된 긴 식이 유도된다. 유도된 식을 각 

변수에 대해 Hamilton의 원리를 적용하면 5개의 식 

이 유도되며, 이 유도된 식으로부터 실린더 운동방정 

식을 구하면 식 (4), (5) 二z리고 (6)이다.
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