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요 약

일반화된 완전최소자승법 (generalized tot기 least squares method, GTLS)의 ARMA 시스템 식별에의 적용과 GTLS의 

적옹알고리듬에 대하여 논한다. 일반화된 완전최소자승법은 입력과 출력을 알고 있는 시스템식별(systemidentification)문 

제에서, 출력이 잡음에 의하여 오염돤 경우, 편이되지 않은 해를 구하기 위하여 사용되는 방법이다. 본 논문에서는 먼저 

GTLS를 ARMA 시스템 식별에 적용하기 위한 formul砒ion을 하고, 일반화된 완전최소자승법의 일반 해의 성질과 역행렬 

정리(matrix inverse lemma)를 이용하여 적응 GTLS 방법을 제안한다. 다음 제안된 방법을 통하여 시스템식별에 적용하여 

그 성능을 평가한다. 또한 GTLS 알고리듬과 제안한 적응 GTLS 알고리듬의 성능을 수학적으로 해석하고 컴퓨터 시뮬레이 

션을 통하여 이를 검중한다.

ABSTRACT

This paper presents an estimation of ARMA coefficients of noisy ARMA system using generalized total least 

square(GTLS) method. GTLS problem for ARMA system is defined as minimizing the errors between the noisy out

put vectors and estimated noisy-free output.

The GTLS problem is solved in closed form by eigen-problem and the perturbation analysis of GTLS is presented. 

Also its recursive solution(recursive GTLS) is proposed using the power method and the covariance formula of the 

projected output error vector into the input vector space. The simulation results show that GTLS ARMA 

coefficients estimator is an unbiased estimator and that recursive GTLS achieves fast convergence.

L 서 론

ARMA(auto regressive moving average) 시 스 

템의 식별이나 역모델링 문제에 있어서 파라미터 추 

정방법으로서 대표적으로 사용되고 있는 최소자승법 

(least squares, LS) 방법은 시스템의 출력에 부가적 

인 잡음(additive noise)이 섞이게 될 때 편이된 추정 

기(biased estimator)/]- 되므로 S/N비가 어느 한계 

이하로 저하될 때에는 시스템 식별에 사용되어 질 수 
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없다. 이러한 문제점을 극복하기 위하여 일반화된 최 

소자승법 (generalized L爭 의 방법 이 적 용되 고 있으 

나[2] 계산량이 많은 것이 단점이다. 한편, 최근에 

완전최소자승법 (total least squares, TLS) 방법 이 

LS의 문제점을 극복하기 위하여 시스템 식별에 사용 

되 었으나, 출력에만 잡음이 섞인 경우에는 TLS도 편 

이된 추정 기가 된다[3,4]. 왜냐하면, 완전최소자승법 

은 입력과 출력 모두 잡음에 의하여 오염되었다고 가 

정하고 있기 때문이다.

본 논문에서는 편이 되지 않은 시스템 파라미터 추 

정 기 (unbiased estimator)로서 일반화된 완전최소 

자승법 (generalized TLS, GTLS) 방법 을 도입 하여 

ARMA시스템 식별에 적용하고 GTLS 방법의 타당 

성을 검증한다. GTLS 방법은 ;y = 40의 시스템식 

(system equation)의 식을 푸는데 있어서 LS 방법 

과는 달리 행렬 ,4의 일부 행벡터에도 잡음이 섞여 있 

을 수 있다는 전제조건하에서 해를 구하는 방법으로 

서, 편이가 되어 있지 않은 시스템 파라미터를 풀어 

내게 된다[5丄

한편, 시스템 식별을 반복적으로 흐｝기 위하여 여러 

적응 알고리듬들이 제안되어 왔다. 그림 1은 본 논문 

에서 다루고자 하는 시스템 식별문제를 적응알고리 

듬의 관점에서 나타낸 것이다. 적응알고리듬의 대표 

적 인 것으로는 LMS(least mean squares) 알고리듬 

과 RLS(recursive least squares) °] 있다[6]. 물론 

그 외에도 많은 적응 알고리듬이 있으나 대부분이 

RLS 방법들 변형이라고 할 수 있다. 그런데, 그림에 

보인 바와 같이 시스템의 출력 z가 잡음에 의하여 오 

염되어 있다고 한다면, LMS나 RLS 방법은 참값으 

로부터 편이된 시스템 파라미터를 구하게 된다. 왜냐 

하면, 위에서 간략히 살펴보았듯이 LS방법은 출력이 

오염된 경우 편이된 해를 구하기 때문이다. 따라서 

편이되지 않은 파라미터를 구하는 적응알고리듬이

그림 1. 적응 시스템식별의 구성도

Figure 1. Block diagram of adaptive system identification.

요구되는데, 본 논문에서는 한 방법으로서 적응 GTLS 

알고리듬에 대하여 논한다.

먼저 GTLS 방법을 ARMA시스템에 적용하기 위한 

formulation 및 그 해법에 대하여 살펴본 후에 GTLS 

방법의 일반 해의 성질에 대하여 논한다. 다음 GTLS 

해의 성질과 행렬역변환정리를 이용하여 GTLS의 적 

응알고리 듬올 제안한다. 제안된 적 응 GTLS 알고리 

듬의 성능을 시뮬레이션을 통하여 검증한다. 그리고 

수학적 해석에 의하여 적응 GTLS 알고리듬의 수렴 

성에 대하여 논하고, 수학적 결과와 시뮬레이션의 결 

과와의 비교를 통하여 수학적 해석의 타당함을 증명 

한다.

n. 일반화된 최소자승법과 일반해

백색잡음에 의하여 오염된 ARMA 모델에 의하여 

모델링된 잡음시스템은, 그림 1을 참조하여 기술하 

면, 다음과 같이 주어진다.

E S 가-; + £ bj Xk-j = 0 (1.1)
i = 0 J =0

= + 아, (1.2)

단, 升는 입 력, 가는 시스템의 출력,

必는 잡음이 섞인 관측출력, 跖는 백색잡음,

까는 AR 계수, 板는 MA 계수, «o= 1,

는 AR 차수 그리 고 q는 M A 차수.

만약 N개의 관측값들을 갖고 있다고 한다면, .즉, 

시간열 k가 1에서 N까지 변한다고 한다면 위의 식을 

벡터 관계식으로 다음과 같이 나타낼 수 있다.

aTZk + bTXk^0. (2.1)

以 = 欢 +아, (2.2)

단, Zk =

■瓦

라-1

Xk

Xkr
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yk-i
,狄= : ,
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.^k-p ,

'2k '

가-1

하負 .

Xk~q , 

ek

^k-\
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yk-p. 

ao .

ax
，a =

dp
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,优

bi 、
그리 고 b . 이 匸｝.

.bq 一

이 때 입력과 잡음이 섞인 출력 그리고 시스템의 차 

수 p와 q를 알고 있다면, GTLS 문제를 ARMA 시 스 

템 식별에 적용하였을 때, GTLS ARMA 식별문제 

는 다음과 같은 식으로 기술될 수 있다.

IIJYIIf subject to ［ Y+4YIX ］［方］=0,

단, y= ； 이고 이다.

위와 같이 정의된 GTLS 문제의 해는 Lar grange 

'multiplier(LM)를 사용하여 쉽 게 풀어낼 수 있는더L 

LM을 이용한 간단한 수학적 계산에 의하여 위의 

GTLS 문제는 다음의 문제와 같음을 보일 수 있다.

Minimizes, b

[aT bT}
R义y
Rxy

laT 矿]

단, = 2 以必气 Rxx = £.xK， 
k *

Ryx ~ Rxy T = 12 y 代
k

위의 문제는 다음의 둥식을 만족하는 최소의 人와 A에 

해당하는 a, b를 구하는 문제와 동일하다［8丄 

(［控 ］ 시"］山］=。

위 등식을 풀면 다음과 같은 GTLS ARMA 보넬링 

의 해를 구할 수 있는더), 참고문헌 ⑻에 따른다

(GTLS ARMA 모델링의 해)

만약 입력, 출력 그리고 입출력간의 공분산행렬(co

variance matrix)을 알고 있다면, 시스템의 AR 파라 

미터는 행렬 Ryy-Ry. 의 고유벡터중 최소

의 고유치에 해당하는 고유벡터로 나타난다. 즉, Ryy 

-R„ 의 고유벡터를 Vo, vi, •••, 力라하고 

고유치를 Ao, Ai, ■■■, 息이라고 하자. 그리고 Ao 2 萄 

N … N 必이 라고 한다면, 毎는 잡음의 파우어 가 되 며 

AR파라미터는 다음과 같다.

〃=丄 v (3.1)
Vpo

단, 。前는 %의 첫번째원소

위 식에서 I加로 나누는 이유는 四二!1의 조건을 만 

족시키기 위해서이다. 러면, MA 파라미터 b는 다 

음의 식으로 주어진다.

(3.2)

m. 적응 GTLS 알고리듬

위의 GTLS 문제 및 해를 고찰하여 볼 때 GTLS 문 

제의 해를 반복적으로(recursive) 구하는 적응 GTLS 

방법의 구현은 행렬 Ryy- Ry. Ry의 고유벡터를 

updating하는 문제로 간주할 수 있다 특호】, 최소의 

고유값에 해당하는 고유벡터를 updating하는 문제이 

다. 임의 행렬이 주어졌을 때 고유벡터를 updating하 

는 문제는 간단한 문제가 아니다. 지금까지 알려진 

고유벡터를 구하는 방법 중에 반복적으로 구하는데 

가장 적절한 방법은 power method(PM)이다［9丄 PM 

은 그 구현이 매우 간단한데 이 방법을 이용하면, 임 

의의 행렬에 대하여 최대의 고유치에 해당하는 고유 

벡터를 쉽게 구할 수 있으며, 그 외의 고유벡터도, 조 

금 많은 계산량이 필요하지만, 구할 수 있다. 특히 원 

점 -이동 PM (origin-shift PM) 방법 ［9］이 적응 GTLS 

문제에 적절히 응용될 수 있다. 그러나, 적응 GTLS 

문제가 주어진 행렬 7?”一에 대하여 최 

소의 고유치에 해당하는 고유벡터를 구하는 문제이 

므로 이러한 방법을 곧바로 적용했을 때 원점-이동 

PM 방법을 최소의 고유치에 해당하는 고유벡터를 

〒하고자 할 때 수렴속도가 매우 느리기 때문에 적응 

GTLS 알고리듬은 수렴속도상 사용하기가 힘들어 진 

다. 그런데 PM이 최대의 고유치에 해당하는 고유벡 

터를 구할 때는 수렴속도가 빨라질 수 있는더), 이는 

최대의 고유치가 다른 고유치에 비하여 상대적으로 

큰 값을 가질 때이다. 그런더L 시스템 식별문제에서 

S/N 비가 크다면 행렬 Ry,-Ryx &广叮珞의 역행렬 

에 해당하는 행렬의 최대고유치는 부가잡음의 역(in
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verse) 값이 되어 다른 고유치 에 비 하여 항상 크게 된 

다. 따라서 행렬 Ryy~RyX 广◎의 역행렬을 吁 

할 수 있다변, 적응 GTLS 문제는 쉽 게 풀릴 수 있을 

것이 디： 그런 더), 다음의 정리는 Ryy - RyX RXX~l Rxy 

의 역행뱔을 쉽 게 구할 中 있도록 하며 이 행렬의 up

dating^ 매우 간든｝하게 구현할 수 있도록 하여 준다.

정린 : 행렬 Ryy — R" RL H行은 다음의 벡터 시 퀀 스 

의 공분산행 렬 이 匸" 즉, 다음 의 벡 터

yk^yk ~Ryx Rxx1 Xk. (4)

를 정의하면, 분산행 렬은 다음과 같다.

COV(yk,効)=Ryy - Ryx Rxx~X Rxy (5)

증명 :

N개의 신호가 주어진 다음의 입출력 행렬을 정의 

하자

X=[xx X2 ... Xx]

¥= [yi yi... y.v 1

그리고 스](4)에 의해 정의된 벡터 시퀀스의 행렬을 

생각하여 보_ 자.

立=Lyi yi... y\~\

그러면 다음과 같이 행렬 Ryy~ Ryx 를 표현

하여 위 의 정 리 를 증명 할 수 있다.

Ryy — Ryx Rxx^1 R

=Y Yl'~YXr(XXr)-{ X Y1'

=p以一 X)r

=w—xQxxqt x)(/—冲(xx^t X) Y

(•.• Xis idempotent)

=(y—yx「(xx)t x)(yf—x「(xX)r x y「)

=(Y~Ryx RL X) (Y-Ryx Rxx~l X)丁

= YYT

=麻

따라서 Ryy~ RyX R广 L&y 는 벡터 시퀀스 那 = 3吁 

-Ryx RL 皿의 공분산행 렬 이 다.

위의 증명에서 U—xXx翌尸 X)는 입력벡터 공 

간으로의 투영행렬(project matrix)이 된다. 따라서 

벡터 5几는 출력 벡터가 입력벡터 공간에 투영되었을 

때의 에러 벡터에 해당한다.

그러면 벡터 儿의 공분산행렬의 역행렬은 역행렬 

레마(matrix inversion lemma)를 사용하여 쉽게 

updating할 수 있다[6丄 이러한 방법은 RLS 알고리 

듬에서의 방법과 같은 방법이다. 이제 PM과 공분산 

행렬 등식 (5)를 이용하여 다음과 같은 적응 GTLS 

(recursive GTLS, RGTLS) 알고리듬을 다음과 같 

이 제안한다.

적응 GTLS 알고리 듬

1. w, I, 人, Ryx(k)f K球t(如 and K务如를 k = 

0일 때 초기화한다. 여기서 벡터 w는 PM방법을 적 

용하기 위한 초기벡터이며, 入눈 forgotten factor■이 

고 I는 PM의 반복수(iteration number)이匸｝.

2. 나。'), &厂")를 update 한다. 다음의 두 식 

을 사용한다.

*

Ryx(k)=人 Ryx(k-l) +：以 x/ (6)

RL(如私以，-1)

_ 人 2 孩厂谯—1) Hh 파『 I)

1 + A,-1 x/ Rxx~1(k~l) Xk
(7)

3. 다음의 식을 이용하여 벡 터 5臨를 계산한다.

yk=yk-\~Ryx(k) R广】(切 Xk (8)

4. 행 렬 爲广(如를 다음과 같이 update 한다.

Ryy~\k)=k~1 Ryfl(k~l)

__ 疽2 晶厂"―])外 j温 尸(如~1,)

1 +A-1 Ryy'^ik — l) yk
(9)
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(10.1)

(10.2)

(11.1)

(11.2)

5. 다음과 같이 PM을 이용하여 고유벡터를 계산 

한다.

do i = l, 1

v = Ryfx(k) w

『爲

continue

6. ARMA 계수를 계산한다.

1 
아=和 w

bk= -R广％) Rxy(k) ak.

7. k를 증가하고 (k = k + l) 단계 2로 간다.

한편, 지금까지의 적응 IIR 필터 문제를 살펴보면 

equation error와 output error formulations] 두 가 

지가 있다[8]. 위의 두 가지 formulation에 기반한 방 

법은 추정된 계수가 편이 된다는 점과 국부적 최소값 

(local minimum) 에 수렴 한다는 두 가지의 단점을 가 

지고 있다. 즉, 시스템의 출력에 잡음이 더하여진 실 

제의 시스템을 고려하면, 위의 두 formulation에 기 

반한 적응 알고리듬은 참 계수 값으로부터 편이된 값 

에 수렴 한다. 또한 output error formulation에 기 반 

한 적웅알고리듬의 에러표면 (error surface) 은 여러 

개의 국부적 최소값을 가지고 있어서 국부적 최소값 

에 수렴할 가능성이 있는 것이다. 이들 지금까지의 

적웅 IIR 필터 알고리듬과 본 논문에서 제안된 적웅 

알고리듬 RGTLS방법을 비교하여 보면, 제안한 방 

법 인 RGTLS알고리듬은 항상 PM방법 의 특성상 최 

적의 해에 수렴하며[6], 입출력 관찰 sequence가 무 

한대로 갈 때 추정된 계수의 값은 편이되지 않는다. 

즉, 편이되지 않은 추정기(unbiased estimator)이다.

IV. RGTLS 알고리듬의 섭동(perturbation) 분석

본 장에서는 적응 GTLS 알고리듬의 근사적인 통 

계적 특성에 대해서 기술한다. 추정된 ARMA 계수 

의 통계적인 편이와 분산이 어떻게 되는지 분석한다. 

다음의 분석은 참고문헌 [9]에서 유도된 가우시안 프 

로세스의 샘플행렬의 고유벡터를 위한 고유벡터의 

근사적 통계와 부록 A와 B에서 유도된 결과를 이용 

한다.

II 절에서 AR 셰수는 나음과 갇이 주어졌다.

이때 祈＞이 샘플행렬 瓦-瓦 1 瓦，의 최소 고유치 

에 해당하는 고유벡터라고 하면, 추정된 AR계수는 

다음과 같다.

瓦•=、一 vp. (13)

VpQ

그러면, N번의 추정결과의 각 AR계수에 대한 평균 

과 분산의 평균은 다음의 두 식에 의하여 주어진다. 

이 두 식 의 유도과정은 부록 A에 있다.

*] =也 +卩 —스2스—(5。_刼伽)
L ZJ~ vpa 十拦。gf沪N '球 v2po '

(14)

그리고

COV[&, a]zw

~ y^1 人》Z (으의으四応으 , Djl Gjm
i (如.一人“2 N Vp{} 彼)

V jm + Vpm Vjl)、 ,,
瘟------ )• (15)

여기서 "는 행렬 Ryy~Ryx Rxx^ R, 의 i 번째 고유 

벡터의 j 번째 고유벡터이다. 위 식에서 평균간분산 

이 O(N「i) 임을 알 수 있다. 그런데

R” — Ryw Rxx ' 묘* y Rs 一一 R*  R*  * Hxy +。； I

(16)

이므로, 만약 잡음이 섞이지 않은 경우의 고유치를 * 

라 하면, 고유치의 성질에 의하여

A•广+ (17)

가 되어 다음의 등식을 얻을 수 있다[8, 9],
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厂「， g 丄 J 光(人; + 兄) 히*"%  Vji V；o 
'■— + V 一一-^―一 (—3------ -T~)

VpQ j =") Ay A VpQ VpQ
(18)

LL 리 고

COV[ a, a]/m

= E[(ai-E[ai~\)(.am—E[_am2')

〜 宁 光(蓦+ 光)Vpl Vpm v^0 + t项〃”* 
N VpQ VpQ

_ 2 ”力(％，Ug + %”，。丿7)) (]9)

한편 추정된 MA 계수들의 평균과 분산은 다음의 

두식으로 주어지는더】, 부록 B에 유도과정이 있다.

£[b]= Ua+ UAa (20)

COVlb, 6] = £[(b-£[6])(6-E[6])]

= UCOVlk,a2 1^' + £[5 Ua^ 3 LP'] (21)

여기서는 AR 계수의 편이이며 즉 Ja = a-E[a] 

이고, 식 (21) 에서 £[<5 UaaT 5 이는

간단히 계산되지 않으며 부록 A에 구체적인 식이 주 

어져 있다. 식 (18), (19), (20) 그리고 (21)에서 다 

음과 같은 사실을 알 수 있다. 적응 GTLS알고리 듬에 

의하여 추정된 ARMA 계수의 편이와 분산은 S/N비 

즉 잡음 파우어가 증가할수록 커 진다. 또한 N이 증가 

할 수록 편이와 분산은 감소하는데, 편이와 분산값은 

1/N에 비례한다. N이 무한대 일 때 편이는 0이므로 

GTLS가 출력이 잡음에 오염된 ARMA의 파라미터 

출력기로서 편이되지 않은 추정기임을 알 수 있다.

V. 컴퓨터 모의실험 결과

본 절에서는 컴퓨터 모의실험을 통해서 GTLS 알 

고리듬을 ARMA 시스템 식별에 적용했을 때의 유용 

성과 제안한 적응 RGTLS알고리듬의 유용성에 대하 

여 검증할 것이다.

본 컴퓨터 모의실험에서는 다음의 ARMA(2,1) 시 

스템[7] 을 대상으로 하였다.

z*=  1.1214z*-1-0.25i*-2  +0.05 x*-0.4r*-i  (22.1)

>V=z* + 아 (22.2)

모의실험에서 입력으로는 백색 가우시안 잡음이 사 

용되 었으며, 부가잡음(additive noise)으로도 가운시 

안 확률분포함수를 갖는 잡음을 사용하였다

A. LS 그리고 TLS와 GTLS의 비교

LS, TLS 그리고 GTLS의 세가지 추정방법이 위 에 

서 언급한 ARMA 시스템의 계수를 추정하는데 사용 

되었다. 100 번의 Monte Carlo 시험이 시도되었으며 

각 500 개의 샘플을 사용하여 시험하였다. 표 1은 추 

정된 ARMA 계수들의 평균과 분산을 보여주고 있다. 

표에서 괄호안에 들어 있는 값이 표준편차를 나타낸 

다. 표준편차는 다음의 식을 사용하여 계산되었다.

var= E[c — E[c~\ ]2

여기서 6는 ARMA 계수중의 임의의 하나를 가리킨 

다. 표 1로부터 GTLS에 의해 추정한 계수들의 편이 

값의 차수가 IO"임을 알 수 있는데, 이는 추정한 시 

도값이 500개의 샘플을 사용했을때와 힐치한다. 표에 

의하면 GTLS의 편이 값은 매우 작아서 무시 할만함을 

알 수 있다. 그러나 LS나 TLS의 경우에 있어서는 추 

정된 계수들의 편이값이 S/N 비가 떨어지면서 급격 

히 증가하는 것을 알 수 있다. 특히 LS 방법에 있어 

서는 추정된 AR 계수들의 값의 편이가 너무 커서 LS 

방법 이 잡음이 섞인 시스템의 추정에 사용될 수 없음 

을 알 수 있다.

한편, GTLS방법에 의하여 추정된 계수들의 분산 

을 생각하여 보자. 표준편차는 S/N 비가 작아지면서 

증가하고 있다. 물론 이 표준편차는 식 (19)와 식 (21) 

를 사용하여 추측될 수 있다. 입력 파우어가 1 이고 

잡음 파우어가 0 일 때, 투영된 출력 에러 벡터들의 

공분산 행렬인 R”-R” 의 고유벡터들과

고유치들은 간단히 계산되 는데 다음과 같다.

%「=[-0.5440, -0.6085, -0.5777],

[0.5264, 0.2886, -0.7997],

险r=[-0.6534, -0.7392, -0.1633],

Afl = 2.1090, Xi = 0.1406 and X3 = 0.0
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표 1. 추정된 ARMA 계수들의 평균과 분산

Table 1. Means and variances of estimated ARMA coefficients.

S/N GTLS LS TLS

30dB al ^1.13143(0.0041) 1.12499(0.0640) 1.12714(0.0099)

a2 0.24997(0.0042) 0.24402(0.0041) 0.24540(0.0103)

b0 0.04988(0.0019) -0.04984(0.0019) -0.04984(0.0025)

bl 0.39979(0.0013) 0.04037(0.0013) 0.39977(0.0016)

24dB al -1.13142(0.0080) -1.10637(0.0076) 1.12624(0.0116)

a2 0.24989(0.0083) 0.22680(0.0079) 0.24438(0.0122)

b0 0.04976(0.0034) 0.04962(0.0038) -0.04971(0.0040)

bl 0.39959(0.0026) 0.39831(0.0026) 0.40045(0.0028)

18dB al -1.13125(0.0156) -1.04049(0.0145) -1.12219(0.0174)

a2 0.24954(0.0160) 0.16653(0.0148) 0.24040(0.0179)

bO 0.04951(0.0077) -0.04898(0.0075) -0.04987(0.0077)

bl 0.39918(0.0052) 0.39457(0.0053) 0.40338(0.0055)

12dB al -1.13143(0.0292) -0.86380(0.0259) 1.0867(0.0336)

a2 0.24930(0.0299) 0.01153(0.0255) 0.22766(0.0343)

bO 0.04500(0.0154) -0.04731(0.0142) -0.05111(0.0160)

bl 0.39811(0.0105) 0.38495(0.0105) 0.41614(0.0109)

6dB al -1.13136(0.0680) -0.59510(0.0344) -1.04300(0.0727)

a2 0.24810(0.0722) 0.18095(0.0322) 0.16708(0.0738)

bO 0.04788(0.0308) *0.03416(0.0257) -0.05703(0.0368)

bl 0.39690(0.0210) 0.37061(0.0264) 0.47831(0.0250)

식(19)와 위의 고유벡터 및 고유치들을 사용하여 

AR 계수들의 이론적 표준편차를 계산하였다. 이론적 

표준편차는 표2에 나타내 보였다. 컴퓨터 모의실험결 

과와 표2의 이론적 표준편차와 비교하여 보면, S/N 

비가 높을 때는 이론치가 실험치와 일치하나 S/N가 

저하되면서 이론치와 실험치사이의 차이가 커짐을 

알 수 있다. 표준편차식 (19)는 타당하다고 볼 수 있 

다. MA 계수들에 대한 이론치에 대한 계산은 하지 

않았는데, 이를 위해서는 다중적분의 복잡한 계산을 

필요로 한다. 하여간 실험대상으로 사용한 시스템에 

대해서는 MA 계수의 분산이 AR 계수의 것에 비하 

여 작음을 알 수 있었다.

표 2. GTLS 방법 에 의해 추정 된 AR 계수의 이론적 분산 

Table 2. Theoretical variances of AR coefficients estim

ated by GTLS method.

S/N al a2

30dB 0.0041 0.0035

24dB 0.0084 0.0072

18dB 0.0176 0.0154

12dB 0.0416 0.0382

6dB 0.1206 0.1182

B. 적응 GTLS 알고리듬의 모의실험결과

식(11)로 주어진 시스템에 대하여 적응알고리듬에 

의한 식별실험을 수행하였다. 모의실험에서 PM을 

위 한 반복횟수는 2로서 작은 값을 사용하였다. 그림 

2는 S/N 비가 6, 18 그리고 30일 때의 ARMA 계수들 

의 편차값을 보여주고 있다. 그림3은 추정된 계수들 

의 참값으로부터의 편이를 보여주고 있다. 그림들에 

서 y축 스케일은 일반지수함수 스케일이다. 표준편차 

와 편이는 50번의 시도로부터 구해진 것이다. 그림들 

은 RGTLS 알고리듬이 매우 빠른 수렴성을 가지고 

있음과 S/N비가 커짐에 따라 편이가 매우 작아지고 

표준편차가 줄어듬을 알 수 있다. 또한 표준편차는 

시도 횟수 N에 비례함을 알 수 있다. 컴퓨터 모의실 

험 A와 B의 결과를 비교하여 볼 때 우리는 N이 500 

일 때의 표준편차와 공분산이 거의 같음을 관찰할 수 

있다. 한가지 적웅 GTLS알고리듬이 초기 적응과정 

에서 추정계수들이 불안해짐을 알 수 있었다. 특히 

S/N비가 낮을 때에 이러한 현상이 생겼다. 이러한 현 

상에 대한 연구가 앞으로 필요하겠고 이러한 경우에 

대처할 수 있는 견인한 방법이 요구된다.
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(b)

(d)
(d)

그림 2. 추정된 ARMA 계수의 편차

(a)ai으】 편차 (b)a?의 편차

(c) 辅의 편차 (d) bi의 편차

Figure 2. Deviations of estimated ARMA coefficients

(a) deviation of 由 (b) deviation of a2

(c) deviation of b0 (d) deviation of bi 

그림 3■ 추정된 ARMA 계수의 편이

0)旬의 편이 (b)&의 편이

(c)bo의 편이 (d)bi의 편이

Figure 3. Biases of estimated ARMA coefficients

(a) bias of 处 (b) bias of a2

(c) bias of bo (d) bias of bi
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C. 적응 GTLS 알고리듬과 RLS（recursive least squ
ares） 알고리듬과의 비교

RLS 알고리듬은 파라미터의 적응추정 방법으로 지 

금■까지 가장 널리 사용되고 있는 방법이匸" 따라서 

본 절에서는 제안한 RGTLS 방법을 RLS 방법 과 간 

단한 비교를 통하여 제안한 방법의 우수함을 보이고 

자 한다. 먼저 우리 는 제 IV 장에서 RGTLS 알고리듬 

의 섭동분석을 통하여 RGTLS/F 편이되지 않은 추 

정기임을 보였으며 （식19）와 （식20）으로 추정된 파 

라미터의 분산을 구한 바 있다. 한편, RLS 추정방법 

의 bias는 만약 지수가중인자（exponential weighting 

factor） 人가 1 이라면[6, p383], LS 방법과 동일하게 

되어 LS 방법의 bias와 동일하다. 따라서 추정반복회 

수가 500 인 경우의 bias는 LS의 결과인 표 1의 추정 

결과와 동일하여, RLS의 경우에는 추정된 파라미터 

의 bias가 S/N비가 증가함에 따라서 상당히 큼을 알 

수 있다. 한편 RLS 방법에서 추정된 파라미터의 상 

관행렬은 다음과 같은 근사식으로 주어진다.

E[（仇一如이 으 一 R—'U, Z） （23）
n

여기서 0 — 破 아〉b° b\ … bqY 死$는 LS방법 

을 풀기 위해 사용되는（Z，+ q +1） X （力+ q+1）의 

상관행렬인데 II장에서 정의한 행렬 R=\¥ ]

L i\xy Kxx J 

에서 첫번째 행과 열을 제외시킨 행렬이고, 즉,

彪,2

Ri.2

Rp+d + 2.2

R2.3 Rz,p + <i + 2

R：3.3 •" R'3,P+<l + 2

Rp + g + 2 + 3,3 Rp + <l + 2.p+<l + 2

이고 虾은 추정 오차의 전력 （power）인데 부가잡음의 

전력이 아니라 LS방법을 사용하여 파라미터를 추정 

했을 때의 오차의 전력이며, EM, Z）은 矿原의 

（Z, Z）원소이다[6]. 이때, LS 추정오차 a?은 다음의 

식으로 구하여 진다.

O2 = [ <Tj2 + <7? ] - r7" Rls^1 r （24）

여기서 r은 행렬 代의 첫번째 행벡터에서 첫번째 원 

소를 제외시킨 벡터이고,。/는 부가잡음의 파우어 그 

리고 <7任는 잡음이 섞이지 않은 출력의 파우어이다.

（식23）으로 주어진 RLS 방법의 수렴특성을 S/N 

비가 6 dB이 고 n이 500인 경 우에 계산하여 보면 표 3 

과 같다. 표 3을 표 1의 결과와 비교하여 보면 n이 

500일 때 （식22）로 주어진 RLS의 수렴특성의 결과 

가 n이 500일 때의 LS의 시뮬레이션의 결과와 같음 

을 알 수 있다. 즉 RLS와 RGTLK의 수렴특성은 표 1 

의 결과를 사용하여 유추할 수 있다. 표 1의 결과를 

분석하여 보면 다음과 같이 정리할 수 있다.

표 3.RLS 방법 에 있어서 추정 파라미 터 의 표준편차 

Table 3. Standard deviation of estimated coefficients by

RLS method

（S/N Ratio =6dB, 반복횟 수 = 500）

파라미터 이론적 표준편차

a0 0.0342

al 0.0342

b0 0.0239

bl 0.0240

S/N 비가 높을 때에는 RLS 방법과 RGTLS 방법 

의 수렴특성이 유사하다. 그러나 S/N 비가 낮을 때에 

는 수렴특성의 측면에서 고찰할 때 RLS의 성능이 우 

수하다. 그러나 RLS의 방법은 상당히 편이된 해를 

구하게 되므로 수렴특성이 좋다고 하더라도 S/N 비 

가 낮을 때에는 사용할 수 없게 된다. 결국 RLS와 

RGTLS의 성능을 비교하여 볼 때 RGTLS의 성능이 

우수함을 알 수 있다.

VI. 결 론

본 논문에서는 GTLS 문제가 ARMA 시스템의 계 

수를 구하기 위 한 방법으로 새로이 적용되 었으며, 적 

응 GTLS 알고리듬이 ARMA 시스템의 파라미터를 

구하기 위한 적응 알고리듬으로서 제안되었다. 또한 

GTLS 및 적응 GTLS알고리듬에 대한 섭동분석이 

이루어졌다. GTLS 및 석웅 GTLS 알고리듬의 성능 

이 컴퓨터 보의실험을 통하여 평가되었다. 실험결과 

GTLS 방법이 잡음이 섞인 ARMA시스템에 대해서 

시스템 계수를 구하는데 계수의 편이와 표준편차의 

측면에서 LS나 TLS 방법보다 우수함을 보였다. 그 

리 고 적응 GTLS알고리 듬이 매 우작은 계수편이 와 항 

상 최적의 해에 수렴하며, 수렴속도가 빠름을 보였다.
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부록 A

본 부록에서는 참고문헌 [6]의 섭동 formulation과 

참고문헌 [9]의 통계학적 결과를.이용하여 GTLS방 

법에 의하여 추정돤 AR 계수들의 의 첫번째 

및 두번째의 모멘트(first and second moment)를 유 

도흥R낸다. 다음의 행렬 E을 정의하자.

R = Ryy — Ryx Rxx ' Rxy (A.1)

Wilkinson's 방법 [6]에 따르면 (p + 1) by (p + 1) 행 

렬 E을 섭동계수 &를 가진 불규칙섭동(random per- 

turbation)으로 표현할 수 있다. 다음과 같다. 단, a 

는 이다.

R=R+(R-R) = R + q B (A.2)

여기서 B는 Hermitian이며, 행렬의 각원소가 근사적 

으로 샘플행렬 瓦, 底와 서로 독립인 평균이 0 

인 불규칙 행렬(random matrix) 이다. 행렬 方는 (p 

+ 1) 개의 고유치와 그에 상응하는 고유벡터를 갖는 

다. 그러면 행렬 f의 가장 작은 고유치에 상응하는 

고유벡터 弟는 다음의 식으로 표시된다[9].

1 p~ 1 />-1

布三(1-■- L 丨借1毎)0+£ t^qvj
Z 7=0 j =0

+ f建訂汕 (A.3)

여기서 t将, 左=1, 2, ... 은 섭동계수들이다. 그러면 1 

번째 AR 계수의 근사값은 다음과 같이 표현된다.

-Vpl 
이 = —— 

0加

1 p-1 p-I p-\
(i-：£丨惜阿d+E増奶z+E

Z / = o J = 0 L。

1 p— I p~i 1>— 1
(1-y L 遂旳。+J 堺q电切

(A4)

위의 식을 Taylor series를 사용하여 전개한 후 兄의 

항까지로 근사시키면 다음과 같이 나타낼 수 있다.

必業-W 心흐뿒 + 如膑뿌

6-1

£堺#J-0

07映 p-l p-\
-E E t强応同

；i=o A=-o

十 £ £ t*  欧 武흐으쏘쓰 ' (A.4)

九=0 >t = 0 히po

f留의 식은 식(A4)을 고유치 문제에 있어 섭동등식 

(perturbation equation)0)] 대입하여 구할 수 있는 

더L 문헌 [10]에 따르면 아래와 같다.

肿— 过으으 
知—Zf

그리고

(A.5)

(” = w B 야 VjH B s _ F " B S B Vp

27 (入厂1如>)2 *=o (、人j — » (시l kp)

(A.6)

(A.7)

추정된 AR 계수의 모멘트를 구하기 위하여 또한 다 

음의 결과를 이용하자[1。丄

E[(AihBA2)(A3hBA4)]

(厶子五々4)(厶犷丑瓦)
N(f

그리고

ViH Rvj = Xidij

그러면 다음의 식과 같이 I 번째 AR 계수의 편이값을 

구할 수 있다.

ES性业 + 史 二쓰』(끄#一捋)
Vpo 仏 gf/N 0烏 t繡a

(A.9)

(A8)

한편 1 번째 AR 계수의 두번째 모멘트에 대한 nt 차 

수의 근사식 은 다음과 같다.

(ai~E\_ a； ]) (aOT—E [ am])=

( V-' 肿 貝 쓰史쓰 +宁 tw a
I - L q —2--- r L E q

7=0 VpQ ，= o 0>O

- E 堺 f 坤 一 % E 比、璀 f 뽀摆
>=° Vpo A = 0 7t = o 〃贞)
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+ 侦 % 惜: 偌: 寧9.쓰 “臨 •
>1=0 >i = 0 VpQ

导 " 으z쓰으2끄 + V1 厂们 n 으쯔
jf * Vp(y 7% - Vfi{)

一 % 堺 q2 业哮끄 一 輦 % 况、总 同 外礬

L。 z知 力=0 >2 = 0 2项

P P— 1

+ E E 总 欧 / "。썩。'如 一 心 (a.io)
>1 = 0 & = () z以

여기서』a, = aLE[&] 이다. 따라서 위의 편이를 구 

할 때 사용한 것과 유사한 방법을 사용하여 다음과 

같은 공분산 행렬을 얻을 수 있다.

COV[a, /]“，，=£[(&-£、[&])(2*-E[& ，」)

=F 必

7-0 g — Xj、* N

,Uf>l 0pm 访o I Ujl Ujm   (〃" 0”” +。切"0jl))

(All)

위의 식 (All)은 차수 N—2 이상의 항을 무시함으로 

써 구하여 진다.

부록 B

부록 B에서는 MA계수들에 대한 첫번째 ：!리고 두 

번째 모멘트에 대하여 기술한다. 식(14)로부터 MA 

계수들은 다음과 같다.

6= -Bzx-1 Rxy& (B.l)

U= _R“T R” 그리고 Z，=" &라고 정의하자. 

그러면 섭동된 MA 계수들은 다음의 식으로 표현되 

어 진다.

b= Lfi=(t7+5t7)(a + i5a)

(B.2)

=Ua + US a + <5 Ua + S U8a

여기서 8U는 행렬 "의 섭동행렬이고 <用는 벡터 &의 

섭동벡터이다. 그런데 행렬。"의 평균은 영행렬이 

고, 벡 터 가 부록 A에 서 정 의 된 B의 함수이 고 B의 

확률밀도함수가 의 함수와 다르므로[11, pp319], 

Ba와 독립이다. 따라서 추정된 MA 계수들의 기대값 

은 다음과 갇이 표현될 수 있다.

£[6] = [7a+ UAa, (B.3)

Ab — b—E\_b\— UAa (B.4)

여기서는 AR계수의 편이값이며 ZB는 MA 계수 

의 편이값이다. 벡터 6—E[硏의 공분산은 다음과 

같이 구하여진다.

COV[ b, 6]=£[(6-£[6])(&-£[6])]

= E[(USa + 6Ua + 6U6a-Jb)

(U6a + 6Ua + 6U5a-Ab)T]

= E[(C7(5a-Ja) +6Ua + 6U6a)

W6a-Aa)+6Ua + 6USa)T] 

(B.5a)

위 식에서 兴와 6U7\ 서로 독립임과 섭동에 대한 3 

차 이상의 항을 무시하면 다음과 같은 식으로 정리할 

수 있다.

COV任,6]

sE[ [/(5a-Ja)(5a-Ja)r If ] + E[6Ua aT 6 If ]

= UCOV[a, a] Ur + E[6Uaar S lA] (B.5b)

그리고

E[6 UaaT 6 UT2

=件 UaaT 3 UT fiv„^U\T} fT(T) dTdU

" (B.6)

여기서

f^U\T =

exp(—tr Td U(Ryy— Ryx J?XX 1 Rxy)1 B U「)

(2兀)0 + ])(力+1)/2 I 广1|(0+1)/2 I 爲，—瓦 &广]RJS + D/2

(B.7) 
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h =

\ T|<，s"exp( 一 3一 切 &厂 T)

<t+1 1
2-V(<M 1>/-710, + 1>/4 | ^|572 n p[—(N+1-?)] 

—i 2
(B.8)

이다UH. 위의 식 (B. 5)에서 MA 계수의 공분산식 

도 N—1 의 근사식 임을 알 수 있다.
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