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요 약

이 논문에서는 신호원의 도착 방향을 추정할 때에 쓰이는 영 스펙트럼의 일반화를 생각하였다.일반화된 영 스펙트럼의 상 

하한 곧 최대 영 스펙트럼과 최소 영 스펙트럼을 얻었고, 최대 영 스펙트럼이 다중 신호 분류 영 스펙트럼이나 Min-Norm 

영 스펙트럼과 같은 것을 포함하는 다른 영 스펙트럼들보다 해상 능력이 좋음을 알았다 컴퓨터로 모의 실험을 하여 여 可 영 

스펙트럼의 해상확률을 얻었는데 이로부터 최대 영 스펙트럼의 뛰어난 해상 능력을 확인할 수 있었다.

ABSTRACT

A generalization of null-spectrum for use in the estimation of directions of arrival of signal sources is considered in 

this paper. The upper and lower bounds of the generalized null-spectrum, the maximum and minimum null-spectra, 

are also derived. We observe that the maximum null-spectrum has higher res이ution capability than other 

null-spectra m시uding the two w이 1-known null-spectra, the m니tiple signal classification (MUSIC) and Min-Norm 

null-spectra. Through computer simulation the probabilities of res이ution of various null-spectra are obtained, from 

which we confirmed the resolution capability of the maximum null-spectrum.

I•머리말

협대역 다중 신호원의 위치를 추정하는 한 방법으 

로 고유구조에 바탕을 둔 영 스펙트럼이 (null-spec- 

trum) 제안되어 널리 쓰이고 있다 [1,2]. 고유구조에 

(eigenstructure) 바탕을 둔 영 스펙트럼은 부공간분 

해라는 (subspace decomposition) 공통 특성을 갖는 

다. 부공간분해란 배열 출력의 공분산 행렬의 고유값 

을 써서 고유벡터를 신호 부공간과 잡음 부공간으로 

나눌 수 있다는 것이다. 신호 부공간과 잡음 부공간 

은 신호의 도착 방향을 추정할 때에 중요한 역할을 

한다. 특히 다중신호분류와 (multiple signal classi

fication : MUSIC) Min-Norm 방법은 신호원의 위 

치를 추정할 때 많이 쓰이는 방법인데 이들은 모두 

부공간분해에 크게 의존한다. 신호 부공간과 잡음 부 

공간은 서로 직교하는 공간인데 이 성질을 써서 신호 

의 도착 방향을 추정 할 수 있다.

이 논문에서는 MUSIC 영 스펙트럼, Min-Norm 영 

스펙트럼, 二〔리고 가중 MUSIC 영 스펙트럼과 [3] 산 

은 것을 특별한 경우로 포함하는 일반화된 영 스펙트 

럼을 정의한다. 二l다음에 이 일반화된 영 스펙트럼의 

상하한을 얻어서 이들로부터 해상 능력이 뛰어난 영 

스펙트럼 몇 개를 정의하였다. 그뿐만 아니라 이들을 

적절히 정규화하여 가중 MUSIC 영 스펙트럼의 성 

질도 몇가지 얻었다.

n•기본이론

이득이 (gain) 1인 수신기 L개로 이루어진 배열 수 
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신기를 생각해 보자. 협대역 신호원의 위치를 찾는 

문제에서 표준 관측 모형을 다음과 같이 가정하자 :

y(t) = A x(t) +n(t), t = l, 2.......N. (1)

여기서 Lxl 복소 벡터 공간을 cm로 쓸 때, y(t) 

wCLxi은 배열 출력 벡터이고, x(t)wCMM은 신호 

원 벡터이며, 평균이 1이고 공분산 행렬이 *1  인 가산 

성 잡음 n(t)는 신호와 상관관계가 없다고 가정 한다. 

한편 (1)에서 행렬 A는 LxM (L>M) 복소 행렬인 

데 1번째 신호의 도착 방향을 企라고 할 때 다음과 같 

은 꼴을 갖는다.

A=[a(0i), a(02)» - » a(0M)].

여기서 a(0i) eCLxi는 돌림 (steering) 벡터 또는 전 

달 (transfer) 벡터라고 한다.

신호원이 비동조이고 (noncoherent), n(t)가 백색 

잡음이며, 신호 시계열과 잡음이 모두 복소정규확률 

변수라면 y(t)의 공분산 행렬은 다음과 같다.

Ry = ARxAH + a2I. (2)

여기서 H는 Hermitian이다 佬, AH = (A*)T 이고 *와  

丁는 각각 켤레 복소수과 전치를 나타낸다).

출력 벡터 y(t)의 공분산 행렬 Ry의 고유값을 큰 

것부터 늘어 놓은 것을 為 2 / 2 ... N 如1 2 Am+i = 

园+2 = ...=>l 이라 하고, 如게 대응하는 정규화된 

고유벡터를 e,, 1 = 1, 2,..., L,이라 하여 크기가 Lx 

M이고 Lx(L-M)인 두 행렬 S = [ei, e2,..., eM] 

과 G = [cm+i, eM+2 ei]을 생각하자.

이제 다음과 같이 D(0)를 정의하면,

D(0) =aH(0)GGHa(0). (3)

이 함수 D(0) 는。가 어떤 값을 갖더라도 음이 아니며 

06®, © —{Oi, 0m}, 에서만 0이라는 것을

[4]에서 보였다. 그러나, 실제로 우리가 쓸 수 있는 

것은 Ry의 추정 값인

毎=■咨 f y(t)yH(t) (4)
IN t=i

로부터 얻을 수 있는 S와 G의 추정 값인 &와 <5이 다. 

이 추정 값 &와 ©을 쓰면 MUSIC 영 스펙트럼 fMU (0) 

는 다음과 같이 정의되는데

fMu(0)=aH(0)GGHa(0), (5)

이 영 스펙트럼 fMU(0) 는 일반적으로 0E0 근처에서 

극소점을 가진다.

한편, MUSIC 영 스펙트럼을 변형한 것 가운데의 

하나가 Min-Norm 영 스펙트럼이다 [2丄 이를 좀더 

자세히 살펴보자. 를 추정하고자 할 때 다음을 

만족시키는 벡터 q=[qi, q?.......也卩를 생각하자.

aH(0)q = O, 0G0. (6)

첫째 원소가 1이고 원점부터 유클리드 거리가 최소라 

는 조건 아래에서 얻은 [2] 벡터를 qMN이라 하면 

Min-Norm 영 스펙트럼을 다음과 같이 정의할 수 있 

는데

fMN(0) = I Qmn I2, (7)

여기서 敬!N=dGGHuMN은 qMN의 추정량이며 h = 

[u3n&3humn]t이고 UMN = [1, 0, . . . , 0]T이다.

Min-Norm 영 스펙트럼은 가중 MUSIC 영 스펙트 

럼으로도 [3] 생각할 수 있는데 가중 MUSIC 영 스 

펙트럼은 반양치 (positive semidefinite) 행렬 W로 

다음과 같이 정의된다.

fw(0)=aH(0)GWGHa(0). (8)

皿. 일반화된 영 스펙트럼

이 절에서는 신호 도착 방향을 추정할 때 쓸 수 있 

는 일반화된 영 스펙트럼을 정의한 다음, 가까이 있 

는 두 신호를 분간하는 데에 이 일반화된 영 스펙트 

럼에 속하는 몇가지 영 스펙트럼을 쓸 수 있음을 보 

인다. 그리고 MUSIC 영 스펙트럼이 이 일반화된 영 

스펙트럼의 한 보기임을 보인다.

먼저, 다음과 같은 초평면을 (hyperplane) 생각해 

보자.

M ，、
V(0)={£(0) :£ |ai(0)|2/?i(0)=aH(0)GGHa(0), 

i=l

卽0)20}. ⑼
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여기서 尸(。) = [角⑹, 角(0)....... /9m(0)]t이고, 成))

= 术(0)&이며 G는 표본 잡음 부공간이다. 71러면 

일반화된 영 스펙트럼 f(们를 다음과 같이 쓸 수 있 

다.

f(0) = rT(们伙们，r(们 NO, 8(f))ev(8). (10)

이때 r(0)NO은 벡터 r(0)의 어떤 원소도 음이 아닌 

실수임을 뜻한다. 간단히 말하면 일반화된 영 스펙트 

럼 f(0)=V^,1 r,(们卽0)는，&⑹, 1 = 1, 2, .... M 

와 영이 아닌 가중값을 곱하여 더한 것이다. 한편, 가 

중 벡터 r(0)는 일반화된 영 스펙트럼의 특성을 결정 

하므로 이를 정하는 문제는 매우 중요한 것이다.

성질 l：e, = e,, i = l,2........L이라 하자. f?e® 이면

碰)=0, i = l,2........M, (11)

이고,。缶 ®이면 卽。), 1 = 1, 2........M, 가운데에 서

적어도 하나는 양의 실수이다.

성질 1이 말하는 바는 음이 아닌 함수 f(0)가 e,= 

e,, i = l, 2, L이면 Oe®일 때에만。이라는 것이

므로 (10)으로 정의된 일반화된 영 스펙트럼 f(们로 

신호 도착 방향을 추정할 수 있다는 것을 알 수 있다.

성 질 2 ： 음이 아닌 벡터 r(0) =rMu(0) = [ !«)((*)  !2, 

|«2(0)12........ Iom(0)F]t를 생각하면 일반화된 영

스펙트럼은 MUSIC 영 스펙트럼이다.

한편, (8)에 나타난 가중 행렬 W로 정의되는 어떠 

한 가중 MUSIC 영 스펙트럼도 (Min-Norm 영 스펙 

트럼을 포함하여) r(0)를 다음과 같이 두면 일반화된 

영 스펙트럼임을 알 수 있다.

r(&) =rw(0) = ( 7/)tmu(0). (12)

tMU(仞

그러면 이제 가중 MUSIC 영 스펙트럼이 아닌 일 

반화된 영 스펙트럼의 특별한 경우 두가지를 소개하 

고, 그 가운데 하나가 가까이 있는 두 신호를 분간할 

때에 매우 쓸모있음을 보이고자 한다.

가중 벡터 r(0) = [l, 1........ 1卩로 하고, 다음과

같은 두 문제를 생각해 보자.

최대화 문제

max(£ &(。)) 
L1

subject to £(9)eV(9)

최소화 金제

min (V B\W)
Li

subject to S(0) e V(0)

위의 두 문제에 대한 답은 쉽 게 얻을 个 얏I匸k 再, 

최대화 拦-제의 목적함수와 최소화 足제의 목적함수 

를 삭삭 侖期(。)와 fmmS) 라 한다민 이늘은 다음과 

갇다.

驴(们汐涂)
fmax(O)— - ■：----- (13)

mmiuiMM 丨“!(。)卜

오｝-

fmm(0)=_-.............. .一. (14) 

이 제 일반호｝된 영 스멕드러의 정计히■들- 생 각해 보사.

奇)=느쁘 h • <15)

여기서 f(。)는 일반화된 영 스펙트럼이고 k111은- 

Lnorm 이다.

성 질 3 ： frnax(^)=fmax(0) (16)

了L리 고

fmin(。)= fmm(0). (17)

정거'화된 fMU(0)를 代以(。)로 쓰면, 어떠한 상수 S 

에 대 홍H서도 fMu(O) 구£s fMU(0), 임 을 누

여겨 보아 두자. 이제 성질 4에서 정거1화된 가중 

MUSIC 영 스펙트럼의 눈여겨 날바한 성질 하나를 

알아보자.

성질 4:0가 어떠한 값을 갖더라도 fMU(仞, fMN(。), 

fw(。) 가 0보다 크면 정 计화된 가중 MUSIC 영 스페 

트럼 fw(们는 행렬 W와 상관이 없다. 곧 어떠한 반양 

치 행렬 W에 대하여도 다음과 같다.

£mu(。)=£mn(。)=島(0). (18)
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IV. 모의실험과 토의

배열크기 L이 10, 신호원수 M이 2, 두 신호원 방향 

은 15°와 17°, 신호대 잡음비는 20 dB라고 하자. 표본 

공분산 행렬은 100개의 독립적인 자료에서 얻었고 가 

산 잡음은 백색정규잡음이라 가정했으며 신호와 잡 

음은 모두 결합 복소 정규 확률 변수라 하였다. MU

SIC, Min-Norm, 최대, 최소, 네 영 스펙트럼의 역을 

그림 1에 보였다. 그림 1(a)와 그림 1(b)에 각각 

MUSIC 영 스펙트럼 의 역과 Min-Norm 영 스펙트럼 

의 역을 다섯번 그렸는데 신호원 수가 둘인데도 15° 

와 17° 사이에 꼭지점이 하나만 보인다. 이는 두 신호 

원이 완전히 상관관계가 없을 때에도 MUSIC 영 스 

펙트럼과 Min-Norm 영 스펙트럼이 가까이 있는 두 

신호원의 도착 방향을 알아내지 못함을 뜻한다. 그림 

1(c)에는 최소 영 스펙트럼의 역을 다섯번 보였는데 

그림 1(a)나 1(b)와 마찬가지로 최소 영 스펙트럼도 

두 신호원의 도착 방향을 알아내는 데에 쓸 수 없음 

을 알 수 있다. 그러나, 그림 1(d)에서 최대 영 스펙 

트럼의 역이 두 신호원의 위치 15°와 17°에서 꼭지점 

을 가짐을 볼 수 있다. 그러므로 최대 영 스펙트럼이 

다른 영 스펙트럼보다 더 나은 해상능력을 가지고 있 

다고 할 수 있다.

가까이 있는 두 신호원을 분간할 때 여러 영 스펙 

트럼의 해상 성능을 견주어 보는 또 다른 방법으로 

그림 2에 신호대 잡음비와 해상 확률을 (probability 

of resolution : PR) 그렸다. 여 기서 두 신호원의 도 

착 방향을 伉과라 하고 9m =(01+ 02)/2라 할 때 

해상,확률은 다음과 같이 정의된다 [51.

PR = Pr{f(伉)Mf(0m) 그리고 f(02)Mf(Om)}. (19)
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그림 1. 신호도착방향이 15°와 17°일 때 여러 영 스펙트럼 

의 역

Figure 1. Inverse of various null-spectra when the two 

DOA's are 15° and 17°.
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그림 2. 여러 영 스펙트럼의 해상확률(점선 /g： 쇄선 一 

/ l/.V : 실 선 - /.VI', /mil! , / in )

Figure 2. Probability of resolution for various null- 

spectra

(dotted line '/mlx : dashed line - /1)A ; solid line

그림 2에서 두 신호원은 상관관계가 없고, 도착 방 

향은 15°와 17°이며 잡음은 백색 잡음이라 가정하였 

다. 그림 2의 각 -：¥선은 2 dB간격으로 얻었고 각 점 

은 500번을 시 행 하여 얻었다. 해상 확률 기준으로 보 

아서도 최대 영 스펙트럼의 해상 능력이 다른 잉 스 

펙트럼보다 나음을 알 수 있다.

"맺음말

참 （true） 공분산 행렬의 고유벡터와 표본 （sample） 

공분산 행렬의 고유 벡터로 만들어지는 교란 （pertur 

bation） 행렬을 써서 일반화된 영 스펙트럼을 정의하 

기 위해 초평면을 도입하였다. 일반화된 영 스펙트럼 

의 상하한을 유도하여 각각을 최대, 최소 영 스펙트 

럼이라 하였다. MUSIC 영 스펙트럼과 Min-Norm 

영 스펙트럼은 잡음 부공간만으로 정의되지만 일반 

화된 영 스펙트럼은 신호와 잡음 부공간 모두에 바탕 

을 두고 정의되었다.

컴퓨터 모의 실험으로 여러 영 스펙트럼의 해상 확 

률을 얻었고, 이것으로부터 최대 영 스펙트럼이 다른 

영 스펙트럼보다 뛰어난 해상 능력을 가지고 있음을 

보였다. 보기를 들면, 같은 해상 확률을 얻고자 했을 

때 최대 영 스펙트럼이 필요로 하는 SNR이 다른 영 

스펙트럼이 필요로 하는 SNR보다 20-30dB 쯤 낮다 

는 것을 알 수 있었다.
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