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싫 대수 G 다양쐐외 부흉챔 집협의 청규생에 대하여

서 동 엽

1. 서폰

아답한 (compact) Lie 군 G 가 매끈한 (smooth) 다양채 M 애 매끈하채

작용 (smoothly act) 활 때 입외외 밭힌군 H 드 G 의 l휴동첨 집합 MH =
{x EM I 모든 hEH 액 대해 hx = x} 충 칼옹 차훨의 연결요소 (connected

components) 의 합 집합용 때끈한 다양채이다， [Br]. 한편 염외외 쟁규 싫 또

는 확소 대수다양체 (nonsingular real or complex algebraic 뼈riety) 는 때

꾼한 다양체이다， [Wh]. 역￡로 혜끈한 다양채인 홉소 대수다양채는 갱규척이다，

[Mi]. 따라서 정큐 확소 대수다양채얘 군 G 가 대수척요로 작용한다면 입왜외 활

힌군 H 드 G 외 부동챔 접합총 갑은 차현의 연결요소의 합집합용 정규 복소 대수

다양채업윷 엽채 알 수 었다.

그러냐 얼반책으로 매끈한 질 대수다양체가 챙규척인 것올 아니다， [Mi]. 따라
서 정규 실 대수다양체에 군 G 가 대수척으로 작용한다면 업외외 탈힌군 H 드 G

외 부동첨 집합총 갑용 차원의 연결요소외 활집합옴 갱규 대수 다양체인가 하는 질

문윷활수었다. 본논품애서는이 질문얘 대한답이 공청책인 것옳밟히고자한다.

측’

정려 . 아당한 (compact) Lie 군 G 가 정규 싫 대수다양체에 대수적으로 작용

한다먼 임의의 닫힌군 H 드 G 의 벌동점 집합 종 같은 차원의 연쩔요소의 합집합옹

정규 실 대수다양체이다.

이 정리의 종명을 위하여는 주어진 G 셜 대수 다양채훌 확소화 한다. 북소 대

수다양체에서는 매끄러울과 정규성이 강으므로 휠하는 결과훌 북소 대수다양채얘서
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얻온 다옴 다시 이 복소 대수다양체의실수부분올취함으로써 설 대수다양체에서의

원하는 결과률 얻는 방법옳 사용하였다.

2.대수 다양채의 기본 성질

본 철에서는대수 다양해외 몇가지 기본척 정질 폭히 정규정애 대하여 논하고자

한다. 또한 군이 대수다양체에 작용한다는의미와 이에 따혼 몇가지 초보척 사실들

얘 t휘해 논하뾰자한다.

우션 군의 작용이 없올 때 (족， G = 1 ) 률 생각하자. 채 (field) F 률 R 또는

c 라하자.

정의 . 부푼공간 V c Fn 이 대수 다양체 (algebraic 쩌xiety) 란 V 가 Fπ

애서 정의펀 다향식 합수률의 모업외 공용 해집합힐 때훌 활한다. 훨요얘 따라 F
가 R 또는 c 얼 경우 각각 설 대수다양채 또는 복소 대수다양채라 한다. 대수다양

채가 불가분 (irreducibIe) 이한 진 부분 대수다양채의 합집합흐로표시합 수 없율

때롤 이론다. 입의의 대수다양체 V 는 불가분 다양채의 합접합 V =SlU … USk

로 표시할 수 있고서로다론 i 와 j 에 대해 Sj i Sj 라는 조건하애서는이와 갚운

표현이 유일하다([HaJ Proposition 1.5 창조). 이 경우 Sj 틀율 V 의 불가분 요소

라한다.

정의. 대수다양체 V c Fn 가 X E V 에서 d 차윈 점규적 (nonsinguIar) 이

란 다옵율 만족하는 척당한 다항식 ql ,... ,qn-d E I(V) 가 폰쩨하는경우훌 말

한다.

(1) 척당한 ￡ 의 Fit 내에서의 근방 U 에 대해 vnU = Unq1l(O)n···n
q감d(O)

(2) 행혈(EJqj(x)j8Xj)의 X E V 애서의 rank 는 η -d 이다.

정의. 대수다양채 V 외 차윈옴 dimV=max{dfd 차원 정규척안 x E V가

존재 } 로 정의한다.
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청의. 대수다양체 V 에 대해

Nonsing l' = {a‘ E Y I .r 가 dim\! 차원 정규적}

Sing F = " - Nonsing V

로 정의하고 Nousiug l' 와 SingF 를 각각 V 의 정규집합과 욕이집합이라 한다.

Nonsing l' = 1’ 이면 I ’ 를 정규적이라 한다.

F" 상의 다항식 환 F[a'! , ’‘T
1l

] 의 ideal I(1η다항식의 모임으로 정의하자. Hilbert basis 정리에 의해 I(V) 는 유한개의 다항

식에 의해 생성된다. 집합 {g} , , gd 올 IOη 의 임의의 생성원 (generator)

집합이라하고 다옴올 정의하자.

rk':'(l ’ )=kx lI 행렬 (Dg;/ fh‘ j) Ix 의 rank

rkF(F) = m <lx{rk':'(F) I J.‘ E F}

1,0 = {‘t' E γ | 1lJ(1 ’) = rl-f(V)}

1'- = 1’ -1 ’ U

위의 정의들이 생성원의 선택에 불변함옹 쉽게 알 수 있다. 위의 정규성의 정의

는 [Mi] 나 [\Vb] 에서와는 약간 다론점에 유의 바란다. [Mi] 나 [\Vh] 에서는
1'0 를 정규집합 1'- 를 톡이집합으로 정의하고 있다. 그러나 우리의 정의가 좀

더 위상적 직관에 가깝다 할 수 있다. 즉，1'1 과 1z 가 각각 정규 대수 다양체이며

dim VI < 이III 꺼 이 라 하자. 만약 F = V1 U꺼 이 라 하면 NoIlsing V = V2 - 꺼

이지만 1' 0 = F1 - l/z 이다 한편 F O
는 dimV 차원의 매끈한 다양체이고F

는 대수다양체가된다，[Wh].

다음의 기초정리들옹 Nonsing( ·v )와 V。 그리고 Sing(V) 와 \!- 간의 관계

를 설명한다.
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기초청리 2. 1. ([AK] Proposition 2.2.5) 불가분 대수다양체 VcFn 얘 대

해

(1) Nonsing( V) = VO =f. 0

(2) dim V =11 - rkF(V)

(3) Sing(V) = V-

(4) 임의의 불가분 부분 대수다양체 W 둘 V 에 대해 dim(W) < dim(V).

口

기초청려 2.2. ([AK] Proposition 2.2.6) 대수 다앙체 V 에 대해 이의 정규

집합 Nonsing(V) 놈 공집합이 아니다. 또한 xEV 가 d 차원 정규적이기 위한

필요 충분조건은 x :n v 의 단 하나의 불가분 요소 S 의 정규집합 Nonsing(S) 에

들어가고 dimS = d 이다. 口

따륨 청리 2.3. 임의 대수 다앙체 V 에 대해 Nonsing(V) 논 매끈한 다앙체이

다. 따라서 모든 정규적 대수 다양체논 매끈한 다앙체가 된다. 그리고 Sing(V) 논

대수다양체이다.

총명: Implicit 합수정리애 의해 Nonsing(V) 는 실째로 analytic 다양채가

완다. 따라서 Sing(V) 가 대수 다양체가 됩올 보이면 된다. V = S1 u··· U Sk

라 하고 Si 들올 모두 불가분 요소라 하자. 그러면 dim V = max{dim S;} 이고

Nonsing(V) = U (Nonsing Si - U 와)
dim Si=dim V i:¢j

따라서

Sing(V) = ( U Si) U( U Sing(Si» U(U(Si n Sj»
dim Si <dim V dim Si=dim V i:¢j

한현 SingeSi) = sf 는 대수다양채이고 유한재와 대수다양체의 합접합올 역시 대

수다양채이므로 Sing(V) 는 대수다양체이다. 口

워 정리의 역옴 F=C 일 때는 다옵과 갈이 정립한다.
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기초청리 2 .4. ([Mi] 13 쭉 참조) 불가분 d 차원 복소 대수다앙체 의 한 접 근

방이 매끈한 다앙체이먼 그 점은 d 차원 정규적이다. 디

그러나 F=IR 인 경우 그 역옹 성립하지 않는다.

보기 2.5: F = {(.l ‘ 1 y) E IR사 y3 十 2감ν - 년 = O} 응 매끈한 다양체이

지만 정규적옴 아니다. ([~Ii] 12 쪽 Example C 창조)

이제부터 군의 작용이 있는 경우롤 생각하자.G 롤 아담한 Lie 군이라 하고 Q

롤 G 의 직교표현 (orthogonal representation) 이라 하자. 여기서 우리는 칙교

표현을 군 G 가 직교 변환 (orthogonal transformation) .2...로 작용하고있는유

클리드 공간 1R" 으로 생각한다.

정의. 집합 \. C a 가 실 대수 G 다양체란 Y 가 [2 = IR" 내에서 쟁의되는

실 대수다양체 로서 G 의 작용에 불변인 집합 (즉 모든 xEV 와 9 E G 에 대해

g(x) E V) 을 말한다. 이 경우 우리는 군 G 가 실 대수다양체 V 상에 대수척￡로

작용한다고한다.

아담한 Lie 군 G 가 매끈한다양체 .H 상에 매끈하게 작용하는 경우 임의의 닫힌

부분군 HcG 의 부동점 집합 .I f f{ 는 매끈한 다양체의 떨어진 합집합 ( disjoint

union) 이된다. 만약 G 가 정규척 실 대수다양체 V 에 대수적으로 작용한다면

당연히 그 작용은 매끈하고 따라서 I" J-I 는 매끈한 다양체의 떨어진 합집합이 된다.

그러나 매끈한 실 대수다양체가 꼭 청규적일 필요가 없기 때문에 (보기 2.5) V H

가 정규적 대수다양체의 떨어진 합집합인지에 대한 물옵이 자연스럽다.

기초청리 2.6.

(1 ) 유한개의 (같은 차윈의 정규) 실 대수 G 다앙체의 (떨어진) 함집합은 (정

규) 실 대수 C 다앙체이다.

(2) 임의의 실 대수 G 다앙체들의 교집힘은 실 대수 G 다앙체이다.

(3) 유한개의 (정규) 실 대수 G 다앙체의 cartesian 곱은 (정규)실 대수 G
다양체이다.
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(4) 싫 대수 G 다양체 V 와 G 의 임의의 뿌분군 H 때 대해 후동점 집합 VH

는 싫 대추 NH/H 다양체이다. 어기서 NH eH 의 normalizer 이

다.

충명: (1) , (2) , (3) 의 경우 이풀이 대수다양채가 펀다농 것용 대수기하학외

기본적 사질이다. 한편 각각의 다양채률이 G 률번이므로 당연히 이들의 합집합 교

잡합 C따tesi때 곱도 G 옳변이다. 한편 유한개외 같용 차현의 정규 질 혜수다양채

외 훨어진 합집합올 정의에 외해명백히 정궤적이다. 함협 vH =n.εII Vh oJ 다.

여지서 V h = {x E V I hx = x} 이고 이것용 대수척 다양채이다. 따라서 (4) 도

생협한다. 口

3. 켈 대수다양체외 복소화

본 철에서는쉴 때수 G 다양체의 복소화얘 대해 다환고자 한다. 집합 V 훌 군

G 의 칙교표현 Q 에서 정의펀 실 대수 G 다양채라하자. 집합% 훌 G 의 복소표

현 f2 ®mC 애서 정의되는 V 률 포함하는 최소의 북소다양채라 하자. 여기서 우리

는 Q 가 f2 0mC 애 셜수 부환으로포항된다고생각한다.이때 Vc 훌 V 외 복소화

(complexification) 라 한다.

기초청리 3. 1. ([\iVh], 8 절 참조)V 롤 실 대수 다양체라 하고， ViC 롤 V 의

뿜소화라하자. 그러면

(1) I(Vc) 논 I(V) 안의 다항식으로생성되논북소 ideal 이다.

(2) ViC n n = V

(3) ViC 의 불가분 요소를 낀*(i=1 ， ... ,k) 라 하언 κ = 낀* n f2 (i =
1, ... , k) 눈 V 의 불가뽑 요소가 되고 (Vi)c = ，깅* 가 띈다.

(4) 임의의 z ε V 에 대해 rk￥(V) = rk~(Vc) 이다. 口

보조정리 3.2. V 롤 싫 대수 G 다양체라 하고， Vc 훌 V 의 북소확라 하자.

그러먼

(1) ViC 논 G 불번이다.
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(2) 만약 V 가 불가분이먼 ViC 도 억시 불가분이다.

(3) V 가 I 에서 (실 ) d 차원 정규적이기 위한 필요충분조건은% 도 x 에서

(북소) d 차왼 정규적이다.

충병: (1) V 7} G 불번이므로 모든 g ε G 에 대해 집합 gVC = {gx I x E

Vel 는 V 률 포항하는 북소 대수다양체이다. 그러므로 2.6 (2) 에 의해 V n 9ViC

는 V 롤 포합하는 복소 대수다양체이다. 한편 복소화의 정의에의해 % 가 V 훌

포함하는 유일한 최소의 복소 대수다양체이므로 ViC ::::: gVC 이다. 따라서 % 는 G

불변이다.

(2) ViC 가 불가분이 아니라고 하자. 그러연 ViC 는 불가훈 요소 들의 합집합

Ve = Vt u··· u ~캉 로 표시할 수 있다. 모든 i = 1, ... ,k 에 대해 vi 훌 낀* 의

실수부분 V;* n n 로 정의하자. 그러면 Vi 는 3.1 (3) 에 의해 V 의 불가분요소이

다-

(3) 한점 x E 11 가 d 차왼 정규척이라 하자. 이 정이 % 에서도 d 차원 정

규척임을 보이기 위해서는 2.2 에 의해 I 가 Ve 의 차원이 d 인 단 하나의 불

가분 요소의 정규집합에 들어감을 보이면 된다. x E V 가 d 차원 정규적이기

때문에 차원이 d 인 단 하나의 불가분 요소 S 의 정규집합 속에 들어간다. 흑

I ε Nonsing(S) = Su. 3. 1. (4) 에 의해 l댐(5) = rk￥(5) = rk~(Sc) 이고，

I(Sc) = I(S) 0 lPl C 이므로 1'1뀐 (Se) = rkC(Se) 이다. 따라서 (2) 에 의해 Se

가 불가분이므로 :r E S~ = Nonsing(Sc). 만약 이와 갑을 또 다른 불가훈요소

T* 가 존재한다면 3.1 (3) 에 의해 T = T*nn 는 V 의 불가불요소가 펀다. 한펀

x 7} V 에서 d 차원 정규척이므로 T=S 이고 따라서 T* = SiC 이다. 이로써 V

가 a’ 에서 d 차원 정규적 이변 % 도 I 에서 d 차원 정규척 이 다. 역으로 % 가 $

에서 d 차원 정규척이변 앞에서와 비슷한 방법에 의해 V 7} x 에서 d 차원 정규척

임을보일 수 있다. 口

4. 부통캠집합의 정규성

본 논운의 주된 정리는 다옴과 같다.
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정리 4. 1. G 룰 아담한 Lie 군이라하고 Q 를 G 의 직교표현이라 하자.V 롤

n 안애서 정의되논 정규 실 대수 G 다앙체라 하자.H 롤 G 의 닫힌 부분군이

라 하자. 그러면 임의의 자언수 m, 애 대해 vH 의 m 차원 언컬요소들의 합집합

C(m) 도 Q 에서 정의되논 정규 실 대수 NHIH 다양체가띈다. 어기서 NH 논

H 의 normalizer 이다.

우션 다옴올 알아툴 필요가 었다.V 의 북소화 Ve 는 3.2.(1) 애 의해 G 불변

이고 이 때의 I쏘 상의 G 의 작용용 V 근방에서 매끈하다. 따라서 이외 H 에 의한

후홍챙칩합 l상f 는 VH 근방에서 배끈한 다양체가 완다. 본 정라의 충명올 위혜

다옴 보조정리가 휠요하다.

보쪼정리 4.2. VH = C(mI) U... UC(md (771. 1 > ... > mk) 라 하자.

그러언 모든 i=l , ... , k 에 대해 C(m;) 논 VH 의 mi 차씬 정규 불가분 요소

들의 필어진 합집합이다. 따라서 모든 C(m;) 는 정규 대수다앙체가띈다.

종명: dim lIH = 771. 1 이므로 VH 의 771. 1 차훤 불가분요소는 폰째하고 이

것옴 C(mI) 의 연결요소들올 포항한다. 그러한 불가분요소 S 훌 생각하자. 만

약 S 가 청규척이 아니라면 3 ‘ E SingeS) 가 혼재한다. 그러연 3.2 (3) 애 의해

x E SingeS，ε) 이다. 따라서 2.4 애 의해 Sc 는 I 근방에서는 매끈한 다양책가 휩

수 없다. 한편 Sc 는 VH 의 한 불가분 요소의 복소화이고VH C (Vc)H 이므로

복소화의 최소성에 의해 Se C (Vc)H 이다. dimS，ε = dim(Vc)H 이고 (Ve)H

는 z 근방에서 매끈한 다양체가 되어야 하는데 Se 는 $ 근방애서 매끈한 다양체가

될수 없으므로 서로 모순이다. 따라서 S 는 정규척이다. 그러므로 S 는 771. 1 차원

매끈한 다양책이고， 고로 C’(ml ) 용 V H 의 1Hl 차현 쟁규 불가훈요소틀의 혈어진

합정합이다. 이로써 C(md 옹 정규 대수다양체임이 충영되었다. i < I 인 모든 i

얘 대해 보조정리가사실이라하자. Xl = C(mdU"'UC(mk) 라 하자. 그러면

Xl = Sing(Sing(··· (VH) ... )이요로 Xl 운 차월이 771.1 연 대수 다양채가 된다.

따라서 위와 마찬가지로 X , 의 771., 차현 훌가훈 요소 T 는 정규척엄옳 보일 수 었

다. 따라서 본 보조정리가 종명되었다. 口

정리 4.1 의 충병: 모든 i=l , ... , k 얘 대해 C(mi) 는 4.2 얘 의해 잡은

차원의 정규 활가분 대수다양체의 떨어진 합집합으로 표시띈다. 따라서 C(m;) 는
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정규 대수다양체이고군 G 의 부불집합 NH 의 작용에 불변이다. 한현 C(mj) 는
H 의 작용에 의해 부동이므로 NH/H 의 작용율 유도한다.G 외 Ven 상의 작

용이 대수척이므로C(md 상의 NH/H 도 대수척이다. 따라서 C(m) 도 n 얘서

정의되눈 정규척 실 대수 NH/H 다양체가 원다. 口
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