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열박음축의 고유진동수에 關한 研究

A Study on Natural Frequency of Shrink Fit Shaft.

유 은 열¥ 오 재 응t* 임 동 규**

*한양대학K 성밀기계능학와 내학위 식사과성

**아얏내안也 艺매악 성 닌 기계成학기 此彳--

(Eun Yul Yoo, Jae Eung Oh, Tong Kyu Yim)

요 약

본 논문에서는 열박음 부분을 모델링하여 그 부분에서의 단위길이당 스프링강성을 산정한다음 전달매트리스믈 구하였 

다. 여기에 MYKLESTAD 방법을 토대로 하여 축의 선달매트릭스를 구하였다 열박음축에 대해서는 수축공차에 따든 

고유진동수를 구하였으며, 열박음효과의 효율성을 규명하기 위하여 똑같은 크기의 열박음 하지 않은 축과 비교검토 하였 

으며 이를 실험으로 검토하였다

연구결과 수축공차가 커지면 커질수록 단위길이당 스프링강성은 증가 하였고 고유진동수도 증기-아였나. 二리고 언 

박음축은 열박음，하지 않은 축보다 고유진동수가 감소하였다

ABSTRACT

A study is made on shrink fit shaft in which its part is modelled and spring stiffness per unit length is estimated, 

then obtained transfer matrix.

Transfer matrix of shaft is found by Myklestad's method and natural frequency is fouiid by shrink fit tolerance 

on shrink fit shaft,too. In order to verify effectiveness of shrink fit effect, hollow shaft of the same size is compared 

with shrink fit shaft which will verified on experiment.

As a result of this study, the more shrink fit tolerance increases, the more spring stiffness p(丁 unit length increases. 

It is obvious from the above results that shrink fit shaft due to shrink fit tokiranecs decreases natural frequency.

I.서론

산업 사회의 발달에 따라 항공기. 가스터어빈 등에

서 사용되 는 대 형 축능은 산업 현 장에 서 빠질 수 잆는 

필수요소사 도」고있다’ 一上러데 축에 대히「지둠-，屛手 

의문점을 야기시키 옷*으녀*  너- 二贝이 대히 甲리 

상낭히 진행되이왔다. 위세 민서히 민y으!

축이 회전하여 二 〒조罟이 진농¥ 中■旨词 고*히  < 

을 인 9킴 中 있 시負. 이胄히 M 진 허 시 V- 豪 * 

위채이 Y 王뭊자체의 己牌 진% W：： 出厂 「■
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있기 때문이匸卜. 특히 구조물 설계 시 구조물의 강성도 

를 생각할때 낫은차수의 진동모우드에 대한 고유진 

동수가 매우 중요하다. 전남매K니스는 HOLZER 

"가 비틀님 진동문제에 대해서 전달행렬을 발전 

시켰고 F.PORTSKY와 SLADE⑶는 축강성의 비대칭 

효과를 연구하였고 PESTEL과 LECKIE⑷도 탄 싱 체 

의 전날히｛너」牛 工 섯늑 时 勺 « 上，*一存  사終

여러복잡한 응용분제들음 해건하二顷 읻요한 정보 M 

제공해 주었다. 그리고 MYLESTAD오］- PROHL⑵ 

도 여러가지의 형태의 亍조물의 선달행렬을 연구하 

였다.

지금까지 열박음축이 二 L 효과사 무시되었는데, 

본 논문에서는 일반적 9로 일박음축이 큰 동녁을- 

전달할때 스、이 게 되어 지 지부에 상당한 굽힌 강성을 

받게되다는 섬에 착인 하이 양난이 叫틀 빈-、耳니으耳- 

지 지되는⑼ 것로 모넬딩 하였고 전단행 벌비을 이용 

하여 염박음축계의 지농윽 해석히-였다. 열박음효나 

륵 计명 하어 잉박음축도 구수중공죽보다 더 욱 유 용 

하게 사용할 수 있음을 보여주고 王한 열 박음효과 사 

고유진동수에 미치는 영향을 여기서 확립한 이론고卜 

실 험 으主써 명 학히 밝혀 내 었、다'

n. 이론해석

口.1 열박음 부분의 모델연구

축 이 처 질 때 에 는 두 새 의 얼 박 음 조 각 깉- 단 에 시 

한부분은 압력을 받고 나머 지 부부은 다소 오!하■되 기 

때문에 상대적인 횡변위이 기욱기가 생기다 또한 

작은처짐인 경우 힘은 국부석인 상대횡빈위에 비례 

하는깃으로 가정 할 수 있으므로 열박음 부분은 열박 

음난면축 방향을 따라서 什일하게 분포된 스爻밍력 

으로 모델화될 수- 있다.

난早실이낭 上:土넘 a 小"二 ; V

扌 끼, 个축寻차, 재진세 좌우되i：L 이 (k) 此 사정은 

다음장에서 설명한다. 일반적2로 열박음단면의 길이 

oi ••上 스*  ，「口: V ." J H.nni.i ru.-r?；'-.

산 ""「"'3」卩-6 牛길난: 

Hig. 1에서 버一.느버「와 삽이 삭시 외-쑥-■가 오毛-죽의 

专 다이］ 甲 치 사•湛 잉 淫, '기 刀 如 셰 시 자: 넉 叫음 卩冒 ¥ 

단면긴이(r)에 대해시 시)片--巳 변f"하 八乂릭에 의해 

서 서로 연결된 질량이 없는 두개의 축단면으로 

이루어진다.

Fig 1. Diagram of shrink fit.

n.2 열박음 부분의 단위길이당 스프링강성의산정

내부와 외부표면에 균일한 압력을 받는 두꺼운 

실린더를 생각해보면 니】경과 외경을 a,b 그리고 내압 

과 외압을 R, P。라 하자.

셩 계조 선은 <rr~ -Pi, at r=a(Tr=-POl at r=b 이 다.

(1)

응력 흐卜수(W)는 6에 관계 사 없고「만의 힘-수이므 

卩 서 합 子 d 신 으，

i a 、 ，aW ,1 3^ 、、
(一5 +：?产

_2_. ___  ) t _____

r 宵 ,?r2
+丄 —— )=0 이다一

r 9X

새 로 우 변수 &=k)g「둘 도입하면

典_四巫—=1 d虫 ( 3 a ')
"dr"= 虫 dr — r
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些 =으 J地、—丄 / d 逆 此、
dr2 dr drr2 ( dS 簽)

d哑 1 / d哑 c d沌 W
■时=戸(證一3商+2頌)

器능 當 -嚟+H礬 
叔
頌

(3-a)부터 (3-d)까지를 (2)식에 대입하면

理_ 世一4商 丄』d沌

+4荷 =0

(3-b)

(3-c)

(3-d)

(4)

Eu=Ci[r(3-0+2r(l—u)log r]+2c2(l-v) r-c3(l

-顷丄 (8-b)
r

여기 서 반경 변위 가 똑같아지 려 면 g=0, %=0 하므로

Eu=2 q(l—卩)r—c3(l+v)— ⑼

r

이다.

q와 %을 결정하기위해서 (1)식을 (6匂)식에 대입

하면

그 일반헤를 구하면

皿=崩 r2 log r+q 产+q log r+c4 이다. (5) 

여기에 cb q, q, q는 적분상수이다.

응력함수 에 대해서 응력성분을 구하면

2 3=
Pia2-Pob2 
"b2-a2 '° —b2-a2

(10)

이다.

그러면 열박음된 모양을 생각해보면 다음과 같다.

仃__ 1 邳丄1, r
另厂 +戸 荡厂 =麟(1+2 log r)+2 %+블

(6-a)

^2ijr
혀=-济厂 =c】(3+21og r)+2 q-을 (&七)

F=0 (6-c)

죽대칭인 경우어〕, 원통좌표계에서의 응력과 번형률

의 관계는 다음과 같다.

하=¥"(<&—的)=_쁘 (7-a)

탸户늩~ (叫 一如「)=브 (7-b)

"끙 =쁪-十 (7-c)

여기서, u,v는 반경과 원주방향의 변위를 나타낸다. 

(6勺) 식과 (6-b)식을 (7-a)식과 (7-b)식에 대입하 

면 각각 (8-a), (8-b) 식과 같다.

Eu=Ci[r(l-3v)+2(l—V) (r log「t)]+2 q(l—p) 

r—c3(1+p) § +C5 (8~a)

여기서 G 는 적분상수이다.

Fig 3. Shape of shrink fitt shaft.

외부실린더의 안지 름과 내부실란더의 바깥지름은 

약간의 차이가 있는더】, 바로 이것이 수축공차가 되 

匸土 결과적으로 내부실린더의 바깥지름을 약간 적게 

하여 가열시킨다음 냉각시킨다. 이렇게 만든 실린더 

를 분리시켰다고 가정하면 내부실런더는 팽창하고 

외부실린더는 수축하게 된다. 이러한 중첩의 원리를 

이용해서 경계조건 Pi=0, 已= P, R=b믈 (9)과 

(10)식 에 대 입 하면, 내부실 린더 의 비 깥지름의 차이上

U1= Ej(b2-a2)" H1+')疽+(1—4)成] 이 나」I"

여기서 Eb 约은 내부식린더의 틴성게수와 呈아송니이 

다. 二l 리고
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R=_p, p°=0, R=c를 (9)와(10)식에 대입하면

1」2= / 혀1食 [(1 + 蛉) <寸+(1—岭)拼] 이다. ( 12)

匕2(c — 0)

여기서 己, 此는 외부실린더의 탄성계수와 포아송비이 

다.

결과적으로 내부실빈너는 b+出의 바깥반지름을 

가지며 외부실란].더는 (b+山)의 반지름을 가진匸卜. 

반경방향의 압력 P에 상용하는 직 경차이 十은

d=2(ui)=2bP[■으끌芫n늙이堕

jt”D —a 丿

+ (l+*)c+(l —“2)b2 [이다.

E2(c」b2) (13丿

두 실린더가 똑같은 물질이라면

4b2(c2-a2) (14)

(b2—a2) (c2—a2)E

단위 길이당 스프링강성을 구하기 위해서 압력 P를 

힘으로 등가변환시시년

(b2-a2)(c2-b2)Ed (15)

而砂二画一一 

이 다. 여 기서 d는 마찰면의 지 름이다.

n.3 열박음 부분의 전달매트릭스의 유도

Fig 4에서 yb V，와 y2, 嚣 M2, %가 각

단면 의 횡 변위, 기 울기, 굽힘 모우멘 트, 전 단력 이己｝ 

하 자.

v-.( x)=%>+协(x*~r  )+q?重J x) (16)

여기서 协+伉 x 와 形十时 X I ) 죽닌 W*  E 诳『 

나타내미 0(x)와 坠(X)는，각 각 단 성 변형 음: 니 타내 

p(x) 의 정 확한 함 手개의 방정식을 동•시에

17

해결함으로서 얻어질 수 있으나 그 절차가 너무도 

복잡하기 때문에 사용하지 않는다. 그러나 Raylei- 

gh-Ritz에 따르면, 열박음단면이 너무도 짧기 때문에 

①i(x)의 정확한 함个에 두개의 함수를 가정해 줄 

수 있다.

그리고 단순화를 위해서 Tayl或급수의 첫항을 

석 용하면

yJx)=y】+0]X+q]X2

y2(x)=y2+02(x-r)+q2(x-r)2 이다. (17)

두축단면사이의 상대횡변위는

Fig 4. F'orce System on shaft section.
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Fig 4.에서 각 축단면의 평 형상태로 부터

V]=k $: s(x) dx

M『=—k J: s(x)x dx

Vz=k s(x) dx=V«

M2=k js(x)(r—x) dx=rV1+M1

(27)과 (28)식에서

口一广 1 L瓦=「订-声- L
'6EI2

工
1~

(19)

(20)

(21)

[ r 2

24EI2 kr

r2

~ 12EI2
?프 
T 1 .

5-扁 - 产 3l
4

1]

(22)

얻은 qr은

일반좌표 qb %에 가상일 (virt나al work)의 원리를 

이용하면 __X】

顷 內广 으" X】3

4EIjr ch=—k 厂 s(x)x2 dx

4EI2r Q2= ~k j" s(x) (x-r)선x 

=r2V1-|-2rM1—4EIj rQi

(23)

(24)

+-
V|+ 孕 M, 

八9

(30)

L과 L는 각각 축 단면 1과 2의 국부적 면적 모우멘 

트이다. (18)식을 (19) (20) (23)식에 대입하면

(30)식을 (29)식에 대입하면

螢E
,X,x3 ,

02

스즈 J* 1——2QX 셔 § 

3X9
y2

_ 1

一 1 皿+느 02)
(26) 「X -I- X1X2X3

X? X广
(XQ&Xs 

X9 +爵)
k , 

"4E J(
1 22

-yr y2-
，-느如 X,x2x4

L x9 -骚Xl

KX4X5 

X,

이다.

(24) 식에서

1 4丄
r4qj+

0

1
lo1

0 (27)

~2 ~

2r _
T —

Xxx3

4 X9

XA

4X9

「3 1 _
3X,

1 XX

3X9

r2 -

r2_

V.

1 di

i
Yi

%=淫U+淫匸 Ml加 (28)
이다. (31)

여기서

(28)식을 (25) (26) (27)식에 대입하여

M】, 企, y】항으로 만들면

우변을 ", x k

X1=W 120EI2

1

1

1 & 2

xT(i+i)匸

x_ r4 _ r%

(29) l 60EL 30L

Bj

Yi

(1十 一포十?Q믜L) 
十 61,十 kr4 }

X _ 1 尸 2
XI 订一E x»= k?

Y 7k「4+i20EL

l 120EI,

12EI,

이 디•.

2

r

r
I 이 1

r 3

V】

M】

0】

_ 3r-
「火= L

5
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----------- ----- ----- -) 1 '■
1 ( 1 ] 一|1 \ J_____ I1 二二」______

e <
師回“ 00・• ••日既

Fig 5. ideal model of the system ior tiansfer matrix method.

(31)식에 (21)과 (22)식을 적용증)■고, 좌변에서 

역행렬을 구하면 

전달매트릭스를 Flt R라하면 열박음하지 않은 한 

요소의 전달매트릭스는 다음과 같다.

(32)

V2 -1 0 0 o- V,

m2 r 1 0 0
1 M,
1

02
읂(1+tii) 12

万厂(1+0) 1 0 0i

y2
2

W(l+S
븒(1+或

I L Yi

1+180U+180UV.300UV
0=—厂一 0=

t

TTFj (33)

한편

{Z}[= V V, 1점의 전단력

M Mi 1점의 굽힘모우멘트

① Q ［점의 기울기

Y !匕 1점의 변위

ta丄土通브+100UV t；2=l±300U+60Uy

t=12U(l+V+720UV),
u=르놀 'v=¥ 이 다

(33)식에서 D'Alembert의 관성하중 J을 무시하여 

매트릭스로 표시하면 다음과 같다.

여기서 EI(i=l, 2)는 굽힘강성 (flexural rigidity) 

이고 kr■은 스프링강성 (spring rigidity) 이다. 이식이 

바로 열박음 부분의 필드매트릭스(field matrix)이 

다.

U.4 전달매트릭스법에 의한 축의해석

진동해석에 전달매트릭스법을 이용하면 계를 이스! 

화하지 않고도 집증질먕게고 해서할 4- 있다七 장전 

이 있다. 지지조건에서 양단지지나 고정은 잘 알려져 

있다. 그러나 대부분의 실제적인 녕우에 양단시치섬 

에 서 상당한 舌 힘 상성 을 받土 심 네 직 산 2厲 비 ;…: 

土트링으로 지시하어 다음*  갇은 이사지이 "데음 

제시하였다.

Fig 5.은 ri개의 요소로 분할하여 전달매트릭스로 

나타낸그림이다. 이때 1점의 연결부와 질량요소의

r
十6EI

whnL2
2EI

—w^L —w2mi

—L 1

L3 L

eT
__侦— _Lf_

u ~顶亍 w

0 0

1 0

L ()
—

(34)

엇 dl 으 브 브- 이 m 2 < 의 서 달매 0 点 -

나음과 샅다.

(35)

t t

「=职=

T. T 5 E
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[-10 0 -wS 

0 1 0 0

0 0 1 0

- 0 0 0 1 -

1 0 0 0~

r 1 0 0

븐T(l+tu) WRl+tq 1 0 

-含(1也) 브「(1+니 r 1-

여기서 tu, 0, 成 以는 (32)식과 같다.

•1-咼*( 1+財) -wE 유 (1+或 一 r"m -w%n

r 1 0 0

읂(너%) 므(1+0)
1 0

9L 느 5) 6

虹2(l+t22) r 1 -

(34)과 (36)식의 전달매트릭스에서 필드매트릭스 

를 살펴모면 같은 차원임을 알 수 있다. 그리고 비틀 

림스프링의 지지점에서 전단력, 기울기, 처짐은 연속 

적 이나 굽힘모우멘트는 스프링의 비 틀림 때문에 불연 

속점이 생긴다. 그러므로 MnR=MnL-KlnL을 매트릭 

스로 나타내면 다음과 같다.

{Z}Rn= V R 4 0 0 0-1 V L

M = 0 1 -K 0 M

Q 0 0 1 0 0

Y n .0 0 0 1- Y n (37)

(37)식은 비틀림스프링의 포인트매트릭스이다 

Fig 5.로 부터 순차적인 연산을 행층면 각 요소의 

상태벡터(state vector)는 다음과 같다.

[Z蒲=[PF [FJfTJ.LT] [T]皿叫】[Tpj

「口아顽%, 口广" [T] [T] [P]spn [ZlLn (38) 

여기서

[P]®% : 스프링의 포인트매트릭스 (point matrix)

[F] : 필드매트릭스 (field matrix)

[T],: [점에서 열박음 하지않은 부분의 전달매트릭스 

[T]*j  : [TL와 비교해서 질량과 길이가 다른 전달매 

트릭스

: [T]*) 와 비교해서 질량만 다른 전달매트릭 

스

: [T]*j 와 비교해서 길이만 다른 전달매트릭 

스

口二阡而1%1： (j—1)점에서 열박음 부분의 전달매트릭 

스

한편, 양단의 상태 벡 터 (state vector) [Z]R0, [Z]Ln 

은 전달매트릭스의 경계조건으로 부터

MoR=0=T31 丫、+丁32 计n

V『=0=T4】 Y、+T妃 (40)

Y R -T„ 以 T® T14- fYlL
e = Ta Ta Tm

M t31 Tss t”
°l

V -T41 T43 T44- 0 n (39)

이 방정식이 유용해 (nontiivial solution)를 갖기 

위한 조건으로부터 고유진동수에 관한 “차 방정식이 

구해진다. 따라서

皿. 수치해석에 의한 검토

본 수치해석의 주목적은 열박음효과를 규명하느 

것이기 때문에, 그 고유진동수를 구하기 위해서 식 

(41)의 COMPUTER (VAX 8700 한양대학교 전사 

계산소)를 이용해 서 처음 3개으] 근을 MYCLESTAD 

법을 바탕으로 하여 PESTEL고卜 LECKIE가 제 시한 

이론을 적용층卜여 수치해석하였다. 수치계산에 사용도! 

축의 제원은 연강(SM45C)에 대하어 바깥지름 d°= 

5.88cm, 안지름 di=4.3cm, 길이 l — 57.5cm, E”

FJfTJ.LT


열박음축의 고유진동수에 關한 研究

5000.00

4000.00

(N
X
) 8

&
n

b
9

I-

一
으

m

 뙤

2000.00

1000.00

0.00 4m

■-0.10

5000.0C

4000.00

P, 00 0.10 0.20

shrink fit tolerance (mm >

(a) K」=Kzl

0.30 040'

5000.00 :

4000.00：

3000.00 :

2000.00：

1000.00 :

6000.00：

-0J0F，" O.IO....... 0.20^"l，0.30 0.40

shrink fit slerQnce(mm)

(c) Kt~K2— °°

5000.00 n

(
소
)

8 은
으

b

이

j  
一

a
m

3000.0C

2000.00

1000.00

(MX)斗LT

0.10

°°
°°

3000.
2000.

(
숴
)

9

은

当b

은
브

【Q
m

為u

1000.00 -

-0.10

• • : hollow shaft

0 ■ : shrink fit shaft(0£5)上애)・‘皆)

D □ : shrink fit shaft(0.15)'t(0.15)

▲ ▲ : shrink fit shaft (0.30) t (0.3€* )

J* —— ----------- .

*甥" 招S기" '，*%'  八腸5더厲0 

shrink fit tolerance (mm)

(d) —0.01, ■띌- —1.0

Fig 6- Graph of natural frequency of a shrink fit shaft
with a shrink fit tolerance.



韓國音響擧會誌9巻2號(1990)

5000.00
5000.00 0

4000.00

(
우

宀
 )
8
l
g
b
①

"'~
°
m
&
u

1000.00

4000.00；

(
소
)
8
U
£
&

巴I  
흘

롱

U

顧

1000.00

°°° - h □ 町리，” tt m 了了 rrr” \! 以 nTrm 】 r rm i r「rrq
-0.10 -0.00 0.10_ — *0.20  0.30 0.40

shrink fit toleronce(mm)

0.00 -m”” j〕j十，，rrr 
-0.10 -0.00 0.10 0.20 0.30

shnnK fit toleronceimm)

(g) 啓 =ioo 옮 =LQ

El
0,40

5000.00
5000.00 q

4000.00
4000.00

(
셔
)
3c

으
g-°m

w
u

商価.0。

2000.00

(
셔

H
g

u

요Ib
E

【Q
m

总u

3000.00

2000.00

1000.00
1000.00

0,00：
-曲6 ' -aoo¥二「遢j腸机'"d：折'"’'狷0 

shnnk fit toleronce(mm)

• : hollow shaft

■ : shrink fit shaft (0.05)

□ : shrink fit 아iaft(0.15)

▲ : shrink fit shaft (0.30)

I * VT O OV fT'j / r I I i-i 77 T1 ("m I I fi i-H J » j » I1 
0.10 -0.00 ^0.10 '0.20 >0.30

shrinK fit toleror<c(miny)

rrn
^0.40

I £) Kl ln K?1 ,
⑴可=1°苛=" (h) ■씓^ =8 흘g =L0

以］ tsi

Fig 7. Graph of natural frequency of a shrink nt shaft
with a shrink fit toJerance.



열박음축의 고유진동수에 關한 研究 23

2.1X106kg/cm2, a=7800kg/cm3으로 하였으며, 

열박음 부분의 길이는 1.5cm로 하였고 그 갯수는 

4개로 했다. 그리고 열박음공차(tolerance)는 0.05 

mm, 0.15mm, 0.30mm로 하고 열박음을 하지않은 

축과 비교검토하였다. 그리고 2.4에서 설명했듯이, 

어느 정 도의 굽힘강성을 감안하여 비틀림스프링으로 

인지된 경우에만 해석하기 위하여 다음과 같이 구분 

하였다.

(1) ^1=^1=EI

(2) 1如1=1&1=0

(3) 1= 虬1=。。*

(4) K.1 + KJ

V. 결 론

본 논문에서는 열박음축에 선달매브릭스법을 개 발 

하여 이를 적용한 결과 다음 같은 결론을 내리게 

되었다.

(1) 열박음축에 전달매트릭스를 적용하였더니 n 

타당성과 효율성이 규명되었다.

(2) 열박음을 하지 않은축은 열박음축보다 고유진동 

수가 높으며 수죽공차에 따른 고유진동수도 

예측할 수 있었다.

(3) 수축공차가 커지면 커질수록 열박음부분에서 

단위 길이당 스프링강성 k값이 증가하여 고유진 

동수를 증가시킨다는 사실을 확인하였다

(4) 축을 비대칭적으로 지지한 경우에 열박음축에도 

그 차이에 따른 고유진동수를 예측할 수 있었 

다.
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