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BOCHNER 쩍불에 대한 비대청 FUBINI쟁리*

장건수·안채뭉·휴근식

1941년 R. H. Cameron과 W.T. Martin은 Lebesgue-Stieltjes적 분에 대 한

비대칭 Fubini정리률 중명하였고[lJ ， 1984년 G. W. Johnson은 Borel
측도공간에셔의 적분에 대한 바 대청 Fubini청 리롤 증명하였다[7J. 이

결과들은 Feynman적 분 연구에 크게 기 여 하여 왔다[2J. 이 논운에서 는

지금까지 알려진 것보다 더욱 일반적이고， 또 앞의 정리들을 포함하는

바대칭 Fubini정리흘 증명하려고 한다.

펀의상， 참고문헌 [6J의 내용을 잘 알고 있다고 하고， 모든 용어를

이 책의 용어로 사용하겠다. 또 이 논문 전체률 통하여 다옴과 같은 표

기를 사용하겠다.B는 모든 복소수를 포함하고 있는 Banach공간이며，

(Y.~)와 (Z， 쫓)는 가측풍간이고， m은 (Y，~) 위에서 갱의된 부호를

갖는 유한측도(finite signed measure)이며 ， al=l. a2=-1 , a3=; 그
리고 a"，=-;이다.

참고운헨 [7J의 Proposition~격 중명 파정과 l:Il슷한 방법으료 다음과 같

은 예비정리률 얻는다.

예비정al 1. \m I-a. e. y(εY) 에 대하여. a，l률 (Z. 앓’) 위에서의 복소측

도라 하자. 이예 임의의 흥의 훨소 E에 대하여 a，l (E) 가 ~-가촉함수야

기 위한 필요충분조건은 엽의의 종'x 윷’의 월소 F에 대하여 a，I (F: ，I» 가

~-가측합수언 것이다.

참고푼헌 [3. Theorem 2J으로부터， 다음 예비 청려률 알 수 있다.

예비청리 2. 예비정리 1의 가갱올 만족하고， 또한 lIa.YlI를 hey) 를 만족하

는 합수 h가 L1 (Y， 종， 1m!) 안에 있다고 하자. 이쩨 μ롤 껑"x쫓 위에서

다음과 같이 갱의된 집합합수라 하자.

μ (F) = f y q ,(F' .Yl)dm(y) FIε종×쫓

Received January 12, 1988.
* 이 논문은 1987년도 문교부 자유공모파재 학술연구조성바에 의하여 연구되었음.

- 4 5-



창건수 • 안채운 • 류근식

그러변 μ는 경γ×쫓 위에서의 복소 측도아고， IIμII 를 IIhllt을 만족한다.

m의 Jordan분해를 ml l) -η~(2) ， Y의 원소 y에 대해서 {1y가 종재 할때

{1y의 Jordan분해를 (1, (1) _(1/2) + i{1/3) - i{1y (4) 라 하자. 이저11 ~x똥의 원

소 F에 대하여，

A‘1) (F) = f y(J,(1) (F"»)dm (1) (찌 +f /, (2) (F'Y»)짜(2) (y) ,

션) (F) = f y(Jy쐐A(3) (F) = fyOy(3) (F Y))dm(1) (y) + fyOy(4) (F(Y))d껴(2) (y) and

A(4) (F) = fy6y(4) (FY))짧(1) (y) + f //3) (F('»)dm'!) (y)

이 라 하자. 그러면 참고푼헌 [7J의 청 리 로부터 , A'i) (j=1 , 2, 3, 4)는 모

두 ~x쫓상의 측도이고， μ=..< (1) _..«2) +i..«3) _;..«4) 률 얀족한다. 이처I

(Py ， Qy) 와 (P/ , Q/)훌 6y(I)-ay(2)와 (1y(3) -(1y(4) 각각의 Hahn분해 라고

하고， p= U {y} xPy, Q= U {y} xQy, P'= U {y} xP/ 그리고 Q'=U {y} x
yEY yεY ，e응Y ,EY

Q.，'라 하자. 또 μ(1) _μ(2)+;μ(3)_;μ (4)률 μ의 Jordan분해 라 하면， 다음과

같은 성질을 얻는다.

성철 1. P와 P'야 껑'x 쫓장의 가측이면 |μ1-공집합올 제외하면 A‘ j)=

μ (i) (j=l, 2, 3, 4) 가 성 렵 한다.

중명 :m의 Hahn 분해툴 (M， N)이략고 하고， T=[pn(Mx쫓)JU

[Qn (Nx용’)J ， S=[pn (Nx좋)JU[Qn(Mx쫓)J라 하면 (T. S) 가

μ(I)_μ(2)와 ..<(1) _..<‘ 2)의 Hahn 분해업올 쉽 게 얼는다. 따라서 [4, p.125J
로 부터， μ(1) =A(1)이고 μ(2)=A(2)가 |μ1-공집합을 제외하면 정렵한다.

통일한 방법올 사용하여， Iμ1-공접합을 제외하면， μ(3) =A<:ll이고 μ(4)=

..<(4)염을 얻올 수 있다. 따라셔 본 생찰은 증명이 되었다.

참고:얀약 η!올 복소 측도라 하고， 위와 같은 추론올 통해셔 g’ X쫓

의 훤소 F에 대하여，

A(1) (F) = fyay뺏(y»)빼(1) (y) + fyOy(2) (F(Y))dm(2) (y)

+ fy6y(4) (F(yi)d%(3) (y) + fyOy(3) (F(Y))dm(4) (y)

를 얻는데， 이 .<(1) (F) 는 일반적으로 μ(1) (F) 와 같지 않다. 따라서， 이

논문의 방법으로는 m을 복소 측도로 확장하는 것이 불가능할 것으로 생
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각된다.

이저l ν를 (중，..w) 상의 복소 측도， 11(1) -11(2) + ill(3) - ill(4)를 u의 Jordan
붐해라 하고， f롤 B값율 갖는 X상의 함수라 하자. 그러면， I/i) 흩 1111 흩

11 (1) +lJ(2) +lJ(3) +lJ(4)이묘로，/가 lμ 1-강한 가측 (strongly measurable) 이 라
는 것과 f가 lJ (j)-강한가축 (j=1 , 2， 3， 4) 라는 것은 통치이다.!f./가

\lJ I-Bochner 척분 가늄이라는 것과 f가 ν<il -Bochner적분 가놓0=1， 2，

3， 4) 이라눈 것윤 홍치이다. 따라셔， 다용과 같온 청의훌 활 약: 었다.

쟁의 : 위의 표기흘 그대로 사용활 혜， IμI-Bochner척분 가농한 X 위에

서의 함수 f에 대하여，

fx fdll=훨αiJX fd lJ(j)

로 청의한다.

다옴 생질 2는 01 논푼의 중요한 결과중의 하냐이다.

성질 2. 예비 청리 2와 성질 l의 가청옳 모두 만족한다고 하자. 그려

면， 종"x 쫓a 위에 B앓올 갖는 유계안 |μ1-강한 가측 합수 ¢l (y, z) 에 대

하여， Jz ¢l ey, z)dl1y (z) 는 Iml-강한 가측 합수이다

훌명 :F가 :W x 윷g 위에 가측 집합01 고， ¢l ey , z) ="4(Y, z) 이면，

fz ψ (y， z)dl1, (z) = JZ 'XF ‘') (z)dl1, (z) =q, (F<'»

이다 따라서 예벼 정리 l로 부터， Jz ¢l (y, z)dl1y (z)는 m-강한 가휴 함

수이다. 또， Bochner 척분의 션형성으뭉 부터 ， ¢l7r 단순 함수일째도 이

성질은 성렵한다. 이제， 일반척언 경우흉 종명하기 위하여 ￠훌 Wx%
위에 |μ1-강한 가측 함수라 하자. 그러면 종'x 앓g의 lμI-a.e. (y, z) 에 대

하여 싸-+¢l언 단순 함수옐 <¢l..)이 종재 한다. 이 제

f}.. (y, z)=얘.. (y, z) , l¢lll(y, z) I 슬 l 여 (y， z) I (1 +1/2) 얀 경우

l 0, 그 이외의 청우

라하자.

잘 알려 진 Pettis 갱 리 의 증명 방법올 ([8, 131J) 사용하면， I짜-ψ| 가

껑"X쫓 위에셔 가측엄융 알 수 있다. 또 단순 합수옐 (f}..)이

1f}.. (y,z) I슬 I¢l (y,z) I (1 +1/2)이 고
x→OG얼때 l ¢l (y,z) -f}.. (y,z) I• o IμI-a.e.



48 장건수·안채풀·휴근식

를 만족함올 얄 수 있다.

따라서， 다음과 같은 부둥식을 얻을 수 있다.

흙J y{聽Jz\와 (Yo z) -ljJ (yo z) Idl eT,\찌}dm(j) (찌

(0 2 4 r r
등 E ~ I __ {lim I _I~.. (Yo z) -ljJ (yo z) IdO'/") (z)} dm(j) (y)

j=l "=lJ r ，，-∞ J ι

(2) 2 4 r r
= 월 월폈J yJ zl~n(YoZ)- ljJ (y， z)ldO'/")(z)dm(j)(y)

(3) 4 r
=윌l폈J YXZ I 짜 (y， z) -ljJ (y,z) Idl(") (Yo z)

(4) r
흩 4폈J yxz I~n(Y， 찌 -ljJ (yo 씬 ldlμI (y, z)

(5)
=0.

적분의 기초적언 성질로 부터 단계 (1)과 (4)률 얻을 수 있다. 또

l~，， (y， z)-ψ (y， z) I흐 |ψ (Yo z) I (2+ 1/2)이므로， M을 sup{lsb(y, z) II (y, z)

은 :Y x쫓의 월소}라 활 때， JzI~.(y， z) -ljJ (y, z) IdeT, (,,) (z) 를 (2+1/2)

Mh(y)가 생렵한다. 따라셔 o 1:I1 교수령청리 (dominated convergence thea­
rem) 에 의해서 단계 (2)툴 얻는다. 단계 (3)은 참고문현 [7J의 청리로 부

태 얻을 수 있고， 비교수렴 정리로 부터 단계 (5)률 얻을 수 있다.

이와 같이 하여， Im\-a. e.y에 대하여 願J zI~，， (y， z) -sb(y, z) ldl eT, l (z)

=0률 얻는다· 즉， 함수옐 <fz짜(Yo z) dO', (z» 윤 Im\-a.e.y에 대 하여

f z ljJ (y, z)do， (z)로 수렴한다 참고풍현 [6J의 청려 3.5.4로부터， 이 정

려의 철과훌 얻융 수 있다.

여채， 이 논품의 주요 청려언 Bochner 적분에 대한 비 대청 F’ubini정

리를 종명하겠다.

청리· 예비 정려 1, 예비 정려 2와 성질 2의 가청하에 f z ljJ (y, z)do,(z)

는 Bochner 적분가농한 함수이고，

fy{fz ￠(y， x)d6y(z)}d%(y)=fYxzψ(y， z)dμ(y， z)
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가 생렵한다.

훌명 :참고문헨 [6, p.80J에 의해 이 청리의 첫번째 부분은 명백하다.

만약 F가 ~X윷t의 완소이고， ¢(y,.z) =Xp(y, .z)이면

fy{f zψ(y， .z)da,(.z) }dm(y) = f y ay(F<Yl)dm(y) =μ(F)

= f Yx Z ¢(y，.z뻐y， .z)

가 성렵한다. 또 Bochner 적분의 선형성에 의해， ¢가 단순 합수일때도

이 정리가 성렵한다. 이제 <¢..>올 !μI-a.e. (y, .z)에 대하여 ψ‘→￠안 단순

함수옐 °1 라 하자. 二L려면 정질 2에서와 같은 방법￡ζ로 짜올 갱의할 수

있다. 그러면 다음 둥식을 얻는다.

fyxz ψ(y， .z)d，μ (y， z)

(1) r
= 폈J yxz P.. (Y, z)d，μ (y， z)

(2) "r
= 밸침ai| Yxz &(y, z)dA(써， .z)

(3) r r
=1냈J yJ z짜(y， z)day(z)dm(y)

(4) r r
=J/밸J z r/J.. (y, z)day(z»dm (y)

(5) r r
= Jy {J z ¢(y, z)day(z) }dm(y)

비교수렴 청리로 부터 단체 (1)과 단계 (4)를 얻을 수 있고， 갱의로 부

터 단계 (2)와 (3)을 얻는다. 단계 (5)는 성칠 2의 증명과청에서 보

였다.
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