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리이만 다양체상의 조화활수메 관하여

(On the Harmonic functions on Riemannian Manifolds)

져 동 표

o. 머 릿 밟

조화 합수란 이의 라플라시안이 0이 되는 함수를 뜻한다. 만얼 주어

진 학이얀 다향체PT 경제자 없든 진딴파양쳐I可면 이 위에 청의되는 조

화(harmonic) 함수는 상수뿐이다. 따라서 폐다양체상의 조화합수이론은

별로 의마가 없다. (그러나 고유값이냐 고유 함수에 대한 연구는 아주

중요하고 현재도 많은 기하학자들에 의하여 연구되고 있다). 그러나，

우려는 이마 학부과정의 수학에서도 알다시피 명면의 단위월에서의 조

화합수이론도 그 의마가 매우 깊마는 것을 얀다. (소위 Poisson적분 공

식， 즉 단위완상에 켜당한 함수(연속일 필요도 없음)가 주어 졌을때 이

룰 경계앓으로 하는 원안에서 청의된 조화합수가 종재한다. 물론 주어

진 함수가 연속이 아니변 경계값이라는 것의 의 01 률 더 충실히 하여야

한다). 일반적으로 조화함수이론은 바긴밀 완111 리이만다양체에서 의마

가 있다. 그러면 먼저 어떤 다양체가 상수가 아난 조화함수를 가질 것

인가 하는 질문을 하게 된다. 이에 대한 첫번째 부정적인 대당은 다음

의 Yau의 청리이다.

정 21 1. (Yau [6J) M이 완비 리 이 만 다양체 이 고 이 의 Ricci 곡률이
모든 점에서 0보다 크거나 같￡면 이 위에 챙의된 유계 (bounded) 혹은
음이 아난 조화함수는 상수 뿐이 다.

Yau는 다읍의 또 다른 부정적인 결과도 얻었다.

정리 2. (Yau [6J) M이 완111 리 이 만 다양체이 고 f가 L’ (M) (단 l<P
<∞)에 속하는 조화합수아면 f는 상수함수이다(01 청리에서는 M의 곡

률에 대한 조건이 없음에 주의하라).

이상의 Yau의 두 청리 이후 많은 기하학자들이 이 문제를 생각하여

왔다. 또한 조화함수 자체만 아나라 이와 깊은 관계가 있는 열 핵 (heat

kernel)에 대한 성질 규명도 병행되어 왔다. 그러나 본 소고에서는 조화

함수 자체에 대한 설명만으로 한정시키고자 한다.
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위의 Yau의 결과에서 보다시피 조화함수 이론야 의마가 있으려면 추

어진 리이만 다양체의 Ricci 곡률이 O보다 작은 부분이 있어야 한다. 최

근에 Anderson과 Schoen은 음의 곡률을 갖는 완비 다양체 상의 조화함

수 이론을 완천히 규명하였으며， Li와 Tam에 의하여 유한 긴밀 영역을

제외한 데에서 옴이 아난 곡률을 갖는 완바 다양체에서의 조화함수를

완전히 찾아냈다. 우선 Anderson과 Schoen의 결과를 설명하겠다.

1. Anderson과 Schoen으l 결과

Anderson과 Schoen는 이 들의 논문 “ Positive harmonic functions on
complete manifolds of negatiγe curvature" (Annals of Mathematics, 121
(1985) , 429‘461)에 조화함수의 완전한 이론인 Poisson공식을 얼었다.

죽 이들은 Martin 경제와 S(∞)가 일치함올 보였다. 이를 좀더 자세히

젤명하기 위하여 우리가 잘 아는 단위원상의 Poisson 척분공식올 챙각하

라. 죽 K(x,Q)를 Poisson핵 이 라 활 쩨

U(x) = !,K(X,Q)df.t (Q)

로서 척당한 경계값을 갖는 조화합수를 표현할 수 있다. 기하학척 입장

에셔 보면 단위완판 U률 창상 곡률이 -1얀 려야만 다양체로셔 이해활

수 있고 Sl은 이의 경계가 되고 U의 긴밀화를 만들에 준다. 그련데

Poisson 핵올 다음과 같이 이해활 수도 있다. QεSl이라 하고， ret)훌

Q에 수렴하는 U에 있는 측지선이라 하고 G(x， y)를 U의 Green 함수라
할때

K(x,Q) =lim- G(x,r(t»
t→∞ G(O,r(t»

가 된다. 이 콩식에서 U의 조화해썩학적 경계언 Martin 경계를 청의활

수 있다. 일반적 안 Riemannian다양체 M에 대 하여 한 점 0εM를 고청

시키고 x， yEM에 대하여

h,(x) =h(y, x) =걷헬찾7\.-" ·-V , -.. G(y, O)

라 하자. 여기서 G(x， y)는 M의 Green함수이다 . yi를 M에 극한점이 없

는 열이라 하자. 이에 대응되는 함수 hy，는 Harnack 부동식에 의하여 긴

밀 집합에 균일적으로 유계되어 있다. 따라서 Harnack정리에 의하여 이

련 합수열 중에 수렴하는 부분 열이 있다. 만일 {hy.}가 수렴할 혜 {yi}

를 기본적이라 부른다. 두 개의 기폼적 열에 대응되는 극한 조화함수가
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일치하면 이 두 기본열올 동둥하다고 하고 이런 기본열의 동풍 클라스

천채의 ;접합으뭉 M의 Martin정계 μ이 청의된다. 만일 [YJεμ이고 {Yi}
훌 [Y] 에 대웅되는 기본 옐일째

hy(x) =lim hy
‘
(x)

로서 정의한다. 따라셔 Martin 청계의 한 월소마다 M에 청의된 양의

초화함수 hy(x)가 얻어진다. M=MUμ이라 하고 이 위에 Y, Y'εM에
대하여

p(Y, Y') = sup Ihy(x) -hy’ (x)1
sEBOC)?

로셔 청의하여 값에 topology훌 준다. 그러면 if은 완비 긴밀 공간이 되
고 @의 청 계 가 μ이 되 면 M장에 서는 p의 topology와 월래 의 Riemann
다양체로셔의 topology가 일 치 함올 4쉽 게 알 수 있다. 이 때 Anderson과

Schoen의 청 리 훌 다옴파 같이 말할 수 있다.

정리 3. (Anderson 과 Schoen[2J) M올 곡률 KMo1 -lr승KM~-a2<O

을 만족하는 완비 단순연절된 다양채라하자. 그러면 M의 Martin정계 μ

에서 M의 무한대 구 S(∞)로 가는 동형 대웅이 좀재한다. 더구냐 μ에

앙-구조률 줄 수 있고 우리의 동형 대웅과 이의 역이 C"사상01 된다.

이 청려는 특히 Poisson핵 K(x， Q)가 QεS(∞)의 합수로셔 C"가 원

다는 것용 말해 주고 S(∞)에 척당한 Borel 측도가 주어졌올 때 01 훌

갱계로 하는 조화함수는 단쩌핸판의 갱우와 같이 표현활 수 었다. 측

Poisson 척분풍식용 얻는다. 특히 양안 조화 함수가 무한히 많으며 이률

이 어형게 추어지는지 말해 준다.

Martin 청계와 기하학적 청계 S(∞)와의 얼치쟁은 조화합수의 접근켜

생절에 대한 규명올 가농하게 한다. 특히 우리는 U가 M상의 양의 ￡ξ화

합수일 때 U의 131 컵척 극한이 S(∞)의 거의 모든 점에셔 종재함융 말

해 준다.

이 청리의 충명은 본 소고에셔는 생략하고 대신 훨씬 쉬운 청우인 우

한대에서의 Dirichlet 문제에 대한 해가 존재한다는 것올 밝히는 것으로

Anderson과 Schoen 이 론의 젤명율 끝치고자 한다.

정리 4. (Anderson, Sullivan [1, 5J) ψ률 S(∞)에 정 의 된 연속연 합수

라 하자. 그러면 Uls(..)=~이고 UεC∞(M) nCO(M) 언 유일한 조화합수

가 종재한다.

홍명 : 우선 Lipschitz함수가 C∞ (S(∞))에 서 조멀하고 조화향수옐이
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S(∞)에서 수렴하면 내부에서도 수렴하므로 ψ가 Lipschitz라 가정하여도

얼반성올 잃지 않는다.

ψ률 0에서부터의 레이를따라 M 전체로확장한다. 그리고 x: R • R
를 [0，1]의 특성함수의 C2 근사로서 supp xζ[-2， 2J되게 하고

I __X(p2(X, y» ·cp(y)dy
:I (cp)(x) = JMf

JMX(p2 (x,y) )dy

로서 ψ의 평균을 청의한다. 여기서 p(x, y) 는 x와 y 사이의 거리이다.

:I(ψ)는 M상의 C2 함수이고 M까지 연속적으로 확장할 수 있고 ψ를 경

계값으로 한다. 이 의 Hessian을 계 산하면

IID21(씨 (xo)l|< CI y밟R(암(y) -cp(xo) I

을 얻을 수 있다. 이 극대값을 계산하기 위하여 0에서 보는 구 S"0(2)의

시각의 최대를 wed) (d는 O과 Xo 사이의 갈이)라 하면 Rauch 비교 정

리에 의하여 H"(-a2) 에서는 대용되는 각보다 작다. 따라서

W(d)~C2e-ad

이다. 그렌데 Icp(y) -ψ (xo) I<C3[ζ (y， xo) J이므로

IID2.9'(씨 (xo)II~C4e-빼

가 된다. 같은 계산에 의하여

IID.9' (cp) (xo) II~C4e-ad

이다. 그런례

L1 (e-a,) =e-“ [o2IdpI2_MpJ

이묘로 역 시 Hessian의 비 교청 리

(a·cot h(ar) .H~D2pO~(b·cot h(br))H
(여기서 H=g-dpo®dpo)

에셔부터 8가 충분히 작으면

L1 (e- 6,)등 - 흉p-6，<0
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이 된다. 따라셔 ， C률 충분히 크게 잡으면

tp+三! (tp) +Ce-"

는 청계 S(∞)에서 값이 ￠가 되는 M상의 초(super) 조화 합수가 되고

tp-三! (tp) -Ce-"

는 청계값이 v가 되는 부 (sub) 조화 합수가 된다. 따라셔 통상척인

Perron방법에 의하여 S(oo) 에셔 p가 되는 조화합수가 종쩨합율 안다.

2. Li와 Tam의 꿇과

Li와 Tam은 그들의 논문 “Positive harmonic functions on complete
manifolds with non-negatiγe curvature outside a com맹ct set" (Annals
of Mathematics. 125(1987) , 171-207)에서 논문의 제 목에 나타난 다양체

상의 모든 양의 조화합수툴 찾아냈다. 이들의 철과훌 셜명하기 위하여

우션 Cheeger-Gromoll [3J의 구조 정 리 에 의 하여 이 련 마양체 에는 유한

개의 끝 (end) 이 었다는 것에 주의하라. 우리는 이련 끝과 어떤 정 P훌

중섬으로 하는 반청이 t얀 측지용과의 공통 부분의 체척 V(t) 가

J~감x-dt<∞

용 만족하면 이 끝올 큰 끝(large end) 라 하고 그형지 못하면 작온 끝

(small and)라 한다. Li와 Tam은 각 흔 끝마다 .2:-+∞얼 째 I(.x)→l이

고 다륜 끝에셔는 0으로 가는 유계조화 합수가 유일하게 존재한다는 갯

율 보이었고， 또한 각 작윤 끝 마다 그 끝에셔 x→∞이연 g(.x)-→∞， 다

른 작운 끔에서는 g(.x) 가 유계이고 모든 륜 끝에셔는 0으로 가는 그리

고 에변 청해진 청 P에셔의 값이 1언 양의 조화합수까 유얼하게 혼재합

도 보이었다. 이 예 M상의 모둔 양의 조화합수는 이함 두 가지 f와 g

들의 양의 l차 철합으로 추어 진마.

Li와 Tam의 청려에 나오는 조화합수가 촌채한다는 것훌 총명하는 례

었에셔는 앞의 Anderson과 Sullivan의 철과에셔와 같이 무한대로 갈 혜

주에진 조건올 만족하는 초(super)조화함수 혹온 부 (sub)조화함수의 촌

재가 가장 중요한 역활용 한다. (Anderson과 Sullivan의 컬과에셔는 ψ±

Ce一"가 이 런 역 활올 하였음) 이 헨 함수흘 장벽 (00πier) 합수라 하고 이

련 함수의 존재에셔부태 Perron 방법에 의하여 우리는 원하는 조화함수

의 종째롤 말할 수 있다. 이 련 장벽 함수률 Li와 Tam윤 소위 Busemann
함수률 조작하여 얻었다. (곡률이 옴인 청우에는 거리합수가 곡률이 양

안 경우에는 Busemann합수가 통상 사용된다. 왜냐하면， 각 청우 이 들
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이 초조화함수 혹은 부조화함수가 된다. 물론 원하는 무한대에서의 경

계 조건을 만족하기 위하여 기술적인 조작이 더 필요하다. )
이 제 Busemann함수에 대 한 절명을 하겠 다. r: [0,∞)→M은 r(O)=P

에서부터 출발하는 레이 (ray)라 하자. (비긴밀 완비 리이만 다양체에

는 항장 ray가 종재한다. ray란 주어진 곡션의 엄의의 두 청 사이가 항

상 최소 걸이가 되는 측지션을 말한다. ) 이련 레이 7에 대하여 ht(x) =
t-d(x, r(t))올 청의하면 ht(x)는 t에 대하여 비증가 함수이고 ht(x) =
d(p, ret)) -d(x,r(t))~d(p， x) 에 서 부터 hr(x) =lim ht(x)가 종재함을

알 수 있다. 이 를 레 이 r에 대 한 Buesemann함수라 하고 Cheeger-Gromoll
에서 곡률이 음이 아난 다양체의 구조률 밝히는 데 아주 중요하게 사용

되 었다. 이 때 f:J (x) =sup{hr(x):r는 P에서 출발하는 레 이} 라 하면 껴는

Lipschitz이고 IJf:J 1=1 a.e.업을 쉽게 얄 수 있다.Li와 Tam의 청리에

나오는 조건올 만족하는 려야만 다양체에서 f:J (x)와 어떤 고청펀 정 P에

서의 거리 합수 rex)는 접근척으로는 같다는 것올 밝힐 수 있다. 즉

lim~강:-=1이 성 립 한다. 또한 곡률이 음이 아니면 J[3능O엄 을 알 수
x→∞ [3 (x)

있다. (Cheeger-Gromoll [3J) 우리가 C(a)= {xεMI f:J (x)~a}로서 청의

하면 g의 생질을 이용하여 a가 충분히 클 혜 륜 끝 E에 대하여 aC(a) nE
에서는 1, E에서 x→∞이면 0으로 가는 E-C(a) 에 청의된 조화 함수가

존재하고 유얼함을 밝힐 수 있다. 또한 이 함수 f는 척당한 상수 a에

대하여

f(x)~αfZI)4←&

흘 만족한다.

작은 끝에서의 장벽합수플 얻기 위하여 F를 한 끝이라고 활 때

A(t) =vol(aB,(t) nE) , Aβ (t) =vol(OC(t) nE) , VII(t) =γ이 (C(t) nE)라
하자. 그려고 C(a,R)= {xεMIa~fJ (x) ~R}이 라 하자. 이 때 gR올

C(a, R)에 서 는 JgR즈0， ac(찌 nE에 셔 는 0, aC(R) nE에 서는 f띔5

dt룰 갖는 초화 합수라 하자. 그러 면 척 당한 R;에 셔 R;→∞일 째 gRi가
E\C(a)의 염의의 긴밀 집합에서 수렴한다는 것올 보일 수 있다. 따라서

Harnack 청리에 의하여(그리고 또한 작은 끝이라는 조건 때문에) 이의

극한 g가 존재하고 이것이 E\C(a)에서는 11g三0， aC(a) nE에서는 0, E
에서 z→∞일 때는 무한대로 감을 알 수 있다. 이련 g를 적당히 조작하

여 전체에 청의되고 무한대에셔 주어진 경계 조건을 만족하는 조화함수

를 얻을 수 았다. 물폰 이런 각 단계가 쉬운 일은 아니다.
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