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1. 머 릿 말

통계역학에서 물리학적으로 흥미가 있는 동계역학모렐에 대하여 유한

영 역 내 에 서 정 의 되 는 상관합수 (correlation functions)와 같은 통져I 역 학적

양의 무한체적 극한 (infinite volume limits)의 종재 성을 증명 하고 이 결

과로 부터 동역 학계 (dynamical systems)을 구축하여 여 러 가지 수학적 구

조와 물리학적 정질을 규명하는 것은 중요하다[1， 4, 9J.
무한체적 극한이론을 구축하는 방법에는 취급하는 대상(모탤)에 따라

서 여러가지 방법이 있지만 무계양자스핀계 (unbounded quantum spin
systems) 나 연속공간의 양자질점계 (quantum particle systems in continuous
spaces) 와 같이 복접한 모델에는 직점적언 접근방법이 불가능하고 일반

적 으로 Green함수방법 (Green’s function method)을 사용한다[1， 5J. 이혜

건축된 동역학계의 시간진행군과 불변벡터인 m얘ular 상태 (state) 에서 유

도되 는 Tomita-Takesaki의 modular automorphism 사이 에 관계 가 모호하

며[1， 5， 6J 이들 사이의 관계를 명확하게 규명하는 것은 취급하는 대장

와 구체척언 구조 및 성질을 규명하는데 훨요하다.

본 논문에서는 유한영역에 갱의되는 Green함수에 대하여 몇가지 가청

올 한후 무한체쩍 극한의 존재정올 종명하고 통역학계를 구축하려한다.

구축된 동역학계를 (it, d, U(t) , [J) 라 하자， 여기서 X는 Hilbert공간， Ole
L(it) 는 von-Neumann대 수， U(t) 는 유니 타리 작용소로 이 루어 진 시 간진

행군이고 Q는 불변벡터이다. 일반척으로 &의 부분대수 빼가 존재하고 Q
는 &의 mod잉lar벡 터 가 된다. at를 쩌에 청 의 되 는 modular automorphism
이라 하자， 주어진 가정하에서 d1 =d 및 at(A) =U(t)AU(t)* 가 됨올 증

명하려 한다.

결과의 한가지 응용으로서 polyacetylene의 통계 역 학모델을 취급하려

한다. 몇가지 선험적 계산 (apriori estimates)를 유도한 후 이로부터 대웅

되는 Green함수가 가청한 모든 조건을 만족시킴을 보이겠다. 끝으로 무
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계 양자스펀계 (unbounded quantum spin sys않뼈)에 대 한 응용의 가능성 에

대하여 논하려 한다.

본 논운의 내용에 대하여 간단하게 절명하자， 제 2 절에서 펄요한 기

호 및 정의를 도입한후 유한영역 Green함수에 대하여 몇가지 가청을 한

후 이 논문의 결과(청려 2.2)를 셔술 하겠다. 결과의 중명은 제 3 절에

서 한다. 제 4 철은 본 논문의 결과를 polyacetylene모렐에 응용하는데

활해한다.

2. 기호， 쟁의 몇 결과

A를 l.J-차완 격 자(또는 역 속)공간 Z’ (R’)의 유계 영 역 (bounded region)
이 라 하자. 각 ACZ'(B')에 대 하여 Hilbert공간 itA, 국소측청 가능한 것

(local observables)으로 이루어진 C*-대수 빼AcL(itA) 빛 자기수반 작용

소 (self-adjoint operator) 언 하멀토니 안 H‘를 대 응시 키 자. (itA,1L‘, tAA ) 의

션책은 취급하는 모벨에 따라서 결정된다[1， 4J. 또 exp(itR까)는 tAA의
훨소가 된다고 하자. 만약 A1 nA2=¢l이면 1CA ， UAε =itA，Q94rA2이고 tAA는 황

동원 (identity)을 갖고 있다고 가청 하자， 따라서 tAA ，은 예A，Q91A2와 통치 이

다. 다음과 같이 청의되는 C*-대수

빼=( u 찌A)- (2. 1)
AcZ·(R')

를 준 국소측정가능 (quasi-local observables)한 대수라고 한다. 뼈는 항동

원 1를 갖고 있다.

유한체척 에서 분활함수(partition function) ZA 및 Gibbs장태 (state) 씨는

ZA=Tr:JlA(e-/lHA)
ωA(A) =ZA-1TrJl!A(Ae-/lHA) , AE빼A (2.2)

로 청의 된 다. 불론 exp(-껴HA)는 trace class에 속한다고 가정한다.aA를

a/(A) =eitHAAe-itHA, AεtAA (2.3)

로 청의 되는 쩌A에 서 의 시 간진행 automorphism이 라고 하면 유한체척 A에

셔의 Gπlen함수는

로 청의펀다. 부동식

GA(A,B;t) =ω'A(Aa/(B» (2.4)

IGA(A,B;t)I 5: IIAIIIIBII (2.5)

는 자명하께 셜렵한다. 비록 장태 (앞ate) ωA는 .s4A에 청의되지만 H빼n-
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Banach 청리에 의하여 빼로 확장하여 4에셔의 상태로 폴 수 있다. 합펀

부둥식 (2.5)와 Tychonoff 갱리률 사용하면 다음 컬론에 도달합다. 즉

Z-(B-)로 수렴하는 부분네트(subnet) {Aco} 가 종쩨해서 모든 tεB. A.Bε

뼈에 대 하여 무한체척 극합 (infini않 γolume limit)

G(A,B;t) = lim .. GA(A,B;샤 (2.6)
,,_-Z'(8')

이 좀재함다. 또함

ω(A)=G(A,1;0) (2. 7)

는 준 국소 C*-대 수 빼의 상태 (state)률 청 의 한다. 가농하다면 쩌에 청의

되 는 automorphism a가 종재하여

G(A， Bit)=ω(Aat(B» (2.8)

가 생렵하게 되는 것올 월하게 펀나 일반척으로는 기대하기 혐들다. 본

논문에서는 G,, (A, ~;t) 가 특청한 조건올 만족시키면 (2.8) 이 생렵되는

것율 보이겠다.

먼저 유함체척 그란합수 G,, (A,G;샤가 만족시키는 정질들용 종합하여

보자.

보조정리 2.1. G,,: 때"X빼"xB→C툴 (2.4)에서 청의판 Green합수라 하

면 G"는 다옴 성질율 만족시컨다.

(a) A-원!，， (A， Bit)는 션형 이뻐ear)이 다.

(b) B• GACA. B;t) 는 션형 이 다.

(c) t• G,,(A,Bit) 는 연속이다.

(d) G,, (A,CBiO) =ω，， (A CB) =G,, (AC,B;O)
(e) G"O.I, 0) =ω，，(1)=1

당) 수옐 {A;} Isis"과 {t싸 ISiS"에 대 하여 다음 관계 가 생 렵 환다.

a웰l4(A쌀， A j ; ti-tj)::::O

(g) [a"-KMS조건]. D，.cC률

D，.={%εto :O<Imz<,8}

라 청의 하자. 모든 A， Bε빼A에 대 하여 D，.에 셔 해 적 척 (뻐alytic) 언 복소

수합수 GA， B가 존재해셔 Eβ어1 셔 연속이고 모든 tεR에 대하여

GA.B(t) =GA(A,B;t)
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GA， B(t+챔) =GA(B, A; -t)

를 만족시킨다.

층명 : (a) rv(b)는 (2. 2) rv (2. 4) 에 있는 정의로부터 쉽게 유도되는 결

과다. (g)는 (2.4)와 (2.2)에 갱 의 된 Gibbs상태 ωA야 KMS조건

ωA(Aa;β (B))=ωA(BA) (2.9)

를 만족 시키는 결과에서 유도된다. KMS조건 (2.9)와 성질 (g)가 동치

임은 참고문헌 [I]의 정 리 (5, 3, 6)에 증명 되 어 있 다.

다음에는 본 논문의 가장 중요한 결과를 기술하겠다.

정리 2.2. 모든유한영역 A에 대하여 때A의 조밀한 (dense) 부분집합 !lJA

가 존재해서 모든 A， B르쨌A에 대하여 t의 함수로서 GA(A,B;·) εC∞ (B)

이고

I ~: GA(A,B;t) I+ I t;" GA(B, A; -t) I} 「GA(A， B;t) + |-τGA(B， A;-t) I:::;:IIAICB"n!dt" -",-, --, V/ I

를 만족시 키는 A에 무관한 상수 CB가 존재 한다고 가청 하자. ω를 (2.7)
에 서 정의 된 찌의 상태 (state)라고 하고 (it .., π.. (왜)， 0 ..)를 ω의 GNS표현

(representation) 이 라 하면 마음 사살 아 성 렵 한다.

(a) 0"，는 π..(쩌)"의 순환 (cyclic) 및 분리 (se뼈rating) 벡 터 이 다.

(b) at: π.. C빼)"→11: .. (&4.)"를 modular automorphism 이 라 하고 G(A,B;t)
흘 GA(A,B;t)의 우한체적 극한이 라고 하면 다음 관계

G(A,B;t) = (0"" π"， (A)a，(π.. (B) ) 0",), A,BE.뼈， tεR

가 정렵한다.

위의 청리는 다음 절에서 중명하겠다. 참고사항으로서

(it..,π.. (쩌)끼 a t> 0 ..)

가 무한체척 극한의 양자통역학계를 형성한다는 것을 유의하기 바란다.

3. 주 혈과 (Main Result) 으| 증명

이 절에서는 본 논문의 주 결과연 청리 2.2를 증명하겠다 • A， Bε&4.A
에 대하여 GA， B(Z) 를 보조정려 2.1 (g)에서 유도원 D~에서 정의되는 해

석함수라고 하면 유한체척 Green함수 GA(A, B, t) 를 다음과 같이

GA(A,B, z) =GA,B(Z) , Z르Dβ (3. 1)
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D /l 위로 확장시키면 D/l에서 해석함수가 된다. 간단하게

ι'"
GA (") (A , B;z) =각-;;-GA (A , B, z)

az"

로 쓰면 임 의 의 A， Bε짧A와 η=0， 1 ， 2，. 에 대 하여 GAr,,) (A, B, z)는 D/l에

서 해석함수이고 정리 2.2의 가정에 의하여 D껴에서 연속이며， 보조정리
2.1 (g)와 세줄갱 리 (three line theorem or maximum modular principle)
에 의하여 D/l 위에서 부등식

/GAI") (A , B;z) I드 /I A 11GB"η! (2.2)

이 성립한다.

부둥식 (3.2)와 Tychonof£ 정 리 (compactness argument)를 사용하면 다

음 결론에 도달한다. 즉 Zv(또는 Rv)로 수렴되는 부분네트(subnet) {A씨

가 존재해서 모든 A， B르짧A， Z든Eβ 및 n=O， l ， …에 대하여

G(")(A,B;z)= lim GA.(") (A ,B;z) (3.3)
A_-Z ‘’ (8 ’)

가 존재하고 부동식

IG(") (A,B;z) Is II A II G，앙η! (3.4)

를 만족시킨다. 또 Vitali 청리와 부풍식 (3.2) 에 의하여 G(A, B， z) 는

D/l에서 해석적이고 Dβ에서 연속이다. 보조청리 2.1 (g)와 (3.3)에 의

하여 G(A, B, z) 는 KMS조건

G(A,B;t+챔) =G(B, A; -t)

를 만족시킨다.

다음으로 무한체척 극한의 동역학계 구축을 생각하자. ω를

(3.5)

ω (A) =G(A, 1;0) (3.6)

로 청의 되 는 빼의 상태 (state) 라고 하자. KMS조건 (3.5)로부터 다음 결

론이 유도된다[1]. 모든 A， Bε때와 jEff)언 f에 대하여

s:∞dt f(t)G(A , B;t) = S:∞dt f(t+캡)G(B， A; -t) (3.7)

이 정렵한다. (it"" π"，(냈)，[Jω) 를 ω에 대응되는 4의 GNS 표준표현 (canoni‘

cal representation) 이 라고 하면 KMS조건 (3.7)에 서 순환벡 터 (cyclic vector)
&는 von-Neumann대수 π'" (d.)"의 순환 (cyclic) 및 분리 (separating) 벡 터
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가 된다(참고문헌 [lJ의 Example 5, 3, 13을 보라). L1를 &에 대 응되는

Tomita-Tak，않ati의 modular 착용소라고 하자[1， 10].

정려 2.1과 위의 결과로부터 다음 컬과를 얻는다.

정리 3.1:G: 찌 x fA xR→C롤‘ (3.3) 에서 청의되는 유한체척 Green함수

GA의 무한체적극한의 Green함수라 하면 G는 정리 2.1에서 GA가 만족시

키는 성질들을 모두 만족시컨다.

홍명 : 위의 결과는 청리 2. 1과 (3.3) 및 (3.7)에서 유도펀 결과이다.

다음으로 청 리 3.1과 참고문헌 [1]의 정 리 6， 3， 27의 증명 에 서 사용된

방법을 이용하면 다음 결과를 얻는다.

정리 3.2: (3κ， π.. (fA), Q..) 를 (3.6) 에서 청의 된 상태 ω의 GNS 순환표
현 (cyclic repr앓ntation) 이 라 하면 t ..를 포함한 Hilbert공간 ;e와 R의 유

녀 타리 표현 (uni없ry repr않entation) U가 존재해서 모든 A， BεfA， tεR

에 대하여

(a) t= l강ESU(t)t..
(b) G(A,B;t) = (π..(A*)Q‘’ U(t) π.. (B)Q..)

이 된다.

흥명. 이 결과는 청려 3.1과 참고문헌 1의 정리 6.3.27의 증명방볍의

컬과이다. 지금셔부터 청리 2.2를 중명하자.

정리 2.양l 증명 :H를 청려 3.2의 유니다리군 U(t)의 생정자(generator) ,
U(t)=exp(않R) 라고 하자. 정 리 3.2에 의 하여

G(n) (A,B;O) = (π.. (A*)Q.., (iH)nπ.. (B) tJ..)

가 되고 부풍식 (3.4) 에 의하여 염의의 Aε뼈， Bε~A에 대하여

I (πω (A*)Q.., (iH)nπω (B)Q..) I ::S;: II A II CBnπ ! (3.2)

가 생렵한다. 쟁A가 뼈A에 조밀 (dense)하므로 U짧A는 냉에 조밀하다. 따라

서 Uπ..(~A)Q ..는 $에 조밀하다. 부동식 (3.8) 로 부터 (iH)nπIl (B)O ..는
&에 속하는 것을 알 수 있고 또 부등식

IIRnπ.. (B)O.. II <CBnn! (3.9)

이 성렵항을 알 수 있다. 관계식 (3.9)는 Uπ.. (~A)O ..가 H의 해적척이고
조밀한 영 역 (analytic de뾰e domain) 이 됨 을 말해준다. 따라서 H는

Uπ..(~A)O ..에서 않sentially self-adgoint 가 된다[8]. 이 결과로부터 U (t) 'it ..
ζ1f1»가 된다.0“는 U(t) 에 불변이므로
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G(A, B, t)= (π，， (A*)O.., U(t)μ (B) U(t)*O ,,) (3.10)

이고

'" (πω (B» 三U(t) π.. (B) U(t)*

라 하면 G(A, B, t)의 KMS 조건으로부터 상태

ω(A)=(0... AO..). Aεπ(찌)"

는 von-Neumann 대수 π(쩌)"에 대하여 ..-KMS 조건을 만족시키는 것올

알 수 있다. Takesaki의 modular automorphism의 유일청 리 [[IJ의 청 리

5.3.10J에 의 하여 ..，=a，이 다. 즉

U(t) =L1il (3. 11)

가 된다. 청 리 2.2는 (3.10) 과 (3.11) 의 결과이 다.

4. Polyacetylene 용계역확모웰에 응용

청 려 2.2의 결파를 polyacetylene 모빨에 웅용하여 보자. A= {n, n+ 1,
"', m}cz.올 l차훨 격자공간에셔 구간이라자. 모렐의 반 고전근사 (semi­

classical approximation)척 하멀토니얀은 다음과 같이

HA=HA,B+HA,F
* ‘,••2

HA， 8=잘풋←tPi+1 ll
I=n ι

HA，F=설[다*끽펴다+1*다](t +g tPi+112)

(4.1)

로 주어진다. 여기셔 각 iεA에 대하여 <Pi+l /2εR이고 Gi는 2 1 A1 _차웹

Hilbert 용간에서 갱의 되 는 연산자로서 다옴 조건

{Gi*,GJ} =Oij, {강， GJ} =0 (4.2)

을 만족시킨다. 여기서 {A, B} =AB+BA 이다. 자세한 모댈의 배정과

셜명 은 참고문헌 [3， 7J을 참조하기 바란다. 분활함수 (partition function)
와 Gibbs상태 ωA는

ZA= f흉;#i+1/2e-PHA1aTr(e-gHA%) (4 3)
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ω'A(A) =ZA-1f찮d¢Ji+1I 2e-뼈A，BTr (Ae- ,sHA,F)

(4.4)

로 주어진다. 국소측청가능한(local observables) 것의 대수는 다음과 같이

뼈AF={Ci， Ci*; iεA} 로 생성된 C*-대수

빼AB=변수 ¢Ji+1I 2' iE三A， 의 유계연속함수로 이루어진 C*-대수

빼A=ι~AB0찌AF

로 주어진다.

먼저 필요한 선험적 계 산 (opriori estimates)을 유도하자. 주어진 연산

자 A， B에 대하여

aAO(B) =B
aAm(B) = [A,OAn- 1 (B) ]

로 쓰자. 여 기 서 [A,BJ=AB-BA이 다. 다음은 참고문헨 [7J의 청 리

2.3의 결과이다.

보조청리 4.1. 고정된 유한영 역 AcZ.와 엄 의 의 BE드펴A에 대 하여 A에 무

관한 상수 CB가 존재해서 부둥식

ω'A (aHAm(B)*aHAm(B» 르CB'’Om!

이 정렵한다.

홍명 : 참고문헌 [7J의 청 리 2. 3 (Proposition 2. 3) 을 참조하라.

정리 4.2 : 염의의 zED，s와 A， BE프냈A에 대하여

1 했- 쥬G (A,B;z) I< II A II CBm μ꾀

이 정렵한다.

증명 : 간단히 fez) =G(A, B;z) 라 하자. 그러면 pm)(z)는 D，s에서 해적

적이고 Dβ에서 유계이며 연속이다. 따라서 Ipm) (z) I 의 최대는 D，s의 변

경에 었다. 청의에 의하여

f ,m) (z) =imω'A (Aa"A(OHAm(B»

이고 따라서 Schwasz부동식과 보조청려 4.1에 의하여

lim) (z) Iz，，}드 II A 11 2ωA «OHA.
m(B» * DHAm(B»
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~ II A 11 2CB"'m! (4.5)
Ipml (%) 12

,,=tHJl= IωA(6HAm(B)a_l(A» I
Sω'A(osl"(B) (OBAllI (B»*)ωIA(A*A)

~ II A 11 2CB
mm! (4.6)

이 성렵한마. (4.6)의 헛체 관계식옳 유도하기 위하여 (4.3)에 있는 ωA

의 쟁의 몇 ωA의 KMS조건(보초청려 2.1 (g»훌 사용하였다. 청려 4.2
는 (4.5) 몇 (4.6)의 캘과이다.

청리 4.2는 취굽하는 모벨이 청리 2.2의 조건올 만쭉시키는 갯용 보

여주고 따라셔 청리 2.2의 철과는 polyacetylene모벨에 척용된다.

끝으로 몇가지 다른 통계역학 모벨에 대하여 정리 2.2의 웅용가농쟁

에 대 하여 야 야기 하겠다. 휘 에 셔 는 polyacetylene요멜의 반 고전군사

(semi-classical approximation)척 모벌융 취급하였으나 반 고전근사가 아

난 양자모멜에 대하여도 위의 방법옳 책용할 수 있다고 생각한다[7J.

양자모벨에 대하여 청리 2.2의 가챙융 충명하기 위하여는 보초챙리 4.1
과 비슷한 결과가 요구된다. 아직껴지 훨요한 계산이 매우 복장하여 보

초청리 4.1에 해당하는 철과률 유도하지 못하었고 앞으로 자세히 검토

하려 한다.

또 본 논푼의 결파훌 무계 양자스웰계 (unbounded quantum spin systelI뼈)

에 대하여도 웅용활 수 있다고 믿고 있고 이갯도 앞으로의 연구과제이

다.~함 챙리 2.2의 가청융 얼마만큼 약화시키면셔 같윤 컬홈에 도달

활 수 었논가 하는 것도 매우 흥미있는 품제라고 생각웰다.
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