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UNE CARACTERISATION
DE LA FONCTION SPLINE DE LISSAGE

PAR HA-JINE KIMN

o. Introduction

Nous avons introduit le probleme classique de la fonction spline de lissage
d'ordre q (entier positif) et montre l' existence et l'uniclte de la fonction
spline de lissage (Kimn (1981) [5J).

Soit X, rq. et q trois espaces de Hilbert. On prend X=Hq [a, bJ, fJJ=Ho
[a, b] =L2 [a, b] et q=Rn ov. Hq [a, b] est l'espace de Hilbert des fonctions
reelles definies sur l'intervalle [a, b] qui ont une derivee (q-l)-ieme absolument
continue et une derivee q-ieme de cam~ sommable avec le produit scaIaire:

<I Ig>,,=~J:f(i)(t)gW(t)dt; f(t),g (t)E%,

et la norme associk:
IIfll,,=«1 If>,,)1/2, f(t)EX,

et ov. HO [a, b]=L2 [a, b] est l'espace de Hilbert des fonctions reelles de
finies sur [a, b] qui sont de carres sommables avec le produit scalaire:

<I Ig>,=S: f(t)g(t)dt; f(t), get) E'IJ,

et la norme associk:
IIfll,=«f 1/>,)112, f(t)EfJI,

et ov. Rn est l'espace euclidien de dimension n.
On prend les operateur lineaires continus T de % clans fJI definie par

T(x)=x(q)(t) et A de % dans q definie par:
A (x) = [x (tl), ..., x (t.) ]

=[<ktlx>, ..., <k.lx>Eq, pour tout.kiEK
Soit z un vecteur donne teI que:

Z=[Zb ..., z,,]Eq.
On definit un produit scaIaire sur q: ..

<ulv>p=L: PiUiVi
;=1

avec U=[Uh ••• , uJ, V=[Vh •••, vJ, et la norme associk:..
UulIl=I: PiUi2•

;=1

Pour utiliser le. theor~~ «le caractet.isa.tian d~une meilleure appro¥Unation
(la prooeriete de 1'0rthogonaIite), on considere le produit Qf).='l/X9L des
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On a donc:

espaces de Hilbert f/J et q. Si l'on prend le produit scalair:

<wllw2::>w=<Y1IY2>q;+<Zllz2>p (P>o)

pour Wl= [Yh Zl] et W2= [Y2' Z2] EC)9, C)9 est aussi un espace de Hilbert.
On prend dans C)9 la norme associee au produit scalaire:

II!wlll =<wlw::>1I2
= (<Yly>q;+<zlz>/12, w=[y, zJECW.

On definit aussi un opl§rateur lineaire continu L de % dans CW par:
L(x)=[T(x), A(x)]EC)9.

Dans cette etude, nous donnous une. definition de la fonction spline de
lissage et demontrons des theoremes pour la caracterisation de la fonction
de lissage en cas general et en cas particulier d' un nombre fini de conditions.

1. Une definition de la fonetion spline de Iissage

Designons par T*, A* et L* les operateur adjoints de T, A et L respecti­
vement. Avec le theoreme de caracterisation d'une meilIeur approximation
(cf. p. 15 de Achieser (1956) [lJ) , on peut montrer qu'une condition
necessaire et suffisante pour qu'il existe une seule fonction spline de lissage s
pour tout zEq (relativement a T, A, z et Pi>O) est que 1'on ait:

(1.1) <res) IT(';;>::>q;+<A(s) -ilAT.xJ::>p'O, pour toftt .iE%,
OU:

(1. 2) T*T(s) +A*A(s) =A*(z).

Par la definition de L, on a:

<L(x) I [Y, z]>=<xIL*[Y, z]>.
D'autre part,

<L(x) J[Y, z]>=<[T(x), A(x)] I[y, zJ>
=<T(x) IY>q;+ <A(x) Iz>p
=<xl T*(Y»q;+<xIA*(z»p.

L*[y, z]=T*(y) +A*(z).
Par ailleurs,

On a donc:

A* (z) = ±PiZiki'
;=1

La condition (1. 2) peut encore s'ecrire:
L*L(s)=A*(z).

D'apres cette relation d'orthogonalite, on a une definition de la fonction



Une caraeterisation de la fonction spline de lissage 29

spline de lissage.

DEFINITION. Soit d le sous-espace vectoriel des elements de % tel que:

d={sE%I<T(s)IT(x»'U+<A(s)-zIA(x»/>=O, pour tout xE%}.
On appelle cet espace d l' espace des jonctions spline de lissage. Si l'on utilise
les proprietes de l'application adjointe, l'espace dest encore egal a:

d= {sE%1 T*T{S) Elm(A*)}
= {sEXIL*L(s) Elm(A*)},

ou Im(A*) est l'image de A*.

2. Caracterisation generale de la fonction spline de lissage

De la definition precedente, on a:

(2.1)
et

T(d)=T (Ker(A»).l

(2.2) T*T(d) =Im(T*) nIm(A*) ,

ou Ker(A) est le noyau de A. Comme T* est une application lineaire con­
tinue et biunivoque de fJJ sur lm (T*) ferme, y*-l est continue de Im(T*)
sur fJJ et T(d) = T*-l(Im(T*) nlmCA*» est ferme clans fJI., D'apres (2.1)
et (2. 2), on definit donc les sous-espaces vectoriels suivants:

8e=Im(T*) nlm(A*) dans X,
~=T(Ker(A»J. dans 11,
£=A(Ker(T»1. dans q.

Ces trois espaces sont relies de faeon biunivoque et bicontinue par T* et
A*. On a donc:

8e= T* C~) =A* (dS),
T(d)=~,

et
(2.3) T* T(d) =8e.

Des (1. 2), on definit pour sEd un element unique AEq tel que:

(2.4) T* T(s) =A* (A),

ou A=z-A(s).
Notons D l'application lineaire continue de d dans q qui associe A de (2. 4)
a sEd. On a donc:

(2.5) D(s) =A*-lT*T(s), pour tout sEd.

Examinons maintenant les proprietes de D.

PROPOSITION 1. Im(D) cq et Ker(D) cd.
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DEMONSTRATION. D' apres (2, 3) et (2. 5), on a:
Im(D) =D(d) =A*-lT*T(d)

=A*-l(8e) =R,cCZl..

Comme A * et T* sont biunivoque, on a aussi:
Ker(D) =Ker(A*-lT*T) =Ker(T) cd.

C. Q. F. D.
A partir de (2. 4), on en deduit done que quelque soit z E CZl., il existe s

unique appartenant a d tel que:
A(s) =z-D(s).

pour le ealcul effectif de la fonction spline de lissage s, on caracterise plus
precisement le sous-espace q2= lm (L) dans C)/). Notons M l'application de d
dans CA\} definie par:

M(s)=[T(s), -D(s)], pour tout sEd.
Soit ffJ un sous-espace vectoriel clans CA\} tel que:

ffJ=Ker(L*) cC)/).
Comme lm(L) =Ker(L*).t, on a directement:

lm (L) =ffJJ., et CJJ=()J-.

Caractensons maintenant le sous-espace ffJ.

PROPOSITION 2. Si ffJ=Ker(L*) cQ9, on en deduit que:

ffJ=M(d) = try, z]EQ9/yE:l, z= -A*-lT*(y) ER,}.

DEMONSTRATION. On sait que pour w=[y, z], L*(w) =0 si et seulement si:
T*(y) +A*(z) =0.

Si 1'0n pose x=T*(y), on a:
x= -A* (z), i. e. xElm(T*) nlm(A*) =Be.

Soit yE[J et Z=-A*-l(X)=-A*-lT*(y) ER,. Comme ;}=T(d), y=T(s)
avecsEd;on a alors:
z= -A*-lT* (y) =-A*-lT* T(s) = -D(s).

Il en resulte que [y, z] EffJ si et seulement s'il existe sEd tel que:

M(s) = [Y, z].

C.Q.F.D.

On sait done qu'il existe des correspondances biunivoques et bicontinues
entre ffJ, 8e,/3 et iJ. Comme L(X) =C'J), M(d) =fj et CJJ=ffJJ., on peut facile­
ment demontrer le theoreme suivant:

THEOREME 1. pqur tqut xE'X et tqut sEd, on a:
<L(x) IM(s) >=0.



Une caraeterisation de la fonction spline de lissage

3. Caraeterisation avee un nombre fini de conditions
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Pour resoudre le problbne classique de la fonction spline de lissage d'ordre
q (Voir Kimn (1981) [5J) et appliquer au probIeme pratique, on va preciser
le cas Oll q est un espace de dimension finie, c' est-li-dire, le cas Oll l'on a
un nombre fini de conditions a ajuster. On suppose que q=Rn avec le produit
usuel et que dim (Ker (T) ) = q Oll dim (Ker (T» est la dimension de Ker (T) .
On sait que Ker(T) nKer(A) =0 entraine en effet que n~q (Voir theoreme
dans Kimn (1981) [5J). Dans ce cas, l'operateur A est mis sous la forme:

A (x) = [<kt\x>", ..., <k"lx>,,]ER"
011 les k; sont n elements lineairement independants de X. On peut done
poser:

k;=A*(o;y,
011 O;E R" est le vecteur ayant sa i-ieme composante egale a 1 et les autres
egales a O. D'autre part, on sait que:

z= [Z1> •••, z"J ERn.
L' operateur adjoint A* prend aussi la forme suivante:

"A* (z) = L; p;z;k;.
;=1

Si l'on pose /Jt le sous-espace vectoriel de dimension n dans X engendre par
les k;, on a:

Im(A*) =Ker(A)1-=/Jt,
Im(A*) 1-=Ker (A) =fJt1-.

L'hypothese Ker(T) nKer(A) =0 entraine aussi que A est biunivoque sur
Ker(T), on a donc que A(Ker(T» est de dimension q. Comme dim(q) =
n, dim (A (Ker(T) 1-) =n-q. Comme Im(T*) nIm(A*) est ime expression
symetrique par rapport a A et T, on peut echanger leur role et on obtient:

a=Im(T*) nIm(A*) =A*(A(Ker(T» 1-).

On a done:
dim Be=dim (A* (A(Ker(T» 1-).

Comme A * est biunivoque, on a:
dim (A* (A (Ker(T) )1-) =dim(A(Ker(T»1-).

Enfin, on a:
dima=n-q.

Dans ce cas, les sous-espaces a et &, sont de meme dimension n-q.
Notons hi, ji et hi (j= 1, ..., n-q) des elements engendrant trois sousespaees
fJt, ;;; et J6 respectivement, qui sont relies par les relations:

(3.1) T* (fi) =A* (bi) =M, j=l, "', n-q.
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Le sous-espaces (Jc~ est aussi de dimension n-q, parce qu'iI existe des
correspondances biunivoques et bicontinues entre !le, t€, ;; et (J. Comme f i

(j=1, ..., n-q) forme une base de;;, on sait qu:
gi=[fi, -A*-lT* (Ji)], j=1, ..., n-q

forme aussi une base de ([J.. D'autre part, d'apres (3. 1), on a:
-A*-lT*(Ji) = -A*-l(hi ) =-bi.

Done, les elements:
gi= [fi, -bi], j=1, ..., n-q

forment une base de (J.
Pour caracteriser la solution s du probleme classique de la fonction spline

de Iissage avec un nombre fini de conditions, on a alors le theoreme suivant:

THEOREME 2. Une condition necessaire et suffisante pour que sEX soit la
solution du probleme classique de la fonetion spline de lissage avec un nombre
fini de conditions est qu'il existe des Uj (j= 1, "', n-q) tels que.

n-q n-q

(3.2) T(s)=L,ujfi, A(s)=z-L,ujbi.
j=l j=l

Les Uj peuvent petre obtenus en resolvant le systeme algebrique lineaire suivant:

DEMONSTRATION. D'apres la definition precedente de la fonction spline de
lissage, pour que s soit la solution, [T(s), A(s) -z]E~ est orthogonaI a
~=Im(L) =(J.L. C'est-a-dire que [T(s), A(s) -z] E([J.. Comme dim «(J) =
n-q et (J est engendre par:

gi=[fi, -hi], j=l, •.., n-q,
iI existe donc des coefficients Uj (j=1, ... , n-q) tels que:

·-9 #-g

T(s)=L: u-Ji, A(s)=z-L: u·hi.
j=l J j=l J

Pour ohtenir les coefficients UJ numenquement, iI nous suffit d'exprimer que
[T(s), A(s)]E(J.L, c'est-a-dire que [T(s), A(s)] est orthogonaI a gi dans
~ (j= 1, "" n-q). On obtient:

n-q .-q

-S~ ujJiI ji>~+<z-j~ujbil-bi>p=O, i=1, ... , n-q.

On a donc:

C. Q. F. D.
REMARQUE 1. Comme la matrice de Gram «fil fJ>I/i+<li/bi>p) est

symetrique et definie positive (cf. chapitre III de Kimn (1980) [4J et p.216
de Oden et Reddy (1976) [7J) , on peut numeriquement obtenir la solution
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unique u= (Uj) U=l, "', n-j) de l'equation normale (3.3) en utilisant la
mhhode de Choleski (cf. 1-4 de Schwarz (1973) [8J). On peut enfin obtenir
la fonction spline de lissage spar (3. 2) .

REMARQUE 2. La methode qui est basee directement sur le theoreme 2
precedent est appeIee la methode de projection qui est tres generaIe et a ete
propose par Laurent et Anse10ne (1968) [6J. La stabiIite de cette methode a
ete demontree par Carasso (1966) [2J sur divers types de fonctionnelles. Cette
methode est aussi Iiee avec la methode proposee par GreviIIe (1964) [3J qui
utilise les difference divisees.
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