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Markov 過程에 관한 맑究*

具 찮훌 興

1. 序論

확률과청 (stochastic process)중에서 가장 기본적이고， 중요한 분야가 마르코프 과정

(markov process)이 라고 하겠다. 특히 이 분야의 주된 연구 내용으로서는 마르코프 연쇄

(markov chain)과 마르코프과정의본질적인 연구라 하겠다. 그런데 마르코프 과정에 관

하여서도 그 狀觀호間 (state space) S 가 이산형 (discrete type)이 고， 시 간적으로 연속얀

媒介變數호間(parameter space) T= (-∞， ∞)를 가지는 불연속마르코프과정(discontinu­

ous markov process)과 S 와 T 가 모두 연속인 연속 마르코프과정 (continuous markov

process)을 생각할 수 있겠다.

본 연구에서는 마르코프 연쇄와 불연속 마르코프과정에 관한 커본적인 구조에 대한 연

구만을 대상으로 하겠다.

2. Markov 連鍵에 대하여

마르코프 연쇄를 이산마르코프과정 (discrete markov process)이 라고 하는데 이 과정을

해석해 나가는데 아주 중요한 수단이 되는 확률모함수(probability generating function)

와 分解法則(decomposition rule)를 우션소개하기로 하자.

定義 1. 확률변수X가 이산확률분포(discreteprobability distribution) Pk=Pr(X=파)

(k=O, 1 ， 2···)에 따를 때，

G(S) =ExSx= I:.PkSk (2-1)

를 확률변수 X의 確率母뼈數(PGF)라 한다.

~훌훌 2. 두 확률변수 X와 Y의 함수언 확률변수 7ff(X， Y) 에 대하여， 다음 둥식이

성렵한다.

Ex, yT1f (X, Y)=Ey{Exly=yW(X, Y)}

이것을 분해 법 칙 (decomposition rule)이 라 한다.

*이 昭究는 1981年度 韓國科學財團昭究費支援으로 이루어진 것임.
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그러면 이제부터 有限 Markov連鍵(finite markov chain)가 ~鷹分布 (equilibrium di‘

stribution)을 가질 경우， 그것을 구하는 방법과 그것을 가지게 될 필요충분조건에 관하

여 논해보기로하겠다.

양￡具70

補助定理 1. [5J: 유한마르코프연쇄{ZII ; n=l, 2, ...}의 推移確率行列(transition sto­

chastic matrix) P= (Pij)에 대하여， 推移確率 (transition probability) 강ij 가 모두非負植

(non-negative numbers)이 면， 평형분포 γector (equilibrium distribution Vector) D가

존재하여 U=DP가 정렴한다. 또한 그 역도 성렵한다.

定理 2·1: (단일탄생벽 취보)상태공간 s= {O, 1, 2, ...}을 가지고， 추이확률이

j뻐=qo， J에l=PO，

Pi.i-l=qi, Pi.i+l=P;, (i= l, 2, ...)

위한펄

(그밖의 경우)

(P;+q‘ =1, i=O.l. 2， …)인 마르코프옐쇄(Markov Chain)가 팽형분포를 가지기

요충분조건은

Pij=O,

(2-3)rk= (PoP1'''h) / (qlq2"'qk+l)

이라할 때， 급수 L;rk 가 수렴(收數)할경우이다.

證明 주어진 推移確率들에서 추이확률 행렬 P를 구하면
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구하는 平衝分布(不動 vector) 를 D=(π。， πh …π‘...)라 할때 ， U=UP 이므로， 이관계식에

셔 다음연렵방정식융얻는다.

(a)
mw

(c)+π'aqa

+π:2fl2

l찌=뺨O+ql자

πl=POπ。

l 쩌=
π3二=

π'k=

πlP1

(d)

(e)

+π4q4

+πk+lqk+l

π'2P2

π'k-lPk-l
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윗 연립 방정식의 (a)식에서

1Co= (7I:1q1)/PO ~걱 폰1. 1휴
“ o '11

(a’)

다시 (a’)의 결과를 (b)식에 대업하면

π1=(쨌2)/P1 읍 휠=강L
ι1 '12

(b’)

πk 를 계속 풀어가연 일반적인 관계식

π'k=(πk+1qk+1) I깜 ¢::=:> 프학1.=객흐-
1Ck qk+1

(e’)

를얻는다.

한편， 윗 (a') (b')및 (e')와 다음 항등식에서

k=(잖)(줬)...(짧찌

=(찮)(좋)- ..(갚)=땅O
R”/

1
l

、

여기서 ， rk= (PoPt···따)1(q1q2···qk+1) 이다.

또 πo=roπ。 이 므로 ro=l 이 고， 확률 Vector 성분자의 총합은 1 이므로， (f)에 서

김π'k=πq싫다=1

• πo=l/ L:，. rk (g)

다시 (g)의 결과를 (f)에 대입하면

진=r)월r

그러묘로 L:，.rk 가 수렵할 때， 그리고 그때에 한하여 R는 확률분포가 되고， 따라서 평형

분포를가지게 된다.

3. 不連續 Markov 過程에 대하여

지금부터는 狀顯호間(state space) S 가 離散的 (discrete)이 고， 시 간적으로는 매개변

수 tE[O， ∞)를 가지는 마르코프과청 (markov process)을 논하여 보기로 하자. 특히 이절

에서는 마르코프과정 {Zt ; tE[O,∞}의 表現行列(represent matrix)Q와 推移確率行列 P

(t)사이의 관계식인 Kolmogorov 偏微分方程式을 논하고， 그 웅용으로 一俠出生死觀過程

(Linear birth and death process with migration)의 PGF 에 관하여 논하여 보기로 하겠
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다.

不連續 Markov過程 {Zt ; tE[O,∞)}의 推移確率은

hj(t) =PT(Zτ+t=jIZ.=i)， (i , jES ; -r E[O, ∞)) (3-1)

또 S 는 離散狀態좀間(discrete state space)이다. 그리고 推移確率 A(t)는 다음 성질을

갖는다.

P.1 : 엄의의 tE[O， ∞)에 대하여 h(t) ;?::。이고， 'E. p‘'jet) =1 이다. 즉 추이확률행렬
jCS

pet)는 확률행렬 (stochastic matrix)이 다.

P.2: I뾰 P셔 (t) =1 이때 P셔 (t)는 pet)의 대각원소(diagonal elemer띠 이 다.

또 lim p“ (t) =0 이 다.
t • o

<=> Aj(t) =Oij

•=> hit) =1, (t• 0)이 다.

P.3: pet)에 대하여 Chapman-Kolmogorov方種式이 성렵한다.

ζ=> P(μ+ψ)=P(μ)P(ν) ， (μ， Vε[0， ∞))

그런데 상태공간 S 가 유한언 경우 방청식 (2-7)의 유얼해는

o ∞ (tQ내
P(t)=e

tQ
=짚ψι

(3-2)

(3-3)

이때 Q는 행렬 (matrix)로 주어지며， Q 가 주어지면 pet)가 (3-3)식에서 구해지고， 역으

로 pet)가 주어지면 Q 가 결정된다. 그러므로 행렬 Q를 Markov過程 {Zt, tE [0, ∞)}의

表現(represent) 이 라고 한다.

定理 2·2. 불연속 마르코프과청 {Zt ; tE[O, ∞)}의 추이확률행렬 pet)와 추이융행렬

Q사이에는 다음 관계식이 성렴한다.

dP':=':-;-=P(t)Q
dt

證明. Chapman-‘Kolmogorov 방정식 (3-2)에 의하여

P(t+h) =P(t)P(h)=P(t) {I+hQ+O(h2)}

=P(t) +hP(t)Q+P (t)O (h 2)

그러므로

쁘딱=li1'Yl P(t+h)二pet)
dt ~뼈 h

=limP (t)Q+P(t) lim딱장=P(t)Q
.....에 h• o n

(3-4)



그러므로
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dP(t) "'E.' r.. _ E.' ......
풍관=P(t)Q 영 Pti@) =Esp.따)qkj
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언 관계식이 성렴한다.

콜묘고로프 전향미분방정식을 이용하여 -次出生死澈過程에 관한 PGF 를 결정하여보자.

시각 t 에서 個題數를 Ze 라 하고， 個體數過뚫 (Ze j tε[0， ∞»에 관하여 논해보기로

하자. 더욱 구체적으로 다음과 같은 문제를 제기하여 해결하고 그 특수한 경우를 논해보

기로 하겠다.

定理 2·3. 徵小時間 4사이에 각個體가 새로운 개체롤 출생하게훨 확률을 ;l，L1 +0(L1)，

각 개체가 사망하거나 移民해갈 확률을 μL1+0(L1)， 그 개체에 어떤 경우도 얼어나지 않

을 확률을 1- <A+μ) L1+0(L1) 라 둠다. 또 시간 4 사이에 유업에 의하여 1 개의 개체가

추가될 확률을 αL1+0(L1) 라 하자. 이 때 최초로 개체의 접단에 i 개의 개체가 있었다고

하면， Ze 의 PGF πt(S)는

“ ~S →“ (-,,)1 (.:1 -μ)]--쓰-e-(-μ)t ，

πt(S)= l ! r/ 1-8 ’
()'S-μ)all l .:1+잭二#-e-(-μ~J

1-‘s

x{ μ+慧-(Aft }l
~S- “ (J- ..lt JA+ A_V !: e-(l.-jJ.)t •

1-8

證明. 최후의 4 시간 간격에 의한 분해를 이용하면，

Zt+A=Zt+Xl+---+XZ,+ W

여기서，

w= [1' (t, t+L1)사이에 이민으로 1개가 流入

lO, 그밖의 경우

(3-5)

(단， k*μ 인 경우)

(1 제 l 번째 개체가 (t, t+L1)사이에 出塵

X I={-l 제 l 번째 개체가 (t, t+ L1)사이 에 死亡 또는 流出

l 。 그밖의 경우

ESW=aL1S' + (1-αL1)8°+0(L1) =1- (，α -aS)L1+0(L1)

ESXl= AL1S' + {1-0+μ) L1}SO+μL1S-1+0(L1)

=1+ {.:I8- <A+μ)+μS-1} L1+0(L1)
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따라서

ESX,+X2.,,+X,+W=(ESX,) (ESX2) ... (ESX ’ )(ESW)

=(ESX‘)‘ (ESW)

= {(찌+a)A+O(A)}S+ {l- (iA+iμ+a)A+O(A)}

+ {iμA+o(A)}S-l+O(A)

Pr(ZT+d=j! Zt=i) =Pr(XI+ '" + X i+ W=j-i)

(3--6)

(j=i+ 1)

(j=i)

(j=i-l)

l(At+a)4+0(4)

1-(찌+iμ+a)A+O(A)，

tμ+0(..1)
0(..1)

(3--6)식에서 다음 콜모고로프전향 며분 방정식을 얻는다.

p ’iO(t) =-αPio(t) +.uPil(t)

P’쉰(t)= {(j-1);/+αJ Pi.i-I- {j(;/+μ)+a}p쉰+(j+1)μ~Pi. j+I (3-7)

(j=1, 2, ...)

그리고 j="' , -2， -1 에 대하여는 Pij=O 이묘로 j=O, ±1, ±2 에 대하여서는 (3-7)식이

성렵한다. 따라서 (3-7)식에 Sj 을 곱하고 모든 j 에 걸쳐 합하면

2:, p' ijSi=AS22:, (j-l)Si-2Pi , i_l+aS2:,Sj-IPz, i_I - (A+μ)S2:，jSi-IP;i

-α2:，SiPii+μL: (j+ l)Sipi,i+I (3-8)

1x
‘.L-

πi(S) =EZtlZo;iSZt= 2:, Pij(t)Sj

를 π 로 약기하면 (3-8)식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

쁘=찌2깅깐+αSπ-(;/+μ)S쁘-aπ 十μ한at .~ oS ' -~ .. v· , ..../~ oS _.• , 1"" 0S

윗 식을 청돈하면

깅프+(λs-μ) (l-S)검프=a(S-l)πat ".- rl'~ -lOS (3-9)

윗 (3-9)식의 보조방정식은
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dt _ d8 - dπ

y- (AS-μ) (1-8)τ값1-8)π

을 풀려면， 우선 dt= /".. 쟁. "、 에서

Ad8 , d8
(A-μ)dt= ,':,"'u + ."'u"

A.:)-μ 1-8

양변을적붐하면

(A-μ)t=씨 (A8-μ)/(1-8) I+l"k

". e- c.l썩
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(3-10)

(3-11)

d8
마찬가지 로 「τ- ， τ→ (、

양변을적분하면

d1C 에서
-α(1-8)π

(훗)(鍵)=-렬

(뚱)1，， (A8-μ)=-1"π+1"C2

.. (AS-μ)a/ λπ=C2 (3-12)

(3-13)

그런데 주어진 편미분방청식이 1 階이으로 C1 과 C2 는 함수관계에 있어야 한다. 즉，

L ;o f A.8 “ 1(A.8-μ)a/ .lπ=f I ~u-: e-(.l-I')t)
\ 1-8 - /

한편， 초기조건 Zo=i 얼때 π。 (8)=8‘이므로 (3， 13)식에 대입하면

fA.8 “\(A8-μ) a1A8‘=fl→-요)\ 1-8 /

이제 r= (A8-μ)/(1-8)로 두면， 8=(μ+r)/(A. +r)이 되며 ， f(r)를 결정할 수 있다.

f(r)=[A.(뿔쉰-씨a시(뿔~r

또 k=검S二E e-(A-μ)t 로 두고 k를 (3， 14)식 에 대 업하면
1-8

j(k)=[A.(짧)-μ]a/.l (짧r= <A.8-μ)aIAπ

πt(S)= /1F 1 、 aa-[끄짧틴a/"(짧r

(3-14)
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그러으로 구하는 PGj πt(8)는 다음과 같다.

1 ((i! -μ)싹二씌ε(l-씨t1 a/싸+짚객-e- μ-μ)치
11:t (8) = 1 ! \ 1-8 I ’ { 1-8 f

(AS-μ)￠/A l 144S「κ-(A-p)t j ll4쟁느1!J-(l-μ~J
” ‘ 1-8 - -.. 1-8-

(3-15)

(단， k#::μ 얀 경우)

정리 2·4 청려 2·3 에 있어서 ..:1. =μ 언 경우의 PGF[πt(8)]l=p 와 μ=..:1.+0:인 경우의

PGF[πt(S)]μ=l+t 의 극한 (0:→이은 얼치 한다.

證明 (i) μ=..:1.+0:언 경우

우션 μ=..:1.+0: 으로 두고 (3-15)식 을 바꿔쓰연

πte잉= [S-l)3-s]a/4 E(A+픔If )e
tt
rll {샤-(..:1.+픔8)e

tt

} i (3-16)
’-(..:1.+픔폰 A-(.~+픔뇌e야

그런례， (3-16) 식의 2 항의 급수전개에 의하여

(..:1.+픔s)e상=..:1.+(남장 +..:I.t)ε+(흙..:1.+암능)0: 2+

(A+픔강)ett =..:1.+(날S+At)e+(혈)+날강)0: 2+

A-(A+낱않t ~{찮+μ+(환도찮)o:+ ...}
그리고

A+O: -(A+냥8 )ett

= (날S+At-1)+(뿔+날8) 0:2+

..:I. -(A+픔s)eet (넘강+씨+(환+날5)e+…

따라서， (3-18)과 (3-19)식을 (3-16) 에 대업하면

(3-1η

(3-18)

(3-19)

그러므로

πt(S)
1 fX+(급s+싸+(쩔+1눔)0:2+ ... la시

[(8- l) A-e]씨 -{날8+ At+(쓸t2+날강)o:+ ... } J

I웰+k1?{웰:tfJ찮§Tf }
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[πt(S) J.l=,,=lim. πt(S)
,• 6

I A γ!.l l날8+.<t-1 v
{(S-l).<}a iA l_f_1_-I- l 서 j \ 1 ...L. 1f I

\ l-S ’ ... ) l-S ’ “·

= {S + (l-S)'<t};I {1+ (l-S)'<t} al.l+i

(ii) μ=.< 언 경우

μ=.< 일때 편마분방정식 (3-9)식은

짧-'«1-S)2짧=α(S-l)π

(3-20)

(3-21)

따라서 (3-21)식의 補助方홈式

dt dS dπ

1 -'<(1 -S)2 -a(l-S) π

그런데， (3-22) 식의 제 1 항과 제 2 항에서

(3-22)

dt=-퍼E;까

￡
1

-
냥

μπ
『JA (3-23)

다음 (3-21)식의 제 2 항과 제 3 항에서

‘쁘τ;τ..，= Fπ n、 , 뿔=(몫)(혈)

양변을 적분하면

따=一훗ln(l-S)+μc2

. π=c2 ( -s)-aiA 또는 (l-s)a!.lπ=cz (3-24)

(3-23)식과 (3-24)으로부터. 구하는 일반해는

(1 -s)a!.lπt(S) =f(At-남강)(1는 염의함수) (3-25)

주어진 초기조건은 Zo=i 얼 혜 π。(S)=S;이므로 (3-25)식에서 任意團數(arbitrary func­

tion) f를 결청할 수 있다. 즉，

(l-s)al젠=f(~괴 (3-26)
\ l-S I
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(3-28)

이제 r=--，--조-로 두변， S=츠-1 01 므로
l-S

f(샤 =(1-쓴조r
lA

(뜬Ly=(품r
lA

(뜬1.Y (2-27)

그러연 (3-27)식에 r 대시 At+-J-을 대업하면
"L!. ow , l-S

f(i!t+잖)쉰τ누rlA(A쏟i펀-1)i
,,>, l-S J\~-r l-S

{ l-S ) a/사 (l-S) i!t+S 1i

-1 (l-S) i!t+ 1 J 1(l-S)자주U

(3-25)식과 (3←28)식으로부터

(1-히 alAπt잉)= (l-s)aIA ! (l-S) i!t+S V
{(l-S) i!t+ I} a/ λ 1(l-Sfi!t+TJ

•. π&(S) = {S+ (1-8)씨 if{l+ (1-8)써 a/써 (3-29)

즉， (3←29)식과 (3-20) 식의 결과는 일치한다.

훌 考 文 歡

1. Kemeny and Snell, Fiηite Markov Chaiπs， Van Nostrand, 1963, p. 69.

2. R. Coleman, Stochastic Processes, Allen & Unwin, London, 1974, p.18. pp.45"-'95.

3. J. L. Doob, Stochastic Process, John Wiley & Sons, New York, 1952, pp.170"-'잃5.

4. W. Feller, An Lπtroduction to Prob찌ility Theory and Its applications, Vol. II. John

Wiley & Sons, New York, 1966, pp.321"-'357.

5. J. H. Koo, Demgraphic Aπalysis aπd Predictions of Korean Popμlation by Markov

Chain Models, unpublished, Seoul, 1974, pp.17"-'20.

6. 金子哲夫， '7 1ι 그 7決定理論入門， 鎭훌店(東京， 1977) , pp. 32"-'51.

7. 西田짧夫， 應用確率論， 협園館(東京， 1978) , 152"-'184.

8. J. H. Koo, stμdies on Random Walk aηd Its Application, Bulletin of the Institute

for Basic Science, Inha Univ. , 1981, pp.21"-'25.

仁障大學校




