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有理型뼈數의 境界性質

崔 훌 行

K Noshiso는 [2J에서 다음과 같이 새로운 boundary cluster set 을 청의

했다.

定義 1. 함수 w=f(z) 가 단위완 Izl<l 에서 meromorphic이고， Co=eiO 가

단위원주 r:lzl=l상의 한 고정점이고 A 가 F상의 한점 Co 를 포함하는한

arc 라 하자. 집 함 E 가 A 에 포함되고 ￠。 를 포함하며 linear measure zero 라

하자.

각 점 eiOEA-E 에 eiO 에서 끝나는 D 내의 임의의 Curve AO에 Cluster set

CAo(f， 낭애롤 대응시컨다. 지금 Mr 이

UCAo(f,eiO) (녕°E(A一E) n {z: Iz-Col <서

되는 모든 eiO 에 대 해서 union 을 취 한다’ 의 closure 를 나타낸다고 하고

Cr-E*(f, Co) = nMr
r>O

이라고 정의한다.

이 쟁의와 유사하게 다음과 같이 새로운 boundary cluster set 을 정의 한다.

定옳 2. 함수 fez)가 Simply connected domain D 에서 meromorphic 이 고，

E7} D 의 prime end로 이 루어진 conformal null set 이 고， E 의 prime end

들의 impression들의 union E가 정 Co 를 포함한다고 하자.

영역 D 의 prime end 전체의 집합을 δ 라 할 혜 P(a)Eδ-E되는 acce

ssible boundary point a 에 pea)에서 시 작해서 z(a) 에서 끝나는 한 arc A 에

따른 cluster set CA(f， z(a» 를 대응시킨다. 지금 Mr 을 CA(f, z(a» (P(a) ε

D-E 되는 모든 accessible point a와 a 의 complex coordinate가 {z : Iz
Col <rl 에 속하는 모든 a 에 대 해서 umon 을 취 한다)의 closure 라 할 때

Cjj-E*, fA} (f, CO) = nMr
r>O

이라고 정의한다.
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定義 3. 함수 W fez)가 단위원 Izl<l 에서 유계인 해석함수라 하자. 그

러면 Fato퍼 정리에 의하여 ra퍼al limit I뺀 f(녕)=f(ei(J)는 Izl=l 상에

서 linear measure zero 언 set을 제하고는 모든 점 에셔 존재한다. 만일 O~O

르2π 언 almost every () 에 대해서 If(ei(J) 1=1 이 면 fez)는 Seidel의 뭇으로

class(U)의 함수라 한다.

Seidel온 다음을 증명했다 ([2J, p. 34).

定理 1. fez) 가 상수가 아니고， class (U) 얀 함수라고 하자. 만일 Izl<l

에셔 f(z)*-α 이면

lim f(rei (J) =a

되는 8 가 적어도 하나 존채한다.

Gross-Seidel-Beurling 정리의 확장형인 Iversen-Tsuji 의 정 리 «2) , P. 16)는

마음과 같다.

定理 2. D가 염의의 영역이고， F는 D 의 boundary, E 는 T의 capacity

zero 언 compact subset 이 고， 1:0는 ￠。 의 모든 근방 N(l:o)에 대해서 N(l:o) n
(F一E)*- ifJ 되는 E 의 한 점이 라 하자.

함수 w fez)가 D 에서 meromorphic 이고 ￡。 의 한 근방과 D 의 공통부분

에서 유계이면，

lim sup Ii(z) I=lim sup(lim sup! fez) I)
z•1: 0 I:•1: 0 z•<:0
zED I:EF-E

이다. 이는 또한 reD)와 r(F-E)를 ψ=0을 중심으로 하고 각각 CD(f,l:o)

와 Cr-E(f，l:o)를 포함하는 최소원의 반경이라 하면

r(D)=r(F-E)

라 쓸 수 았다.

K. Noshiro는 위의 정리가다음 두 정리와동치임을 증명했다([2J， p. 17).

定理 3. α 가 CD(f，l:o) 에 속하지 않으면 p(CD(f, 1:0) , a) =p(Cr-E(f, 1:0) , a)

이 다. 단， (S， a)는 첨 a 와 집 합 S 간의 spherical distance를 나타낸다.

定理 4. D 가 임의의 영역이고， F는 D 의 boundary, E 는 T의 capacity
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zero 언 compact subset, Co는 ￡。 의 모돈 근방 N«(o)에 대 해서 N«(o) n (r-E)

*ifJ되는 E 의 한 점이라 하자. 만일 w-!(z)가 D 에서 meromorphic이면，

oCD(!, Co) coCr-E (f, '0) "

이다. 여기서 oS는 집합 S의 boundary 를 나다낸다.

K Nc하uro 는 다시 이 정려와 유사한 다음 결과를 얻었다([2J， p.40) :

CDC!, Co) -Cr-E*(f, (0)

는 open set 이 다. 즉，

CDC!, Co) ζoCr-E*(f, Co).

펄자는 좀 더 일반적인 경우에 대해서 다음 결과를 얻었다.

定理 5. 다음의 세 사질은 동치이다.

(A) D가 z 평면상의 평면전체는 아닌 domain이고， Co 는 D 의 한 boundary

point, 효 는 D 의 prime end로 구성펀 한 conformal null set 이 라하자. 만

일 fez)가 D 에서 meromorphic 이 고 회 의 한 근방과 D 의 공통부분에서

유계이면，

lim sup fez) =lim sup(inf (lim supl fez) I» (1)
z• Co z(a) • co A z• z(a)
zED Pea) E i5 -E zEA

이 다. 여기서 A는 p(a)Eδ-E되는 accessible boundary point a 에서의 힌

arc 이 고， 수렴 은 euclidean metric 의 뭇이 다.

더우기 (1)의 좌변과 우변은 각각 (CD(f, (0) 와 CJj-it*, fA) (f, (0)를 포함

하는 최소원의 반경 reD) , r(δ-E， {Al)를 나타내므로， 어떠한 {A: A•

z(a) ,Pea) Ei5-El 를 택해도

reD) =r(δ-E， {Al)

라고 쓸 수 있다. 따라서 고정된 {A} 에 대해서

reD) =r(δ-E) (2)

라 쓸 수 있다.

고정된 {A} 에 대 해서 CJj-it*, fA) (f, CO)를 Cfj-£*(f, '0)로 나타내기로 하자.

(B) 만일 a 가 CD(f, '0) 에 속하지 않으면 «A)에서 '0 의 한 근방에서 유계
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라는 조건 대신에)， (1) 은

p(CD(f, Co), α)=p(Cjj_닭 (f， C에， α) (3)

로 대치된다. ~

CC) D7} Z 형 면상의 형면전체는 아닌 simply connected domain 이 고， Co가
D 의 한 boundary point 이고， .E 7} D 의 prime end로 이루어진 conformal

null set이 라 하자. 만알 fez)가 D 에서 meromorphic 이 면，

CD(f, (0) -Cjj- i1.*(f, (0)

는 open set 이 다. 즉，

aCD(f, Co)ζacδ-합 Cf， Co). (4)

盡明 다음 증명은 [2]， p.17 의 방법을 더욱 일반화된 경우에 확장한 것

이다.

A• B: α양CDCf， Co)라 가청하자. 지금 w=F(z)흘 linear transformation

W= (f+iiw) / Cw-a)

와 w fez)의 복합함수라 하자. 그러면 w=F(z)에 대혜서 (2)가 정렵한다.

즉 W=∞에서 CD(f, Co)와 Cδ-앞(F，l;:o) 에 이르는 spherical distance는 일치

한다.

그런데 , 위의 linear transformation온 Riemann sphere의 회전에 불과하묘

로 (3)을 얻는다.

B→ c: 지금 M과 N(NcM언)을 w 평면상의 두 closed set 이라하자. 만

일 모든점 %에 대해서

p(M,w) =p(N,w)

이라 하면 모든 점 w 에 대해셔 (aMζaN이다.

C • A: 분명히 (4)는 (2)률 의마한다.
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