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FORMULES DU TYPE DE SIMONS ET APPLICATIONS

PAuL VERHEYEN

0. Introduction

En examinant les sous-variétés minimales d’un espace de Riemann, Simons
a dérivé une équation différentielle qui doit étre satisfaite par la seconde
forme fondamentale d’une sous-variété minimale afin d’étre totalement géo-
désique [197. Son travail était le début d’une étude extensive du Laplacien
du carré de la norme de la seconde forme fondamentale: d’abord Chern,
do Carmo et Kobayashi ont calculé ce Laplacien quand l'espace entourant
est localement symétrique, et en particulier une sphére [117]. Certaines
généralisations pour des sous-variétés d’une sphére sont données par Chen
([77) et Braidi et Hsiung ([41]).

En méme temps Yau, Nomizu et Smyth ont étudié les variétés & courbure
moyenne constante ([15], [207], [31]). D’autre part les sous-variétés
minimales des espaces complexes, des espaces de Sasaki et des espaces qua-
ternionales ont étés examiné a I’aide des formules du type de celle de Simons,
par exemple par Chen, Ogiue, Blair, Ludden, Okumura, Yano, Kon et
Yau ([1], [2], [3], [81, [14], [16], [17], (261, [28], [29], [307, [31D).

Nous discuterons brévement le travail de Simons et nous donnerons quelques
résultats concernant les sous-variétés d’un espace complexe & courbure section-
elle holomorphe constante.

1. Sous-varietes minimales d’une sphere

Soit M* une variété de dimension » immergée dans un espace de Riemann
M+? de dimension n+p, et soit TM (respectivement T+-M) le fibré tangent
(resp. normal).

Nous considérons la seconde forme fonfamentale o,

1. 1) o(X,Y)=VxY—FyxY,

ol X,YETM, ¥ est la connection de Lévi-Civita de M et I/ celle induite
sur M. Posons A le tenseur adjoint de ¢, c’est-a—dire

(1.2) (AX, Y)=(o(X, V), &)
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ot X, YETM, €T M et {, ) est la métrique dans THM (les métriques dans
TM et les fibrés associés seront notées aussi par {, »).

Soit f{ealA=1, ---, n-+p} un repére orthonormé de TA de sorte que
{e;li=1,--n} (resp. {e;lA=n+1,--,n+p}) est un repére de TM (resp.
de T+M). Par rapport & ce repére, A a des components

1.3 hif={Aze; e
avec
(1.4 A;=Ae;.

Soit 7’ la connection de van der Waerden-Bortolotti définie dans
TM®TM ((6]) et posons

(1.5) kit =V ki,

(1.6) bt =V hi;i* =V Vi h;j
Alors le Laplacien #/A de A est défini comme le tenseur 4 components £’ b
ou

(1.7) L b =3 hijpd
On a

(1.8) Latr 49=(s4, 2+ A, 7 4)
c’est-a—dire

(1.9) FAlol?= 3 hihiud+ P70l

Le Laplacien 4’ est un opérateur négatif sémi-défini auto-adjoint [197.
Associés a I'opérateur A€Hom(T+M, SM) ot SM est Pensemble des
opérateurs symétriques de TM. Simons a défini d’autres opérateurs

(1. 10) A=tAcAcEnd(Tt M),
et

(111 A=Zz: (ad A))2€End(SM),
et Kon [12] a considéré I’ opérateur

(1.12) A*=§(A1)2€End(TM).

Ces trois opérateurs sont symétriques et positifs sémi—définis.
On a que

tr A¥=tr A=||g]|2=S,
(1.13) 2tr A% =(doA, +2T(AA,)
tr A2= %} (trd;A,)3,

et de plus on a les inégalités suivantes:
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(1. 14) Lercir anssy,
%;Sthr Arg §?
Simons a prouvé que, pour une sous-variété minimale M» de S"*#, on a
(1. 15) A A=nAd—AcA—AoA,
et pour toute sous-variété M» immergée dans un espace M*+? quelconque
(1.16) {AcA+A-A, AD<qS?,
ou
1
1.17 =2—=.
1.17) q=2 )

Parce que 4 est négatif sémi-défini, on a pour une sous-variété compacte
Mr de S*+? que

(1.18) 0<~— j 44, 4)— f —nllAl+(A0 A+ 4o A, 4)

QI—nS—i—qu =L§(S——%)q.

Alors, si S<§ partout, on a I'égalité
(1. 19) 0=[gs (s——”—),
M q
de sorte que S=0.
THEOREME 1.1 [19]. Si M~" est une sous—variété minimale et compacte de
S**2(1) avec Sé—’ql, alors S=0 ou S=—3—(c. ~a—~d. M est totalement géodé-
sique)

Chern, do Carmo et Kobayashi ont calculé le Laplacien 4l|l¢||> pour une
sous-variété minimale d’'un espace localement symétrique. En particulier,
pour un espace de Riemann 4 courbure sectionelle constante et positive, cela
donne la formule de Simons. De plus, ils ont étudié les sous—variétés mini-

males M de S*+#(1) avec S=—Z—.
THEOREME 1.2 [11]). Les seules sous—variétés minimales et compactes de
dimension n d’ une sphére S*+#(1) avec S=% sont la surface de Véronése dans

S* et les hypersurfaces minimales de Clifford, c.-a-d.

M,,,,,,,,=Sm<1/ﬂ)><5n-m</”“”’) < §*1(1)
n n

pour n_>m.
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Remarquons que le théoréme correspondant local est aussi vrai.

Grice 4 I'étude des sous-variétés minimales de I'espace Euclidien E*+2,
Simons a donné une réponse affirmative au probléme de Bernstein pour 2<
7: est-il vrai que toute hypersurface minimale, non paramétrisée de K1 de
la forme

(1. 20) P+l gl (,1:1, e, zn)
est nécessairement linéaire ? Les réponses affirmatives pour n<<4 étaient déja
données par de Giorgi (=3, 1965) et Almgren (n=4, 1966). Bombieri,
de Giorgi et Giusti ont prouvés que la réponse est négative pour »>>7.

Dans la suite nous donnerons quelques résultats concernant les espaces
complexes: d’abord pour les sous—variétés Kaehlériennes et ensuite pour sous-
variétés totalement réelles.

2. Sous-varietes Kaehleriennes des espaces complexes

Soit M?* une sous-variété Kaehlérienne d’un espace complexe M2#+# (7)
a courbure sectionelle holomorphe constante. Nous choississons un repére
orthonormé de THM comme suit:

@n €1, % €ny €1 =0 €ny **, xx=J 6, T M,

€, +o*y €5, eix=d €1, -+, esx=J es & T+ M,
ou J est la structure complexe de A.

0 -I,
0
oI 0
2.2 J = '
. -1
0 0 ?
I, 0
Nous posons les conventions suivantes sur les indices:
(2- 3) - 2, b, cs {la 2, -, ”}a

i, i, kle {1, ces, i, 1%, -ee, n*} ,
a, ABG {Ts "'ﬁ} »
A pe {’1", ey B, 1%, ... 5%
On a
@4 Ape=JAy=—AJd,
d’ot il suit que M est minimale dans M.
Les inégalités (1.14) peuvent étre réduites 3

(2. 5) Lscw ancdsy oS Le<lse
De plus, on a
(2.6) § (A:4,)%=0,

de sorte que
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@7 Ky=2tr A*
ot Ky est la courbure normale définie par
(2- 8) KN—;'"%] tr(A;A,,-—A,,A;)Z.

Il suit que M est totalement géodesique si [A;, A, ]=0 pour tout 2, s
On a aussi la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1 [[12]. Soit n>>1, alors M?* est une variété d’ Einstein si

et seulement si tr A*zzilf—l-Sg.

Contraction de 1’équation de Gauss

2.9 Riju= ; (Rit*hji? — hithi®) + Rijur,
ot R (resp. R) est le tenseur de courbure de M (resp. M), donne que la
courbure scalaire p satisfait 1’équation

(2. 10) p=n(nt+1)c—|o|>
La courbure sectionelle K(X/A\Y) de M déterminée par les vecteurs ortho-
normés X, YET,M a p= M est définie par

(2. 11) K(XAY)=R(X,Y; Y, X),
et la courbure sectionelle holomorphe H(X) de M déterminée par le vecteur
unitaire X€T,M 4 p€ M par

(2.12) H(X)=K{(XNJX)=—-2|lc(X, XD,
ol J est la structure complexe induite par J dans TM.

En concernant les sous-variétés totalement géodésiques on a le résultat
suivant bien connu.

PROPOSITION 2.2 [30]). M2 M2*+8(¢) est totalement géodésique si et
seulement si M satisfait une des conditions suivantes:

(1) H=¢,

@) p=n(m+1e.

Soit P,C(c) I'espace projectif complexe de dimension complexe n a cour-
bure sectionelle holomorphe constante ¢ >0. Il v a le résultat suivant de

Calabi.

PROPOSITION 2.3 [5]. L’espace projectif complexe P,C(c) peut étre plongé
dans P,C(&) (c,e>0) si et seulement si il existe vEN, tel que
G) e=ve

Gi) m> (”;”) 1

Le théoréme suivant est di & O’Neill.
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THEOREME 2.1 [18]. L’immersion M?*»(c) CM2n+ (Z) est totalement géo-
désique pour p<—@—(%12—.

Cette codimension est la meilleure possible: pour p=—n—(—7-’?l— on a le

plongement Kaehlérienne P,C(c) —»ﬁ%ﬂc (2¢) qui n’est pas totale-

ment géodésique. D’autre part, Ogiue a prouvé que ce contre-exemple est
aussi le meileur possible.

PROPOSITION 2.4 [16]. Si M?"(c) est une sous-variété de M>@+P (&) avec
p=1(~"—é—t£—, alors ¢=¢ ou c=—§—. Le cas dernier peut seulement se présenter
si ¢ 0.

Le méme résultat reste valable dans le cas ol p est arbitraire et ¢ est
parallel (c.a-d. V’o6=0). De plus, pour M?*(c)=P,:+,C(&), ¢>0, on a
c=¢ ou c<%.

Pour les sous-variétés Kaehlériennes et complétes M?2” de 1’espace projectif
complex P,:+,C(¢),e>0, on a les résultats suivants.

PROPOSITION 2.5 [16]. Si K>0, p est constant et p<—”ﬁz—2il)—, alors M

est totalement géodésique.

PROPOSITION 2.6 [16]. Si H >—Cg et p est constant, M est totalement géo-

désigue.

A partir de ces résultats on a les conjectures suivantes pour M?*C P,+,C(1)
formulées par Ogive ([16], [177).

(D Si K>0 et p<££’—1;—1)—, alors M est totalement géodésique.

@ Si H >—%—, alors M est totalement géodésique
(III) M est totalement géodésique si p>n2

La conjecture (III) qui est équivalent a ||¢||2<» est vraie pour certaines
variétés algébriques:

THEOREME 2.7 [16]. Soit M?" une sous—variété Kaehlérienne et compacte
plongée daas P,+,C. Si M est une intersection compléte et p>n?, alors M est
totalement géodésique.
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De plus, en partant de la formule du type de Simons
213) FAlolr=I7alp—2tr A% —tr 242 2ijole,
et en utilisant Proposition 2.1 on peut prouver

PROPOSITION 2.7 [16]. Si M?* est une sous-variété compacte et Einstein-
nienne de P,+,C, n>1, alors p>>n® implique que M est totalement géodésique.

De méme facon on trouve le résultat suivant.
PROPOSITION 2.8. [16]). Si M?" est une sous-variété compacte de P,+,C et

p>n(n+1) — n—§2’ alors M est totalement géodésique.

D’autre part on peut trouver des pincements sur K et K de facon sui-
vante. La formule de Chern, do Carmo et Kobayashi implique qu’on a pour
MZnCMZ(rH-p)(E) que

@19 5 hifd =5 hihinRisi T bifhnd Rusjp—tx A =520
II' est facile de prouver que
(2.15) 3 hiham Ruijpt 32 Bihomi? Rong z= "+3~nan —tr A2—tr A%,
de sorte que
(2.16) ki A kit = 1+ @) [ 23 Bihpm Ruijp 23 Ri Pl Ron ]
+a tr A2+ (a—1) tr A% — T2l (n+3)a+ 1]l

pour tout a&R. Cette formule était utilisée pour la premiére fois par Yau
([31)). D’autre part

(2.17) 23 i P Ruija 20k i R i Rypjn 2 21 (n—1) K-+ H]l|o|l?,

ou K (resp. H) denote l'infimum de la courbure sectionelle (resp. de la
courbure sectionelle holomorphe). Pour 1+2>0 on a

(2.18)  XhiFAh;p>2(1+a)[(a—1)K+Hllo|2+a tr A2
+(a—Dtr A% =L (n+-3)a+1] o],
et pour 0<axl1
(2.19)  Shjpdhi> {2(1+a)[(n—1)K+H]~%E[(n+3)a+ 13 lloli2

+55 L@+ Da—plloli

b
+1’

Posons ensuite a= P il résulte que

(2. 20) ZAMHZ Ula—DK+H]2p+1) —[p(n+4)+1] 7} lloll2

20p+1) +1)
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Si (n——l)K+H>%E, alors —21—AHOHZ>O et le lemme de E. Hopf

implique que Allo]|2=0 si M est compact, de sorte que ||o]|2=0 c.-a~d. M
est totalement géodésique.

THEOREME 2.3 [23]. Si M?2® ¢st une sous—variété Kaehlérienne compacte
de M2@+P (%) et
p(nt+4)+1 .
(n——l)K+H>-————————c(2 Do

alors M est totalement géodésiqu.

p(atH+1,
4n(2p+1)
Conridérons maintenant les sous—variétés Kaehlériennes dont le tenseur de

Bochner est zéro. Il y a le théoréme suivant de Yamaguchi et Sato:

Parce que H=K, l'inégalité peut étre remplacée par K>

THEOREME 2.4 [27]. Si M?* est une sous—variété Kaehlérienne totalement
géodésique d’un espace Bochner—-Kaehlérien M®*™ avec n>2 et m>=4, alors
M est Bochner plate.

En concernant I'immersion dans un espace projectif complexe, on a le
résultat suivant.

PROPOSITION 2.9 [23]. Si M2 est une sous—variété Bochner—Kaehlérienne
de M@+ (), alors (n+1) (n+2)tr A2+ lol|* = 4(n+1) tr A

On déduit que .
(. 21) 0<—215[2P(2n+ D) — (+1) (n+2) Jllo

Ceci prouve le théoréme suivant de Kon en assumant que I’espace entourant
est de plus Einsteinnien.

THEOREME 2.5 [13]. Si M?* est une sous—variété Bochner—Kaehlérienne

< (n+1) (n+2)

d’un espace Bochner-Kaehlérien M27+P ot p 5 (ont 1)

, alors M est
totalement géodésique.

Si on fait usage des Propositions 2.1 et 2.9 on retrouve le résultat 4’0’
Neill (Théoréme 2.1). De plus, si on remplace tr A2 dans (2. 13) moyennant
Proposition 2.9, on trouve le résultat suivant.

THEOREME 2.6. [23]. Si M?3* est une sous—variété Bochner-Kaehlérienne

et compacte de M2+ P (2) alors o2 (2"(:21_})_;;:?)25 implique que M est

totalement géodésique.
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Des pincements sur K et H sont obtenus comme ci-dessus; par exemple
nous formulerons le résultat suivant.

THEOREME 2.7 [23].
_ (n+1) (n*+6n+12) +2p(n+4) ..
1) K+ B> g e D ) T 28]
implique que la sous—variété Bochner—-Kaehlérienne et compacte M?* de
M2@+0 (7) est totalement géodésique.

3. Sous-varietes totalement reelles de A12¢+» ()

Soit M® une sous-variété totalement réelle de M2™+#(7), c('est-a~dire
J(T,M)cT,*M pour tout z& M. Par rapport au repére orthonormé {e,}
de sorte que

3.1) ey e, TM
- et eg, -, €5, 81*=c7€1, A en*zjem Ei*:‘jej, Tty 85*=je§E TJ'M,
J est de la forme
0 —1,
(.2) J=( +")
In-i-p O
Les indices seront notées par
(3- 3) isja k, lv e E {17 "ty n}v
Lt € I, -0, B, 1%, oo, 0¥, j’*’ e, 5.
On a le résultat suivant de Chen et Ogiue:

PROPOSITION 3.1 [9]. M2**CM2**+2(5) est totalement géodésique si et
seulement si M satisfait une des conditions suivantes

@ K==,
@ p=—411—n (n—1)z.

La formule du type de Simons est

34 Ldlolz=7"ole+2 Dtr (4:4,)2—2tr 4% —tr A2

—f—%n?”o‘]l“—i—z iZ:]ltr A2,

Pour p=0, cela se réduit a

3.5) Fdlol?=[70l?+25 tr (A dsn)? —3rA*+ L (a4 Delall,
parce qu’on a

(3.6) tr A*¥* =tr A2
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Chen et Ogiue ont aussi prouvé le résultat suivant.

THEOREME 3.1 [9]. Si M* est une sous—variété totalement réelle, compacte

. . 720 (= nz(n——2) ~ N 2 n(n+1) ~ l
et minimale de M?**(&) et p>mc, c.~a-d. ol <———~————4(2n__1) Z, alors

M est totalement géodésique.
Remarquons que 'on a
3.7) o=n(r=Dz—lloll%

pour une sous—variété totalement réelle et minimale.
Pour un espace de Riemann a courbure constante, Chen et Ogiue ont

trouvé le résultat suivant.

PrOPOSITION 3.2 [9]. Si Mr(c) est une sous—variété totalement réelle et

minimale de M?* (&), alors cz—i— ou ¢<0.
Le pincement suivant sur la courbure sectionelle est du & Chen et Houh.

PROPOSITION 3.3 [8]. Si M= est une sous—variété totalement réelle et comple-

te de M?*(&), alors K 22(—7217113—176 implique que M est totalement géodésique.

Concernant la codimension arbitraire on a le résultat de Ludden, Okumura
et Yano.

PROPOSITION 3.4 [14]. Si M™ est une sous—variété totalement réelle, com-

pacte et minimale de M* P (¢) et HO‘HZ<“’—‘£‘1—~ ¢, alors M est totale-

ment géodésique. 2— n+2p

Le théoréme correspondant local est trouvé en remplacant “M est compact”
par “M a courbure scalaire constante”.
Nous considérons maintenant les espaces M* qui sont conforméments plat-

tes et de dimension n>3, c.-a-d. ceux pour lesquels le tenseur conforme
de Weyl est égal 4 zero. On a le résultat suivant de Verstraelen.

THEOREME 3.2 [25]. Soit M” une sous—variété totalement quasi—~ombilicale
et totalement réelle d’un espace Bochner—Kaehlérien M2+ gqvec n>4, alors
M est conformément plat.

En concernant les pincements on a les résultats suivants.

THEOREME 3.3 [21]. Soit M" une sous—variéte minimale, compacte, totale-
ment réelle et conformément plate de MZ"(E) avec n=z4, alors chagque des
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conditions suivantes implique que M est totalement géodésique:
(n—1)3(n+2) ..
S 1@+ =20 °
2o (a+1) (n—1) (n—2) .,
@) liolp DD (oD

(n—1)2
® K> G aD -

La preuve se fait en utilisant
3.8 liollt=(=—1)[(n—2) Ztr (A;x4;s)?— (n—Dtr A*],
et

(3. 8) %Holl"‘étr Ax?=tr A2< o]l

De plus, on a l’analogue du résultat de Chen et Verstraelen [10] concer-
nant la relation entre la propriété d’étre conformément plat et la quasi-
ombilicité dans le cas ol les tenseurs fondamentales secondes sont commuta-
tives.

THEOREME 3.4 [24]. Soit M" une sous—variété totalement réelle d’un espace
Bochner—Kachlérienne M2@t2 gvec n>4 et [A; AJ=0 (X, p€ n+1, -, n+
28} ), alors M est conformément plat si et seulement si

2 (o —p;*) (0 p*) =0
pour i,j, kI deux a deux distinct et ou les pi* sont les valeurs propres de A;.

Parce qu’on a
(3.10) hijk*zhkji*:hikj*a
les directions ejs, -+, e4s sont cilindriques si [4;, 4,]=0.

PROPOSITION 3.5 [24]. Soit M* une sous—variété totalement réelle et con-
formément plate d’un espace Bochner-Kaehlérien M2+8 gvec n >4 et
LA AJ=0, alors

1) si 2p<<n—2, M est totalement géodésique;

2) si 2p=n—2, par respect & un repére orthonormé approprié

{El=el*’ STty Sn=en*s Ent1s s Sn‘l’zp}
on a
A& ,=D(p', 0,0, ---,0),
A&,=D(0, 0% 0, ---, 0),
A&,=D(0,0,0, ---0, o™,
A5n+1=D(,0"”, p2n+1’ ﬁn-x—l, -, pn+1)’
A$n+2=D(‘0n+2’ pn+2, p3u+2, p’n+2, “ee, pn+2)’
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........................

Agzn_2=D<p2n—2P .es, pZﬂ—Z, pn_lzn—z’ pn_12n—2’ pzn—Z)’
Aézpr=D (7, -, PP, P771),

AfznzD(PZ": B pZn’ PZ")y
Abgyi1=A&pro=""+=ALp13,=0,

ai 0
as
D(ay, ag, =+, ay) =

0 .a,,

REMARQUE. Les mémes résultats restent valables pour les sous—variétés

C-totalement réelles et conformément plates d’un espace de Sasaki a courbure
p-sectionelle constante ([22]).
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