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FORMULES DU TYPE DE SIMONS ET APPLICATIONS

PAUL VERHEYEN

O. Introduction

En examinant les sous-varietes minimales d' un espace de Riemann, Simons
a derive une equation differentielle qui doit etre satisfaite par la seconde
forme fondamentale d' une sous-variete minimale afin d'etre totalement geo­
desique [I9]. Son travail etait le debut d'une etude extensive du Laplacien
du carn~ de la norme de la seconde forme fondamentale: d' abord Chern,
do Carmo et Kobayashi ont calcuIe ce Laplacien quand l'espace entourant
est localement symetrique, et en particulier une sphere [11]. Certaines
generalisations pour des sous-varietes d'une sphere sont donnees par Chen
([7J) et Braidi et Hsiung ([4J).

En meme temps Yau, Nomizu et Smyth ont etudie les varietes acourbure
moyenne constante ([I5J, [20J, [31J). D'autre part les sous-varietes
minimales des espaces complexes, des espaces de Sasaki et des espaces qua­
ternionales ont etes examine al'aide des formules du type de celle de Simons,
par exemple par Chen, Ogiue, Blair, Ludden, Okumura, Yano, Kon et
Yau ([lJ, [2J, [3J, [8J, [14J, [16J, [17J, [26J, [28J, [29J, [30J, [31J).

Nous discuterons brevement le travail de Simons et nous donnerons quelques
resultats concernant les sous-varietes d'un espace complexe acourbure section­
elle holomorphe constante.

1. Sous-varietes minimales d' une sphere

Soit Mn une variete de dimension n immergee dans un espace de Riemann
Mn+p de dimension n+p, et soit TM (respectivement Tl-M) le fibre tangent
(resp. normal).

Nous considerons la seconde forme fonfamentale 0,

O. 1) 0 (X, Y) = erx Y- Vx Y,

Oll X, YE TM, er est la connection de Levi-Civita de M et V celle induite
sur M. Posons A le tenseur adjoint de 0, c' est-a.-dire

(1. 2)
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(AeX, Y)=(o(X, Y),~)
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ou X, YE TM, ';E TJ.M et (, ) est la metrique dans TM (les metriques dans
T M et les fibres associes seront notees aussi par (, ».
Soit {eAIA=l, "., n+p} un repere orthonorme de TM de sorte que
{e;li=l,···n} (resp. {e,llil=n+1,···,n+p}) est un repere de TM (resp.
de TJ.M). Par rapport a ce repere, A a des components

(1.3) hz/=(A,lez, ej)

avec

(1.4) A,l=Ae,l.

Soit V' la connection de van der Waerden-Bortolotti definie dans
TM(f)TJ.M ([6J) et posons

(1. 5) hijk,l=V{hi/,

(1.6) hijkl,l=V/hijk,l=V/V{hz/.

Alors le Laplacien LI'A de A est defini comme le tenseur a. components LI'hz/,
ou

(1. 7)

On a

(1. 8)

c'est-a.-dire

(1.9)

..,h·.A= ~ h- ·kk,l
LJ.) """') •

k=1

~ LI(tr A2) =(LI'A, A)+(V'A, V'A)

Le Laplacien LI' est un operateur negatif semi-<Iefini auto-adjoint [19].
Associes a. I'operateur AEHom(TJ.M, SM) ou SM est l'ensemble des

opE;rateurs symetriques de TM. Simons a de:tini d'autres operateurs

(1.10) .4=tAoAEEnd(TJ.M),
et

(1.11)

et Kon [l2J
(1. 12)

4=L: (ad A,l)2EEnd(SM),
.l

a considere l'operateur

A*= 1:: (A,l)2EEnd(TM).
.l

Ces trois operateurs sont symetriques et positifs semi-definis.
On a que

tr A*=tr .4=110"1I2=S,
(1.13) 2 tr A*2=(4o A, A}+21::tr(A,lA,,)2,

).,1'

tr .42= 1:: (trA,lAtt) 2,
).,1'

et de plus on ales inegaIites suivantes:
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Cl. 14) lS2~tr A*2~S2,
n

; S2~tr A2~S2

Simons a prouve que, pour une sous-variete minimale Mn de Sn+p, on a
(1.15) LI'A=nA-AoA-4oA,

et pour toute sous-variete Mn immergee dans un espace Mn+p quelconque
(1.16) (AoA+4 oA, A)~qS2,

ou
(1.17) q=2- ~.

Parce que LI' est negatif semi-defini, on a pour une sous-variete compacte
Mn de Sn+p que

(1.18) o~ - f$L1' A, A)=f~nIlAII2+<AoA+4oA,A)

~S-nS+qS2 = f~(s-: )q.

Alors, si S <!!. partout, on a l'egalite
q

(1. 19)

de sorte que s=o.
THEOREME 1. 1 [19]. Si Mn est une sous-variete minimale et compacte de

sn+p(l) avec S~!!., alors S=O ou S=.!!:...(c. -a-d. M est totalement geode-
q q

sique)

Chern, do Carmo et Kobayashi ont calcuIe le Laplacien LlII0'1I 2 pour une
sous-variete minimale d'un espace localement symetrique. En particulier,
pour un espace de Riemann a courbure sectionelle constante et positive, cela
donne la formule de Simons. De plus, ils ont etudie les sous-varietes mini-

males Mn de Sn+p(l) avec S=.!!:.-.
q

THEOREME 1. 2 [11]. Les seules sous-varietes minimales et compactes de

dimension n d'une sphere sn+p(l) avec S=.!!:.- sont la surface de Veronesedans
q

SI, et les hypersurfaces minimales de Clifford, c. -a-d.

Mn,n-m=sm(f¥) xsn-m(j n~m) c sn+l(l)

pour n>m.
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Remarquons que le theoreme correspondant local est aussi vrai.
Grace a l'etude des sous-varietes minimales de l'espace Euclidien En+P,

Simons a donne une reponse affirmative au probleme de Bernstein pour n~
7: est-il vrai que toute hypersurface minimale, non parametrisee de En+l de
la forme

(1.20) xn+l=xn+l(xl, .", xn)

est necessairement lineaire? Les reponses affirmatives pour n~4 etaient deja
donnees par de Giorgi (n=3, 1965) et Almgren (n=4, 1966). Bombied,
de Giorgi et Giusti ont prouves que la reponse est negative pour n>7.

Dans la suite nous donnerons quelques resultats concernant les espaces
complexes: d'abord pour les sous-varietes KaehIeriennes et ensuite pour sous­
varietes totalement reelles.

0-:.)(2.2)
o
I p

Nous posons les conventions suivantes sur les indices:
(2.3) a, b, cE {I, 2, .. ', n},

i,j, k, lE {l, "', n, 1*, "', n*},
a, f'E {I, ...p} ,
A, f.tE {I, ' .., p, 1*, ..., p*}.

2. Sous-varietes Kaehleriennes des .espaces complexes

Soit M2n une sous-variete KaehIerienne d'un espace complexe M2Cn+p) (c)
a courbure sectionelle holomorphe constante. Nous choississons un repere
orthonorme de TM comme suit:

(2.1) eb .", en, el*=Jen, .. ', en*=JenE TM,
er, ' .., ep, er*=Jer, .. ', ep*=JepE TJ.M,

Oll J est la structure complexe de M.

J{- ::-

On a
(2.4) Aa*=JAa=-A;!,

d'oll il suit que M est minimale dans M.
Les inegalites (1.14) peuvent etre roouites a
(2. 5) -LS2~tr A*2~.LS2 --LS2,,;::tr A2~ls2

2n _ 2' 2p ~ ""'" 2 .
De plus, on a

(2.6)

de sorte que

1; (AlAp) 2=0,
A,p
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(2.7) K N =2 tr A*2
ou K N est la courbure normale definie par

(2.8) K N = - 1:; tr(A.lA"-A,,A.l)2.
).,1'

11 suit que M est totalement geodesique si [A.l' A"J=O pour tout A, fJ..
On a aussi la proposition suivante.

PROPOSITION 2. 1 [12]. Soit n>1, alors M2n est une variete d' Einstein si

et seulement si tr A*2= 2~ 8 2
•

Contraction de l'equation de Gauss

(2. 9) Rijk/= 1:; (h;k.lhj/ - h;z.lhjk.l) +R;jkl'
l .

ou R (resp. R) est le tenseur de courbure de M (resp. M), donne que la
courbure scalaire p satisfait l'equation

(2. 10) p=n (n+ 1)c-lIaI12.

La courbure sectionelle K(X/\ Y) de M determinee par les vecteurs ortho­
normes X, YETpM it pE M est definie par

(2.11) K(X/\Y) =R(X, Y; Y, X),

et la courbure sectionelle holomorphe H (X) de M determinee par le vecteur
unitaire XE TpM it pEM par

(2.12) H(X) =K(X/\JX) =c-21Ia(X, X) 11 2,

ou J est la structure complexe induite par J dans TM.
En concernant les sous-varietes totalement geodesiques on a le resultat

suivant bien connu.

PROPOSITION 2.2 [30]. M 2ncM2(n+p) (c) est totalement geodesique si et
seulement si M satisfait une des conditions suivantes:

(1) H=c,
(2) p=n(n+ 1)(.'.

Soit PnC(c) l'espace projectif complexe de dimension complexe n a cour­
bure sectionelle holomorphe constante c >0. Il yale resultat suivant de
Calabi.

PROPOSITION 2. 3 [5]. L'espace projecti! complexe P"C(c) peut etre plonge
dans PmC(c) (c, (.'>0) si et seulement si it existe liENo tel que

(i) (.'=liC

(ii) m~(ntJ))-l.

[e theoreme suivant est do. it O'Neill.
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THEOREME 2.1 [18]. L'immersion M2n(c) cM2Cn+p) (c) est totalement geo­

desique pour p< n(n: 1) .

Cette codimension est la meilleure possible: pour p n(n+ 1) on a le
2

plongement Kaehlerienne PnC(c) - Pn(~+3) C(2c) qui n'est pas totale­

ment geodesique. D'autre part, Ogiue a prouve que ce contre-exemple est
aussi le meileur possible.

PROPOSITION 2.4 [16J. Si M2n(c) est une sous-variete de M2Cn+p) (c) avec

p= n en:1), alors c=c ou c= ~. Le cas dernier peut seulement se presenter

si c>O.

Le meme n~sultat reste valable dans le cas OU pest arbitraire et a est
parallel (c. a-d. 17'a=O). De plus, pour M2n(c) CPn+pC (c) , C> 0, on a

_ c
c=c ou c"""2'

Pour les sous-varietes KaehIeriennes et completes M2n de l'espace projectif
complex Pn+pC(c), c>O, on ales resultats suivants,

n(n+l)
PROPOSITION 2. 5 [16J. Si K>O, p est constant et p< 2 ,alors M

est totalement geodesique.

PROPOSITION 2. 6 [16]. Si H> ~ et p est constant, M est totalement geo­

desique.

A partir de ces resultats on a les conjectures suivantes pour M21lcPll+pC(I)
formulees par Ogiue ([16J, [17J).

(I) Si K>O et p< n (n: 1), alors M est totalement geodesique.

(ll) Si H> ~, alors M est totalement geodesique

(III) M est totalement geodesique si p>n2,

La conjecture (Ill) qui est equivalent a 1I0'1\2<n est vraie pour certaines
varietes algebriques:

THEOREME 2. 7 [16J. Soit M2n une sous-variete Kaehlerienne et compacte
plongee daas Pn+pC. Si M est une intersection complete et p>n2, alors M est
totalement geodesique,
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De plus, en partant de la formule du type de Simons

(2.13) ~.dllaIl2=llr'aI12-2trA*2_tr A2+ n12cllal12,

et en utilisant Proposition 2. 1 on peut prouver

PROPOSITION 2. 7 [16]. Si M2n est une sous-variete compacte et Einstein­
nienne de Pn+pC, n>1, alors p>n2 implique que M est totalement geodhique.

De meme fac;;on on trouve le resultat suivant.

PROPOSITION 2.8. [16J. Si M2n est une sous-variete compacte de Pn+pC et

p>n(n+ 1) - n!2, alors M est totalement geodhique.

D'autre part on peut trouver des pincements sur K et H de fac;;on sui­
vante. La formule de Chern, do Carmo et Kobayashi implique qu'on a pour
M 2n cM2(n+p) (c) que

(2.14) L;. hi/.d'hi/= I: hi/hkmJ.Rmijk+ L; hi/hmiJ.Rmkjk-tr A*2_ ~ C1l0'1I2.
A.'.}

n est facile de prouver que

(2.15) L; hi/hkmJ.Rmijk+ L; hi/hmiJ.Rmkjk= n~3 c1l0'112-tr .J2-tr A*2,

de sorte que

(2.16) L;hi/.d'hi/= Cl+a) [L; hi/hkmJ.Rmijk+ L;hi/hm/RmkjkJ

+a tr .J2+ (a-I) tr A*2- ~c[(n+3)a+l]110'112

pour tout aER. Cette formule etait utilisee pour la premiere fois par Yau
([31J). D'autre part

(2.17) L; hi/hkmJ.Rmijk+ L;hi/hmiJ.Rmkjk~2[(n-I)K+HJllaI12,

ou K (resp. H) denote 1'infimum de la courbure sectionelle (resp. de la
courbure sectionelle holomorphe). Pour l+a;:::O on a

(2.18) I:hi/.d'hi/~2(I+a)[(n-1)K+H]lIaI12+atr A2

+ (a-l)tr A*2 - ~ c[ (n+3)a+ 1J 110'112,

et pour O~a~l

(2.19) I: hi/.d'hi/ ~ {2(1+a)[(n-l)K+H]- ~ c[(n+3)a+ I]} 110'112

+ 2~ [(p+ l)a-pJII0'114.

Posons ensuite a= p~ l' il resulte que

(2.20) ~ .dl1aI12~ 2(P~1) {4[n-l)K+H] (2p+ 1) -[p(n+4) +1] Cl 110'112.
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Si (n -1)K +H> p~(~~~ 1 c, alors ~ AIIO"W~O et le lemme de E. Hopf

implique que Lll!a1!2=O si M est compact, de sorte que l!aW=O c. -a-d. M
est totalement geodesique.

THEOREME 2. 3 [23J. Si M2n est une sous-variete Kaehlerienne compacte
de M2Cn+P) (c) et

( _1)K+H>p(n+4)+1­
n 4(2p+1) c,

alors M est totalement geodesiqu.

Parce que H';3K, l'inegalite peut etre remplacee par K> P4Sn(~p4li)lc.
Conriderons maintenant Ies sous-varietes Kaehleriennes dont le tenseur de

BOchner est zero. Il yale theoreme suivant de Yamaguchi et Sato:

THEOREME 2. 4 [27J. Si M2n est une sous-variete Kaehlerienne totalement
geodesique d' un espace Bochner-Kaehlerien M2m avec n ';32 et m ';34, alors
M est Bochner plate.

En concernant I'immersion dans un espace projectif complexe, on a le
resultat suivant.

PROPOSITION 2. 9 [23]. Si M2n est une sous-variete Bochner-Kaehlerienne
de M2Cn+p) (c), alors (n+ 1) (n+2)tr A2+ l!al!4 = 4(n+ 1) tr A*2.

On deduit que

(2. 21) O~ 2~ [2p(2n+ 1) - (n+ 1) (n+2)]lIaI14•

Ceci prouve le theoreme suivant de Kon en assumant que l'espace entourant
est de plus Einsteinnien.

THEOREME 2.5 [13J. Si M2n est une sous-variete Bochner-Kaehlerienne

d'un espace Bochner-Kaehlerien M2Cn+p) et p< (n+1) (n+2) alors M est
2 (2n+1) ,

totalement geodesique.

Si on fait usage des Propositions 2.1 et 2.9 on retrouve le resultat .d'O'
Neill (Theoreme 2. 1). De plus, si on remplace tr A2 dans (2. 13) moyennant
Proposition 2. 9, on trouve le resultat suivant.

THEOREME 2.6. [23J. Si M2n est une sous-variete Bochner-Kaehlerienne

et compacte de M2Cn+p) (c) alors 110"11 2< (n+ 1) (n+2)2 c implique que M est
2(n2+5n+3)

totalement geodesique.
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Des pincements sur K et H sont obtenus comme ci-dessus; par exemple
nous formulerons le resultat suivant.

THEOREME 2. 7 [23J.

( -1) K+H> (n+1)(n2+6n+12)+2p(n+4) -
n 8[(n+l) (n+4)+2pJ c

implique que la sous-variete Bochner-Kaehlerienne et compacte M2n de
M2Cn+p) (c) est totalement geodesique.

3. Sous-varietes totalement reelles de M2Cn+p) (c)

Soit Mn une sous-variete totalement reelle de M2Cn+ p) (c), c'est-a.-dire
J(TxM)cT/-M pour tout xEM. Par rapport au repere orthonorme {eA}
de sorte que

(3.1) eh "', enE TM

et el, "', ep, e1*=Jeh "', en*=Jem eh=JeI, "', ep*=JepE TJ.M,
J est de la forme

J - (0 -Ion+p)(3.2)
I n+p

Les indices seront notees par
(3.3) i,i, k, l, ···E {l, "', n},

A, p, .. , E {I, "', p, 1*, "', n*, 1*, "', p*}.
On a le resultat suivant de Chen et Ogiue:

PROPOSITION 3.1 [9J. M 2n CM2Cn+p) (c) est totalement geodesique si et
seulement si M satisfait une des conditions suivantes

C
(1) K=--;p

(2) p= ~n(n-1)c.

La formule du type de Simons est

(3.4) ~ ..:1110'11 2 = 1117'0"11 2+2 L;tr(A.lAJ,)2-2tr A *2 -tr A2

+ } n c1l0"1I2+ ~ l tl tr A i*2.

Pour p=o, cela se reduit a
(3.5) ~L1IIO'W=II17'O"UZ+2L:tr(Ai*Aj*)2-3trA*2+~ (n+1)lIl0"1I 2,

parce qu' on a

(3.6)
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Chen et Ogiue ant aussi prouve le resultat suivant.

THEOREME 3. 1 [9]. Si Mn est une sous-variete totalement reelle, compacte

- n2(n-2) _ 11 112< n(n+1) -et minimale de M2n(c) et p> 2(2n-l) c, c. -a-d. (J' 4(2n-l) c, alors

M est totalement geodesique.

Remarquons que l'on a

(3.7) p= in (n-l)c-\IO'I12.

pour une sous-variete totalement reelle et minimale.
Pour un espace de Riemann a courbure constante, Chen et Ogiue ant

trouve le resultat suivant.

PROPOSITION 3.2 [9J. Si Mn (c) est une sous-variete totalement reelle et

minimale de M2n(c) , alors c= ~ ou c~O.

Le pincement suivant sur la courbure sectionelle est du a Chen et Houh.

PROPOSITION 3. 3 [8J. Si Mn est une sous-variete totalement reelle et compl'e­

te de M2n(c) , alors K?;; 4(~;-=1) c implique que M est totalement geodesique.

Concernant la codimension arbitraire on a le resultat de Ludden, Okumura
et Yano.

PROPOSITION 3.4 [14]. Si Mn

pacte et minimale de M2Cn+p) (c) et

ment geodesique.

est une sous-variete totalement reelle, com­
n

110'11 2< 1 c, alors M est totale-
2---=-"--

n+2p

Le theoreme correspondant local est trouve en remplacant "M est compact"
par "M a courbure scalaire constante".

Nous consideron~ maintenant les espaces Mn qui sont conformements plat­
tes et de dimension n>3, c. -a-d. ceux pour lesquels le tenseur conforme
de Weyl est egal a zero. On a le resultat suivant de Verstraelen.

THEOREME 3. 2 [25]. Soit Mn une sous-variete totalement quasi-ombilicale
et totalement delle d' un espace Bochner-Kaehterien M2(n+p) avec n ?;;4, alors
M est conformement plato

En concernant les pincements on ales resultats suivants.

THEOREME 3. 3 [21]. Soit Mn une sous-variete minimale, compacte, totale­
ment reelle et conformement plate de M2n(c) avec n?;;4, alors chaque des
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conditions suivantes implique que M est totalement geodesique:

(1) p> (n-I)3(n+2) -
4(n2+n-4) c,

(2) lIa11 2< (n+l) (n-I) (n-2).c,
4(n2+n--4)

(n-I)2
(3) K> 4n(n2+n-4) c.

La preuve se fait en utilisant
(3.8) lIall4= (n-I) [(n-2) L;tr(Ai*Ai *) 2_ (n-4)tr A *2J,

et

207

(3. 8) .lllgI14~tr A*2=tr A2~ Ila11 4•
n

De plus, on a l'analogue du resultat de Chen et Verstraelen [lO] eoncer­
nant la relation entre la propriete d' etre conformement plat et la quasi­
ombilicite dans le cas OU les tenseurs fondamentales secondes sont commuta­
tive~.

THEOREME 3. 4 [24]. Soit Mn une sous-variete totalement reelle d' un espace
Bochner-Kaehlerienne M2(n+P) avec n~4 et [A.:!, A"J=O (A, J-lE {n+ 1, ..., n+
2p} ), alors M est conformement piat si et seulement si

L; (p;'--p/,) (pi/- PZA) =0
A

pour i, j, k, 1 deux adeux distinct et ou les p;,- sont les valeurs propres de AA'

Parce qu' on a

(3.10) hJ'*=hk/*=hiki *,

les directions el*, "', en* sont cilindriques si [AA' A)tJ=O.

PROPOSITION 3. 5 [24]. Soit Mn une sous-variete totalement reelle et con­
formement plate d' un espace Bochner-KaehUrien M2(n+p) avec n ~ 4 et
[A)., A"J=O, alors

1) si 2p<n - 2, M est totalement geodhique;
2) si 2p~n-2, par respect a un repere orthonorme approprie

{!;l=el*, .•. , !;n=en*, ~n+h "', ~n+2p}

on a
Al;l=D(pl, 0, 0, ..., 0),
AI;2=D(0, pZ, 0, ",,0),

Al;n=D(O, 0, 0, "'0, p"),
AI;n+l = D (p"+1, P2n+1, pn+1, "', pn+1) ,
Al;n+2=D(pn+2, pn+2, psn+2, pn+2, .•., pn+2),
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REMARQUE. Les memes resultats restent valables pour les sous-varietes
C-totalement reelles et conformement plates d'un espace de Sasaki it courbure
gl-sectionelle constante ([22J).
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