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뭘빼삐 웹m껴빼 빼뼈삐 앉뼈;
VoL14. 빼.1， 1977.

4~훨텀뭘훌홉←-(:醒藏빼kJ 훌훌훌휠깨}훌I)

훌훌 輯 變 -

. 삐. F#름.

;쩨냄 I 廠휩앞b쩨 찌웰쳐서 생R鷹續01 였I건 4f월關題iI- 좋훌子훌f算繼S혜 훨헐!觸핵I

j책하t에 f홈합월關j윌흐훨 離織3혜없파는 報鍵에 훌훌환경*용 지판혜의 11) J훌램훌0] 었었

다‘ ::L해4- 켓1-敵때￠廳율 짧짧껴 7~ 編憲책 못하논 鍵鏡뼈셔， t혜쭈1f 電子짧算

繼빼 願f웹빼흥E 훨훨훨캉$협紙랩 헬훌짧훌훨윤 :::J.. 蠻맙훌논 짧5료 興械훌 l- η~ ，헤 똥옹購환 깅햇

탬용 홉훌寶 °T 었l:lJ;.

꽤l **1홉훌 댐爛kuS輔뼈ar뭐 4왈f훤 장 R鍵 .c;繼t쩨 廳媒.u.數*擊쩍 훌훌內

懶[커시훌훌샘 1 썩 4 敏맴웰轉혜l 關했f 홈훌훌빼헬f 離휠앓때l 훌활載 확셔였~. 옳훌鍵7f 훌훌훌

혐~， 웹f빼 빼형흉밸 ±題쩌%훌옳워 敵훨짧흙 4월E關題훌 f흉靈휩훨jξj풍 짧훌織혐~ Ap뻐빼
뒀a월!~Jl~꽤 홉홈찌양(학01~행 첫.2.i뭉 lSO펙 01째에 말하는 훌大환 홉뚫::t햄)쩍 홉홉톨뚫

훌 훌훌뺀 願홉옳Jttl헤 ?홈챙 짧앓實혐￥ 離홉용φl 라는 e쳐야였다.

훌흉꿇쩔는 0] 4 엎학關驚7} 寶융휠빼하5!.굶 解觀 3혜었다흩ξ 뉴스률 轉짧논첫 맘요훌

本뿜홉쩍 自的j리휠 삼?H윌 했으나， 廳聽붓을 륜 바에야 짧폼 數驚麗룹옳 鍵하

썩 ￠옮홉옮그ro켜 훌훌°1 지 포 훨f 햄의 外옳훌의 f성容윷 며꾀心오후 확여 4 짧뭘웹題빼 鍵

趙때J액 廳/縣l짝?제률 觀醫랬3홉행 짧회캘빼」싹 힘11k.빼힐 〈행?페 解騙빼 벌;는랬도 깅훨尊報

4객 1 爾 $ 닭 懶예쩨 애굿1.f째한 짧홉 것핵*~ 짐척3혜표로 .tJ，←fit훨f월훌 따라7ft셰

織轉혜 ’보~.짜 훨f다.

훌. 훌 햄蘭題돼 훌훌顧봐 빼훌훌월.

de Mlirg86.(I. $O) 빼 쩍화면， 4 色關훌훌는 체용혜 쳐쌀圖印훌빼業져옳률의 훌쭉훌훌~

j쐐홉훌쩍 ， :::::t.:활쐐 廳觀빼훨훨짜 繼·f힘흉t~댔며 ￡협짧애라고 1 쩍애었다， 월빠 얘팩켄

훼혈!顆멸}끊3， ~t훨햄f 랬s..댐훌 l 졌 lf뺨룹 규~1웰홉t~혜 챔첼활 수 었다고 薰藏뚫01， 즈;

쩨짜 짜없fIi혐f쩌bjI*? :파핵，:y. 얘 #뿜圍흙 q밑￥없1，1훌 규L밸쩍l챔혈훌4 챔$:. 헤 關題

차 훨훨廳훨웅 짜1-';챔혀 1 랩i '4짧 #묶갖f째$쩨 훌훌佛셰 않&홉용경월f센휩￥it‘
콰) .~푼 Lf려는 ;5::.3듀 鐘總編構~1 다‘ 폴홈 바다도 二L 連羅짧훌훌훌왜 확Y-?t휴l

환며.

/l) 魔쩡흙線혜 S젝 화t셰 i세 획응 끼01풋하논 두l용훨}는 셔흉 "4륜 책1으풍 철;돼 1약 하
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;셰반 有限4圍의 點딴애 와하여 셔포 鐘하는 두나라는 같용 책훌 響짧호 우빵

화마.

야와찰야 잭융 칠하는 찾풀 “구별햄휩한다”훌 말하'711호 한다.

-여I 켈대 다용의 圖 1 과 같용 地圖에셔는 a}쌀쪽 바다짝지 포함혜서 α，껴， r

언 3色으로 첼활 수 있오나 圖앓와 響온 趣圖에셔는 아무래도 4 色야 必要

하다.1E. 圖 3 얘서와 같이 1 麗만빼셔 鐘하고 았는 두나라는 같용 책을 철

해도 우빵하따3?. 혐f다.!E 마픈 한 j(敵얘 외하면 實용야 4色間題논 야마

18따傑에 A. F. Mδbios가 聞題로서 提起향 것야라고 되어 았으냐 靈청중호서

판 繼聽했:'1 썩렵다-

a

Y

簡 I 簡 2 ‘ i 簡3

jf據흩I늪 1없흉年 6 月 13日에 A. Cayley 가 London의 數쫓훌훌훌 oll셔 問題효서

鍵훌웰활 쳤 °1 다. 홉n
f팩벨 훨훨뽑확도 4뽑으로 子훨책첼활 수 였바는 것훌 훌옳關하흔까， 또는 5

色o} 아녀변 우벌쩍쩔활 추 없는 鋼簡폴 얀촬싹랴」씀 것얘다. (셨.yley 는 地

理醫寶훌훌 (Pi-oc뼈ings ofthe Royal Geo훨'8p빠al Society, Vo). '1 (1879) , pp.
259 -261) 애셔도 야 間題외 어려용훌 鎭據한 at 았다.
이렇게하여 여려가지 종류와 쳐앓圖훌 홉뽑養해 봤요1f 4 얻똥이 &킹要한 地圖는

었 dot￥ 5t월61 야냐면 :if'"혈색첼활 i 랙';"J 짧는 地簡논 擁寬되치 f찾혔-Lt.

〔눴，yl，훨y7} 關題훌 提趙뺨 마음해 안 187’9 :li함에 A. B. Kempe가 擁究의 빼t集

활 짧裵하였다.Kempe 自據용 一時냐마 4色閒題가 離練 되었다고 自짧 혔으

냐 I職갖함에 P. J. }￥.E!aW，뼈d차 옳월離點훌 擔홉협하표풍」세 ， K없npe 확 훌훌g멍용 5
色반 았으면 모든 地簡풀 푸瓚책첼활 수 았다는 體願밖에 I폐지 않옴에 밝혀

졌낼. 야렇체 하여 :::L後 養長 %顧짧閒 4色聞題는 速훔얘 빼진 채 難밥월題

로 남재 되었다.

ι양輝錯에 폴어와셔 P. Fm뼈빠n용 그외 홉뚫j한 '"The fOur-oolor-ptobl~m，



4 色問題-(提超빼셔 영훔i'k:까지) 엠영r

Scripta Math. , 6 (1939) , 149 - 156, 19"1 • 2훌0"혜서 3없혜훌훌 보」다 輸은 나라

로 된 任意의 地圖혜 對해서는 4~間題커t 1흉훌的으로 ‘解뺏펌훌 환‘혔4.

1969年에 H.Heesch는 그의 論文 “당nt흉rsucbuage혐 Zum 짧썼훌aT'밟뺑양빠em，.

B-I-Hochschulscripten BIO/81Otz /810b, I웠행0향'ap짧s In짧tui; 훌'Ian빠}어m/

Vienna/Zurich에서 Kempe 의 方法을 精密ft하변 4色閒훌는 解뺏펼 찢이 라

는 讓想을 發表하였다.

또한 Heesch는 그의 論文 “ Chromatic l'뼈lction of the t敏ng，짧廳짧 Te,
e=es十e7， J. Combinatorial Theory Vol.짧 아행2) ， pp.했 - 53, >t，빼셔 짧審手

續 (discharging procedure)이라는 方法을 案짧혔:다.

寶은 이 He않ch 가 1950年훨， Kiel 大擊 在職中에 어느 colloquium 에서 위

에셔 말한 方法올 發表한 바 였으I쳐 ::l:.빼 훌生으호 覆蕭뤘i‘헨 ‘훨흙 iHak없l 은

이 01 01 問題에 關心을 가졌다고 환다.

1967年에 Haken 은 Heesch 외 좋錯플 聲觸확자변 t께 I셔 한 훌훌婚鐵-tl 짧難야

있는가， 또 計算機獲用의 可能性빽 형짧해셔 質關한 바 혔웰. 야혔pli l 鍵훌훌가

되 어 (現在) lllinois 大學數授언 W. Haken은 그 放電.手훌훌 짧훨꿇환’일을

擔當하고 同廣얀 K. Appel온 프로그웹명쓸 쨌훤훌훌여 4~關 첼려At' l'훨웹P 時

間의 電子計算機의 使用이라는 記鍵과 아울러 드디어 1976年 7 月에 4色問

題를 肯定的으로 解‘決한 것이다.

2. 輪環面上의 7 色問題.

「平面 또는 球面上의 有限個의 나라로 이루어진 任훌의 地圖는 4色으로

구벌잭철활 수 았다」라는 것이 4 色問題인데 이 4色問題가 1 世紀동안 解

決되지 옷했는 反面에 轉環面 (torus)上의 7 色問題， I'!ur훌훌環面上의 有限個의1

나라로 이루어진 任憲의 地圖는 7 色요로 구별색칠할 수 있다」라는 問題는

初期에 이마 證明되었으니 이 節에셔 그 證明을 살펴보짜.

훨옳環面은 마음 圖 4의 直 4 角形에 았어서 같윤 文字률 붙인 2邊을 各各

붙여서 이루어지는 曲面이므로 圖 5 언 轉環面 대신에 圖 4 에서 7 色問題플

생각하면 充分하다.

‘,>

b
•‘

圍 4 圖 5
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ι j헤와 *뚫훨 4 연 r훌훌훌훌面올 다쯤 簡 6~후 칼온 7채의 훌훌城오로 *누면 1'""7 언

7쩨외 뚫훌城뽕 ;:1..애느 풀표L 鍵界훌훌어l 확하여 셔효 °1웃하고 았다.

:호려3종로輪環顧上의 혈헐圖훌 .::r-벌찍철 하자연

척소환 7깨펴 色야 必要함융 얄수 았다.:::L행

대 實은 7쩌의 色아 充分하다는 쳤°1 마음과

같야 훌쩍셔 종명펀다.

‘ 輪環面上의 훌훌域외 .數훌 I , 區域파 障據의 樓

界繼의 數졸 & 魔짧線의 용안 境界觀의 數훌

v i!} 하벌 Euler의 잖옳에 의하여 圖 6

ψ-e+f=O

야다. (藏흩폐i까 圖相안 圖柱에셔는 앙-e十1=2 이다. 01 圖훌훌에셔 上下兩斷面

율-擬外하고난 上下兩圖풀셔로붙언것아 輪環面이므로 輪環面에셔의 ψ-e+f

와값은爛柱〈포늪 珠面)와 그것보다 2 작다~)

輪뚫훌面낼;의 各境界훌랩에는 몇 개암가의 境界繼°1 .£..여있을 려야니 例컨대

?다융 置 7의 (a) 과 같야 5채의 壞짧線01 모여 었다고 가;쩡하자. 01때 이

境累;點옳 훨含하는 한小顧 %훌 建設혜 본다.

(a) (b)

圖 7

°l-a져 鍵界觀， 쩔훌界線은 놓겠지마는 한 擾界點에 모야는 境界훌옳은 3개 썩 야

파. 그행빼 萬-‘. (b)의 地圖7} 7 色으로 구벌 잭첼되면 a의 풀레씌 各냐라

는 a 와 다흔 냐I셰져 6 色으로 子별찍첼활 수 었채되고， 며라셔 μ 흘 지혐벼

련 처음의 地圖 (a)도 7 色으로 구벌잭철이 합I能하쩨 환다. 그러요로 輪鍵面

上억 주별색철율 議활 때논 各魔界點에 3 개의 鐘界線이 .£..여 았다고 쟁z}

f웹s:.. 푼량함융 쌀 수 았다.ola체의 地圖훌 훌훌훌趣홈라고 부르기로 한다. 廳

흥뿔樓뚫훨all 었어/에는 v 7l1와 各境界觀얘셔 總計 3ν채의 覆界線이 나아가고 았

으냐 홈境界線운 :::L 兩觸언 두 種界앓홉에셔 2 번씩 計算되였으므로 縮局 3ψ=

2e 어 E앗 아것플1 혐의 Euler 의 장式에 代A하면 e=3f훌 영는다. 그러므로

廳覆繼훌훌는 6 邊J::J下의 바라(盧界鍵이 ·6 개 야하얀 나라)훌 반드시 포활하
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게 펀다. 왜냐하면 各나라가 포두 7邊以上의 나라라면 境界훌훌확 響훌훌훌 計

賽하므로셔 e늘좋라야하고 이것윤 e=3f혜 종置언 짜닭이꽉.

다음 團8， (a) 안 나라가 6邊國이고 6개의 覆界線예 의하역 1, 2, ···, 6 얀

나랴와 鐘하고 었다고 하자. 이때 萬‘ 1 에 接확는 覆界鍵율 배리고 a 흘

, . ‘

(al (bJ

園8

1 에 合縣하기로 하면 나라數가 1채 작윤 標햄훌地圖가 짧鐵다~:i:"，~鍵" 핸 「變更

펀 地圖가 7 色으로 구별찍철 뭔다면 1, 2, .~.， 6에는 쳐짧훌뺀 6·켜책확 色1°1

使用되 었으므로 처음의 地圖 (a)으로 되돌아가서、 챙각하면 나라 a빼는. 딱핵

지 1 色.을 철할 수 았체된다. a 가 5 邊以r-의 나라언 청우에도 위외 議훨은

遭用완다. 따라셔 냐라의 數에 對한 數훌훌的廳納法애 의하여 證0001 풍났다.

그러묘로 輪環面上의 7 色問題는 肯定的으로 觸決되었는 바이다.

2

3

1

3. 4色問훌훌의 훌훌훌훌.

우리는 다시 4色問題로 되폴아간다. Cayley 의 問題提示혜 었는바옛I ‘“ 5

色이 아니면 구별 잭철활 수 없는 地圖흘 만들 수 았느냐?"률‘ 보거 鐘해

서 可及的 두 나라가 壞界線으로 購鐘하는 地圍롤 平面上에

만풀어 보자.

세나라 1， 2， 3 이 셔로 購接하게 되는 地圖는 다음 圖 9

와 같이 손쉽게 만률어진다.

이혜 第4의 냐라훌 훌훌定하여 그것을 1， 2， 3의 모두에

購鍵되게 하자면 다음 圖 10의 (a)과 같이 하면 되지만

이해 第 5의 냐라훌 羅加하여 1,2, 3, 4의 포두에 購接되 圖 9

채 활 수는 없다. 찌論 第 4의 나라플 圖10의 (b), (c) , (d)와 같이 設定활

수는 았으나 어느 경우°1든 한 나라가 남은 셰 나라에 풀려싹여셔， 第 5의

나략를 1, 2, 3, 4 에 모두 購接되재 驗1m활 수가 없다.
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圖10

以上의 4 色關醫혜 說明@빼-았어셔는雄圖는 2fi顧上빼 :::z.려‘청 것이라고 생

각하鍵효헥@繼置늪趣훌훌醫의 ;z.젖과 같이 珠面上6쩨 =t.려진 갯야라 혜도 4

色閒훌훌로서는 同等한 쨌이다. 왜냐하연 지급 球面上혜 그려져 았-는 한 地圖

혜 짧하C혜 그 바다얘 옳찢볕홉하높 한 點 P 률 잡고 :::z.풋얘 작온 주멍을 뚫었다

.2 챙각하여 珠面융 二l 구멍율 據大확핸써 2fi面上에 펼치면 ~面上에 있어

져 따魔로 옳려‘ 機廳 짧으숲1:".뺑뽑되‘논r 雄觸i7} 꺼짧*책한 껴a합?이다;

璥鍵환·호홈용훌 훌훌훌훌S흉← 함훌짧뼈톨 A짧CD~훌 關相 A

.01 효로 영훌爆책i 탤흉환;욕홈획꿇훌 훌뚫훈한數P흘龜짧CD

@항E헬”뺑 흐; 響효쌀효효 擺뺑옳옳뺑논 4용t꿇!풀i 훨훌*.확연

셔 藥灣@훌 활構껴끓 -훌훌훌풍 홉홈뚫 훌聽혔짧 (a)웰훌 황 B

윤 쭈顧圖?환~瓚轉: 1;짜좋융뼈쩨 홉홉'.→ 쭈행-옳 뚫는 擺

P와 짧置활 屬11의 點 A. 또늪 繼 AB 上에

2찮아셔 위해셔와 칼01 그 구맹폴 據大하면서 1fi
鋼빽 활짧 좋5ξ뻗 책‘흙 灣1정팩 싼쩨 또는 (c)와

촬짧 웰훌훌↓

-층D

c

圖11

(히 (hi) (c)

題￡융
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위의 圖 12의 (a) , (b) , (야은 앞에서 말한 圖10의 어)， ，(때， (이짧 羅짧 同

形염을 룹 수 었다. 그려말룸 4 훌‘關顆에 觀화는騙， 2fi，鎭，J::~웹 쳤월L남 球

률회上의 경우나 같은 問題가 되는 것이다. 그려므로 4 훌關훌훌앵세끊

1) 藏願上의 有限i없의 냐i1t로 된 옳훌훌외 쳐E鷹.~ 짧빼써 끼했짧화71 룰i 혔다.

~ 앞 2廳에서 말한 韓鍵福의 검뿜에서와 마찬가쩌훌 챙i각합때 홍홈훌홉轉鷹

<lll 限혜셔 생각하면 펀다. 郞 4 짧.關題얘셔는

2) 1 개의 境界點에는 4 개園 以上의 나라가 모여 있지는 않다고 ;생각하

기훌 한다.

다음엔I눈 羅鷹훌훌01 2 개以上의 閔뼈線으로 分離되어 있는 경우애 -鐵빼서

쟁각하기로 한다. 例컨대 다음 圖13의 Y냐라와 같은 경우페 짧햄써는 鷹싫

의 (a) , (b)와 같여 各各 다른 地圖로 나누어서. 여들 두地圖가 모두 4 色￡

로 구벌색칠된다면 Y內의 部分의 색을 適當

히 調整하므로셔 흩p ， 圖14의 (b) 에셔 r와 g 를

셔로 바꾸어셔 圖14의 (c)와 같게 하묘로셔，

圖13의 청우도 4 色요풍 구별색철할 수 있게

된다. 그려묘로 4 色問題에셔는

3) 한나라률 둘러씩는 燒界線은 連續된 閒

曲線이라고 생각하기로 한다.

따라셔 完全히 다른 한나라에 둘러싸인 나

라(境界線이 1 개 밖에 없는 1 邊國)도 考慮할 圖13

必要가 없다.

(a) (b)

圖14

(c)

4.K~뼈e의 갯i法과 業훌훌.

앞 1 에셔 말한 바와 같이 Kempe의 方法은 그後의 4 色問훌흉흉퓨짧의土靈가

되었고 이번의 Appel-Haken의 짧究도 Kempe의 方法의 鍵暴이므로 아 節

애서는 Kempe의 方法과 그 業績을 살펴보거로 한다.
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(1) 뽑훌훌~ 再훌훌훌

.Kempe는 關題블챙착하기 쉽쩌하지 廳하여 f也흩훌훌 雙짧的언 그홉훌프로 고

쳐셔 J흉작확71 .5호 환다. 용n

4) 나라률 點〈휩짧의 f옮置랴고 챙각혜셔 우방활 것이다)으로 表示하고 覆

界鐵으룹 두 냐략가 흉훌훌훌했율 청우는 이률 두 點율 寶훌훌요효 엿기，로 한다.

손쉽체 →얄 수 았는 바와같아 이촬 寶繼꺼려는 서로 만나지 않도롭 그을

수 었9:-
關켈￥혜 團15와 찰폰 趣圍는 圖16의 그래프로 환다. 여기에셔 注盧활 것운

A~짜 JJ~쉐 푸냐.라는 앙?체확 境界鍵에 의하여 購接하표로 寶線.x. 01뜰에 對

廳혜셔 2채가 그어전마는 것이다-

圖15

G

團16

야해 앞簡 3)에셔 말환 降件야 불었는 地圖만을 챙각하기로 하면 f也圖와

그래포와는 雙對의 關縣애 의하여 1 勢 1 효 製廳한다. (兩쭉 포두 位輯的얀

것야라고 생각하여.) 야와같용 雙對的안 그래프흘 생각하기로 하면 4色R흉

題늪 다옴과 찰야 펀다.

「趣面上얘 有限個의 戰과 야들을 遭짧한 寶線으로 이어셔 야혹훤 그래프ξ

가 었마고 한다. 또 寶鍵끼리는 만나지 않으며 또한 1 개의 點에셔 냐와셔

칼은 觀얘 되폴아7t는 實驚픈 없는 것이라고 환다. ol u헤 寶線으로 01 어지는

2觀용 서로 마른 色으로 구벌색철하기로 하면 모른 點올 4 色으로 우별색

칠활 수 았다」

여기애셔 마음 圖17파 찰용 경우에 짧혜서 챙각해 보자. 이풀點의 구혈

씩철에 았어서 복판의 4邊形의 곳율 觀繼으로 이어셔 實繼이 I 채 追~판

것을 쟁 zf하자. 아變更된 그래프에서 4 色間題가 解짧되면 처용외 圖17와

그래효에서도 짜議解快훨 것이므로 4 色閒題에셔는 다옴과 같이 챙각혜잭

無홍흉하다.
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*

圖17 圖18

5) 球面全體는 그래프의 寶繼에 의하여 完全허 3 角形으로 分劃되어 았

다. 郞， 그래표의 寶線上에 없는 點은 3 개의 寶鍵으로 둘러짜여 있다고 생

각하기로 한다.

6) 地團上의 나라는 點으로 옮겨졌고， 그 나라의 境界線은 點에 포이는

寶線으로 옮져졌으묘로 a 개의 境界鍵을 가진 냐라(n 邊國)는 t개의 鍵이 모

01는 點으로 옮겨지체 되었다. 이것을 π 集點이라고 부르자.

위의 圖18의 點은 5 棄觀이다.

(2) 2.......5業훨의 包含

그래프에 包含되는 %集點의 觸數률 p.o1 라 하고 여와같은 π의 훌훌太障흘

N 이라 한다. 또 그래프에 包含되는 點全體의 個數률 P 라 한다. 그러면 照

白허

이다. 이때 또하나의 重要한

N

'EPi=P

N
'E (6-i)pj=12

(*1)

(*2)

가 成立한다. (*씨롤 證明하자. 球面上의 그래프에서의 寶線全體의 個數，

分劃된 3 角形의 總數률 各各 q， r 이라고 하면 Euler 의 公式

p-q+r=2

는 꺼論成立한다. ~

珠面에셔의 3 角形分뽑I펀 그래프에서의 實續 (3 角形의 邊)의 總數롤 計

算하므로셔 3r=2q얀 關係를 얻는다. 또 모든 點에 짧혜서 .£여있는 寶鍵

의 總數률 計算하묘로서 황‘=강를 얻는다 그려므로
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N N ‘ N
E (6-i) Pi=6Epi-EiPi=6P一2q

=6p-6q+4q=6p-6q+Gr

=6(p-q+r) =6·장=12.

그러므로 (*2)가 護明되었다.

흉(*값플 고쳐 써 보면

4P2+3P3+2P4+Ps=p7 + 2Ps+3pg+ .••••. + (N-6)PN+ 12

이다. 여기에서 Pi르o (i=2， 3，······) 이묘로

4P2+3P3+2P4+Ps흐12

았으므로수철할

이고 이것에 의하여 P2> P3,P4' Ps 중 척어도 어느 하나는 양(>이이라야 함을

얄 수 았다. 郞 球面上율 3 角形分劃하는 그래프에서는 반드시 2""-'5 鎭觀빼

어느 하냐가 반드시 包含되어 았다.

아 事實을 처음의 地圖에서 생각하면 2"'5 邊國이 반드시 存훈화제 훤다.

以下에서 그래프의 點들이 4 色以下로 쿠별잭철활 수 있다는 事寶을 敬學

的廳納法에 의하여 證明하자.

먼져 P가 4 以下이연 各各의 點울 서로 다른 色요로

구별색철활 수 있음은 明白하다.

다음에 p 未羅의 點으로 되는 그래표는 4 色以下로 구벌잭찰할 수 았다고

가정하여 pi圖의 點으로 환 그례프도 4色以下로 구별찍철활 수 았옴올靈關

하자-

(3) 2"'4集홉의 t홍去

1) 2 集點을 가진 그래프를 챙각하자.A 률 2 集點야라 하면 3 角形分짧이

라는 像件에 의하여 A 의 兩쪽의 點옹 서로 다른 點이다. 그래서 이플의 點

융 B， G 라 하면 A 의 짧近에셔의 그래표외 모양은 다음 圖19， (a) 과 같이 될

것이다. 물흔 B， C， D， E 안 點얘서는 그렴에 그려져 았찌 않는 點이 았융지

모르나 야들은 여기에서의 論述에 關係가 없으묘로 省略하였다. (今後도 이

와같이 無關係인 部分은 때혜로 省略하기로 한다. )

이 그래표에셔 A 點을 險去하고 B， G률 잇고 있는 2개의 寶線올 하나로

合쳐 본다. (-圖19， (b» , 이그래프는 처음의 그래프보다 點의 갯수가 하나

출었는 것아므로 廳納法의 假定에 의하여 4色으로 구별책철활 수가 있다.

그러므로 뼈컨대 다음 圖19， (b)얘셔와 같이 點 B， C에 各各色 (j， T 가 철혜

졌다고 혜보자. 그러면 처음의 그래프는 A 에 껴， r 이외의 색(예컨대 α)으로
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D

B C a•B

E

( Ii) (b)

圖19

칠하고 다룡職왜 색온 :::z..대로 둠요로쩌 구별책철이 가능하다.

2) 다음쩌l는 3 集點 A 흘 가진 그해프률 생각하자.A 에 이윷한(寶훌훌으로

맺어첼)짧은 3 角形分뽑l이라는 緣件에 외하여 셔로 다른顧 들이다. 이훌을

B.C, D라고 하자. (圍20， (a».

D

B

C

(a) 비
(

圖20

點 A와 寶線 AB， AC.AD 를 除去한 그래표는 歸納法의 假定에 의하여 구

별색칠이 可能하다. (團20， (h». 그러묘로 처음의 그래프도點 A 에 B , C, D

에 칠해지지 않았는 색을 철하므로써 (다른 부분은 변함이 없이) 구별색철이

可能하다.

3) 이변에는 4 集點 A 를 가진 그래프를 생각하자. 먼져 4集點 A 에 이

웃하는 (寶線으로 맺어진) 4 點의 모두 서로 다른 경우를 생각하여 이들을

B , C,D, E 라 하자. (다음 圖21， (a»

이 그래프에셔 觀 A 와 이點에 모이는 4 개의 實繼을 際去하고 다시 實線

BD 를 追加한 그래프(圖21， (h» 를 생각한다.

歸納法의 假定에 의하여 이 그래표는 4 色으로 구별색철이 可能하묘로 例

컨대 觀 B， C， D 에 各各 껴， T, a 가 칠해졌다고 하자. 이때 點 E 에는 껴와 d

에 各各 다른 色 α 또는 r 가 칠해져 였을 터이다. 點 E 에 r 가 철해져 았을
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c c
r

D
δ

(a) (b)

簡21

때는 처옴와 그래프의 點 A 에 色 k률 칠하면 구별잭철이 IiI홉활하다.

點 E 얘 α 가 첼해져 았을 경우는 조금 複難한 操作이 必要하다.

먼져 「觀 E 얘셔 始作하여 α.r 의 色만으로 철혜져 었는 서로 야웃하는點

률을 차빼로 야어서 이루어지는最大의 都分의 그래프」훌 챙착하얘 01것을

rE 애셔 始作하는 色 α.r 얘 關한 Kempe eh삶n(鍵)J이라고 定훌훌한다.

(圖22)

圖22

이 Kempe chain 에 觀 C가 包含되지 않올 혜는 。1 Kempe chain 中의 點

의 色 α와 r 롤 모푸 反轉시켜주면(셔로 바꾸면 ) E點윤 r 로 되고 따라서

點 A 에 α 률 철활 수 었제 펀다. (圖23)

圖23
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IE 에셔 始作하는 色 a， r 에 關한 Kempe ch혀nJ이 C點에 휩l達했을경우는

題22에서의 寶線 BD 代身에 寶鍵 CE 릎 더한 그혜프흘 圖22 代身에 챙각하

거로 한다. 이혜는 Kempe chain 의 一部가 αE률 지냐는 고려(覆)가 되어

셔 點 B， D 는 이 고려의 內外로 分離되어 버란다. (圖24)

δ

a a

圖24 圖25

이경우는 點 B 에서 始作하는 色 (3， δ 에 關한 Kempe chain 을 생각하면 이

Kempe chain은 點 D 에 뀔I達하지 못한다. (點 B와 D차 αr-ch따n 에 의하

여 分離되어 었으프로) 그래서 點 B 에셔 始作하는 뼈-chain 中의 色 #와

δ를 서로 反轉시켜셔 A點혜는 色 g 률 첼활 수 있게 펀다. (圖25)

萬- 4 集點 A 에 이웃하는 4觀中 같은 觀이 있는 경우， 倒켠대 다음 圖

26파 같은 경우는 어떻체 훨 것언가 생각하자. 이때는 다융 圖27파 같은 그

래프를 생각하기로 한다. 이것은 廳納法의 假定에 의하여 4 色으로 구별색

철이 可能하다. 그러므로 처음의 그래프의 點 A 에는 第 4 의 色 α 률 칠하

면 된다. (團28).

B.β

I‘-’J

l’

‘、늦 、iδ
C7 “‘_______ D

-----'
圖26 圖27 圖28

(4) 5 集앓외 훌훌理

2"-'4 集觀의 그래포얘셔는 廳納法이 無專히 鍵行 되었었다. 이제 5 集點에

觀혜셔는 어떻제 될 것언가롤 쟁각하자.

點 A의 물례의 5點 B， C， D， E， F가 포두 져로 다를때， 觀 A 와 이곳에

포야는 5 깨의 實鍵올 除去한 5 邊形 BCDEF의 內部(처옴에 點 A 가 있먼
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펼~:$t)에 邊響해 寶鐵한올 mr하d￥ 3角獲왔魔01 되 !£폭 하멜 에 그E뼈표는 醫

輪뚫확 f麗魔에 확하여 4 色으로 子별잭철이 可龍하휴. 5 鐘꿨찢의 쭉지 廳。l

3 홈으로 첼해져 았율 경우는 간단하므로 4色요로 철혜져 았율 청우를 쟁

각 하자. 아혜는 2채의 戰야 같윤 色으로 찰해져 았체 되며 01똘용 셔로

。1 웃하지 않으므로 倒컨대 이즐융 B , E 라고 하자. (圖29)

麗 F 에셔 始ff되는 色 α， r 에 關한 Kempe chain융 생각한다. 萬- 이것

야 點 c 얘1 到達하지 앓는다면， chain 中의 色 α 와 r 폴 셔로 바꾸므로써，

48
D

圖29 圖30

點 F는 r 7} 되고 觀 A 에 α률 철할 수 있다. (簡30)

마찮가지로 點 F에셔 始作하는 αo-c뼈in 01 點 D 에 到運하지 않율때는

ch펴표中의 色 α와 a 훌 셔로 바꾸묘로써 點 A 에 α훌 칠활 수 있다.

그려므로 點F에쩌 #홉作되는 αr-C빼m용 願 C에 휠l鐘하고， 騎 F에셔 振r

fF되는 αδ-c뼈in 도 觀 D 에 뀔l達하는 경우를 챙각하자. (圖3n

a
Q

圖31 圖32

點 F， e흘 지냐는 ar-ch와n 얘셔 點 B와 D는 써로 分離되어 았으므효點

B 에셔 #흠fl:하는 ，8o-ch려n 용 點 D 에 到運하짜 앓는다. 포 點 F,.D졸 져냐

는 αδ-c.뼈m 에셔 點 E와 C는 서로 分離되어 았요묘로 點 E 에서 鎭ff하는

엉:r-ch떠n·온 觀 C해 족행훌훌하·;(1 않논다- 그래서 짧 B 에척 繼ff하는 짧-ch하n

과， 觀 E 에:셔 錯作하홍능 하-c삶in 얘셔 色와 쫓換올 鎭fi:합면， 點 B는 δ로
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魔 E 쓴 r 로 되고 點 A에는 β훌 철활 수 였제환다. (簡82)

廳 A왜 풀례의 5 點中 같은 戰이 었올 경훈는 주어진 그래프7l- 다음 圖

33과 같이 펀다- 이때는 다융 圖34와 찰윤 :::L빼프롤 챙각한다-

D

圖33 圖3Jt 團35

麗 F와 色이 點 C의 色과 같온 r 이면 點 A 혜 第 4의 色 α 률 철활 수

았고， 點 C의 色과 다른 α 이면 點 F혜서 始作되는 αr-chain 롤 생각하면

이것용 觀 B， D 언 두나라로 된 고려에 tJi좁되어셔 麗 C에 종훤運할수 없다.

그려묘풍 c빼in 中에셔 色 α와 r 훌 셔로 바꾸면 $是 點 A 에 α활 칠활수

있게된다. (圖35)

이렇게혜셔 Kempe 는 5 驚點도 除去훤다고 判斷하여 數學的廳納뚫이 完

成되고 따라셔 4 色間顆는 解決되었는것 같이 錯購확였으나 다움 範에서 指

據하풋이 5 棄觀의 處理中에 級鍵을 招來하여 4 色間題의 完全解決애는 失

敗하고 말았다.

5. Heaw뻐Kl 의 훌.iE과 錯옳.

4 色問題에 關한 Kempe 의 方法을 整理하면 다음과 같이 된다.

1) 나라률 觀으로 表示하기로 하고 두나라가 境界鍵에 의하여 養혜 있율

때는 이들 2觀융 實線으로 잇 71로 한다. 球面全體률 完全히 3 角形으로 分

짧하는 그래표폴 챙각하고 서로 이웃하는 關이 셔로 다른 色으로 잭첼 되겠

끔 그래프의 點틀을 4 훨으로 구별썩칠하는 것을 쟁각하면 판다.

2) 그래프에 19含되는 π 集點(n 개의 實鐵。1.:£이는 點)의 갯수롤 p" 이라

하고 야와같온 a씌 暴*植폴 N이라 하면

?￥ »!tj호한짜.

효Pi(6-i) =12 (*2)
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3) 그래표빼 包쏠되는 觀의 數에 關환 數學的廳納홉에 의하얘 閔훌훌훌 解

決하기로 한다. 이빼 2""'4 集點운 存在하지 않는것 이라고 혜도 無娘하다.

觀 양2=P3=P4=0 야라해도 相關없다.

이와같아 생각한 앞 範어!셔의 5 集點와 處理에서 破鍵아 챙기는 갯을

Reawood가 指續하였으니 그 內容윤 다옴파 찰다. 홉n 78례이지얘셔 下훌훌올

친 部分얀 「點 F 에서 始fF되는 ar-빼없n용 點 C례 훼逢하고， 짧 F 에，

始fF되논 α0-6뼈n포 點 p 에 홉웹鐘하논 청~J안빼 , 78돼야지확 圖31파 칼야

αr-ch왜n 과 αo-ch따n 아 (F훌 險外하고) 셔로 分離하고 았올 해는租關없으

나 다음 圖36과 같이 두 ch없n 이 잭로 몰고 ai」:날1

있을 경우도 생긴다. 이혜는 點 B 에서 始作

되는 뼈-ch화n과 點 E 에셔 始fF되는 βr-ch떠n

의 兩 chain 에셔 色와 交換아 同時에는 야룬

어지지 않는 경우가 생기게 되는 것야다. 따

라셔 Kempe의 證明옹 成fL.하지 않는다.

그러나 아우튼 Kempe의 方法은 間題흘 解

決하는 하나의 關鍵을 이루었음온 事寶01고

1976年의 Appel-Haken의 方法도 Kempe가 圖36

提示한 方法의 윷it:!훌上에 었다고 활 수 았을 것이다.

Kempe가 證明한 바흘 要約하면 다음과 같이 간추려 천다.

1. 나라의 周圍의 國境線아 이웃나략7} 달라지기 때문에 x깨로 分斷되어

었는 나라흘 a邊園아라고 부료기로하뱉 3개關 以上을 包含하는 어변 화앓圖

례도 반드시 2 邊園， 3 邊國， 4邊國， 5 邊關中의 어느하나는 반드시 iY含

되어 았다-

2. 2邊國， 3邊國， 4邊國올 包숍하는 地圖는 이와같윤 나라中와 하나플

이웃냐라에 合備하여 나라의 갯수가 하나줄윤 地圖가 4色요로 구벌색철되

면 처용의 地圖도 4色으로 구별색칠 완다.

3. 2邊國， 3邊國， 4邊園을 包含하지 않고 5邊훌훌맏융 包짧하는 地圖는

그 5 邊國中의 하나률 이웃나략에 合뺨하여 나라의 갯수가 하나 줄은 地圖

가 5 色으로 구벌잭칠되면 처음의 地圖도 5~으로 子별잭칠펀다.

Kempe 는 이 3.의 2 개所에 았늪 5 色율 4色으로 고쳐쓴것-이것융 3’이

라고 부르자一이 歲立한다고 생각하고 았었으나 Heawood 에 의하여 그렇지

뭇함야 指據되었는 바이다.2.의 2깨所에 었는 4 色은 5色으로 바꾸애 쓸

수 았음용 썼議야다.

1얹빠年에셔 1976 年짜지의 約90年聞， 4 色問훌훌플 합定的으로 풀고자 試圖
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한 잭활룹외 大짧分윤 01 3’ 율 護關하고자 했오며 1976年와 Appel-Raken

획 證明도 實용 Kempe가 2. 몇 3.얘셔 提示한 方法의 *훌훌上에 었다고 할

수 았는 갯여다.

6. I훌뺑seh21 載훌덕룡훌-

K없npe 의 鍵明온 5 棄點언 꽃에셔 破鍵율 銀來한 갯이묘j료앓융사람들이

그 修正율 試圖했었다. 손랩께 챙각활수 았었는 것윤 5集點만플 꺼행작하껴

발고 그 簡團의 點포 챙각하여 더쭉 細分하는 갯01 었다. °1
렇채하얘 여려까지로 點와 combination 융 생각하체 되었으나

여 71 얘셔 鋼행대 다움 圖37꽉 칼이 4개외 5 鎭歡이 J색풍 이

풋하교 었는 청우훌 쟁강하짜.

양觀으로 이푼어진 그래프中에 이와같폼 都分01 았다고 하

면 이 ::1..혜표는 쌍‘1 點以下의 청우로 鍵元셔캘 수 있다. 홈n

양-1 ];rf의 觀요로 뭘 그혜프가 모두 4色요홍 구별쩍첼펀 圖37

다면 얘 *點으로환 그래표도 4&으로 T쩔쩍첼 °1 1iJ훌휩하7쩨 펴는 챔이 다.

향 채의 그i!Jl 효ξ외 1都分어 되어 았는 購， 線쩍 com빼ation 흘 繼뼈9fi횡1

ra쉰on)얘 라고 쭈프기로 하자. 二Z 形활 1Yi훌하는 P觀으로 환 그래표는P-1

以下의 點으로 되는 경우로 훌훌元시킬 수 었옳 때 그 形훌 「可훨웬 繼」

(reducible con1i핑ll'ation)이 라고 부료기로 한다. 圖37윤 可約면 形의 懶φI 다.

〈여치혜셔 이쳤이 可約이라는 證明홉 爾홈g하처 많으며， 다만 :::L. 훌훌明은 째

우 애렵다는 훌寶만율 附홉혜 둔다. )

4 色關훌훌혐 解緣혜 要한 100年 7~7，7}-윷 歲j홉의 大部分윤 °1와같은 可總언

形위 目鍵훌 增大시커는 례에 消費되었다고 혜도 過홈은 01-널 것여다. 왜냐

하면 l'혜의 5 集點과 그 풀E해외 觀으로 애훈어져는 可홉월한 쩌찢어 쪼두 可勳

01면 4 色問題는 解決펴기 빼푼이다‘

1972 年 H. H않ach 는 放훌(떠scharge)이라는 方銀을 考案했다. 01것윤 한

채꽤 ::J...래，프빼l 屬하는 모든點혜 電뼈(charge)훌 훌훌與혜 놓고 그 故露획 錯

果의 電滿의 짧置룹 끼냉각혜 보자는 것이다.

j혜홈빼， i. 鎭點얘는 60(6-패라는 電輝7t 주어천다. 團 모든 5 驚觀o때는

+6001~논 電藏7홈， 6 驚聽에논0 01 ， 7 驚點째는 一60 여. 8集觀에높 -120
여， 따위로 購與펀다. 01 렇채하면 79혜여찌의 (*값인 式얘 의화여 (양2-P3그

양'4=0 씬 경우°1묘로)

짧i搬-i)=7.때
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。1 p효 그래표全題의 좋훌蘇의 續合은 +7PO아 환다•

.H않sch 와 故電手續은 2짧으호 냐뉘어 잔다. 第 1 敏靈手續얘서는 • 5 集戰

얘 았는 양의 電備훌 等分하여 그것에 接하고 있는 음의 좋흉障훌 7}전點 (7

集顧以上-야것올大集點(major vertex)이라고 부른마)에 (各等分융)나누에

준다-

H않sch 는 2()7~의 可約언 形융 選繹했다. 01 集合융 추함避業合 (unavoi

dable set) 라고 부른다. 不可鍵驚合의 어느 形도 包含하지 않논 그꽤프애셔는

그 第 I 放電手續에 의하여 5棄觀외 양의 電衛는 모두 放電펙어 버련다. 그

러나 둘례의 5 集點요로 부터 魔備가 주어지지 때푼에 지금까지 옴의 電障

롤 가졌먼 點이 양의 좋훌橫훌 가진 觀요로 바뀌어→버려는 太集點아 생긴다.

H쨌ch 는 6 驚點， 7 集點율 하나도 包含하지 않는 그래프에셔는야와같온

양의 電聞가 생기는 것은 16 鐘類의 特멤l한 경우만이고， 이틀의 청우표 ‘그

양의 좋흉障흘 第 2의 故電手續에 의하여 그 풀례의 용의 훌훌藏의 꼭지點에I 냐

누어 주연 양의 賣游흘 가진點이 完全히 없어진다는 것올 밝혔다. 그런데

放寶싸 의하여 그래프 全體의 電衝의 繼合온 변하지 않는다. 처음얘 寶積의

總合아 +720이었으므로 이와같아 양의 훌훌備의 點이 없어질 수는 없는 것。l

다- 따라셔 6 集顧， 7 集點을 하나도 짧含하지 않는 그래프에 있어서는 不

可響集合中외 可納안 形올 척 어도 하냐는 包숍해야 한다. 흉D 01청우에는 問

題가 解決펀 생아다.

척용에 5 集點에 +60야략는 電爾훌 購與한것은 그것이 그 풀례의 jc驚點

의 數얘 따라셔 5 等分도 되고 4 等分도 되교. 3 等分도 되게 함야 었풀 것

이닥. 또한 상large 는 魔橫가 아냐라도 相關없을 것야냐 多分하 훌훌暴공t:는 것

을 類、像혔옴은 f훌類환다.

7. Appel-Baken의 電予計算擬에 의한 解決.

Appel-Raken은 本寶的으로늪 01 H않sch 외 方法을 援用했다. 다른點은

不可鍵集合에 包含되는 可約언 形뿔 約 2(삐O個(正鍵히는 1879:개)로 大觸 增

大시 킨 點과， 放電手續온 2段으로 나누짜는 않으바 훨씬 複雜확게 한 點야

다. 썼輪 6 集點， 7集點율 嚴外확지도 앓논다.A:觸eI-Raken 의 電子홉f算樓

에 외한 驚짧方法은 다용 차빼혜 의한 것이다-

1) 敵 짧뻐삐채와 可騎얀-縣으로환集合 %롤 園定환다.

2) 또 敏電手續 9 플 固定한다.

3) 짧期電햄로서 그래프中의 i 集點에 6O(~-샤훌 購與한다.

4) 그래프르가 %얘 包含되는 에느 形도 包含하짜 않는다면 멧에 외하여 完
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全히 放電된다. 없 양의 電備를 가진點은 하냐도 없게 펀다.

5) 放電에 의 하여 電備의 總合은 변하지 않는다. 그런데 初期電衝의 $힘合

이 +720이었으묘로， 完全히 放電될 수가 없다.

6) 따라서 어떤 그래프라도 @에 包含되는 可約인 形을 척어도 하냐는 包

含하게 된다-

7) 많 P-l 以下의 頂點으로 된 그래프가 4 色으로 구별색철되면 p개의

頂點으로 된 그래프도 4 色으로 구별색칠 된다.

이려게 해서 4 色問題는 肯定的으로 解決되었다.

Appel-Haken 은 이 放電手續 :JJ를 만들어 내는 데와， 不可避集合 %의 쪼

든 元素가 可約이라는 것을 確認하는 데에 좋훌子홉f舞繼률 健用한 것이다.

8. 結륨.

위에서 말한 Appel-Haken 의 方法中， 不可避寶合 %의 元素의 構成앓야라

는가， 圖37과 같은 보기가 可約이라는 證明이라든가 또는 故電手續 낌를만

들어내는 過뚫等을 일일이 本橋에 記하지 봇함을 매우 遺廳으로 생각하는 바

이다. 그러나， 前記한 바와 같이 諸文敵의 入手가 如意치 못한 形便에 있을

뿐아니라， Appel-Haken 의 論文이 타이프친 것으로 150페이지에 達하는 흉

大한 것이므로 本鎬에셔의 4 色問題의 數學的解짧은 以上으로 그치고 위애

서 말한 爾蘇部分은 다음 機홈로 마루기 로 한다.

앞에 서 말한 바와 같이 Appel-Haken 은 長長 4年餘에 걸쳐서 1500時間이
라는 電子計算機의 使用으로 4 色問題를 解決했는데， 數學의 問題中에 이와

같이 電子計算機의 힘을 빌려야만 解決될 수 았는 問題가 따로이 또 았융

것인가는 매우 疑心스러운 얼이다. 꺼論將來의 問題이기는 하나 現在는 이

와같은 問題는 4 色問題以外에는 았을것 같지가 않다.

4 色問題解決에 際하여 Appel-Haken 도 이 問題는 아우래도 이렇게 많은

경우를 따져가는 方法밖에 없고 따로이 數學的인 깨끗하고 고운 證明윤 없

을 것이략고 말하고 있다. 아마 그런 것일지 모르기는 하지만 아무튼 數學

的언 美麗한 證明이 아직까지 주어지지 않는 點이 不輔이라고 아나할 수 없

다.
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