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Untersuchung iiber die Fluktuation im
Dickenwachstum des Baumes®*
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Zusammenfassung

Der Zuwachs des Durchmessers des Einzelbaumes kann durch die Differenzialgleichung dx/dt=k

(M—z)+f(t) beschricben werden, wobei f{£) die von den zufilligen Anderungen der Umwelt

bedingte Fluktuation des Wachstums bedeutet. Nach dieser Gleichung kann das Wachstum des
Durchmessers des Einzelbaumes in zwei Teile zerlegt werden: der erste systematische Teil #(M—x)
reprisentiert den Trend des Wachstums und der zweite Teil die Fluktuation f{¢), dic fiir dic Wald

bewirtschaftung von Praktischer Bedeutung ist. Die Studie zeigt dic mathematische Ableitung zur

b

3%

Aus dieser

Bestimmung von f{(t).

1. Vorwort

Es ist bekannt, dass das Differenzdiagramm des
Mitteldurchmessers des Bestandes fast gerade verlduft.
Tatsache kann man schliessen, dass das
Dickenwachstum des Bestandesmittelstammes der MIT-
SCHERLICH-Gleichung folgen wird, Wenn man dies
auf den Einzelbaum uibertrigt, wird das Differenz-
diagramm ebenfalls cine Gerade, die Fluktuation (ober-
halb und unterhalb) der Geraden

Untersuchung behandelt theoretisch die Analyse der

ist gering. Diese

Fluktuation des Einzelbaumes.

2. Wachstum des Mitteldurchmessers des
Bestandes

Zuerst soll das Differenzdiagramm besprochen wer-

den. zi, zs, xz,+-seien die Bestandesmitteldurchmesser

im Alter 1,2,3, -Im kartesischen Koordinatensysiem

mit x. als Abszisse, z, 1 als Ordinate werden Differen-

zpunkte {zi, z2), (a2, x3), (xs, 24),--geplottet. Die

Art der graphischen Darsteliung wurde von MASUYA-

#1 Received for publication on June 5, 1977

MA, M. entwickelt und Differenzdiagramm benannt.
Wird ein Differenzdiagramm der Bestandesmittel-
durchmesaer aufgetragen, dann liegen die Differenz-
punkte fast immer auf einer Geraden. Es besteht zwi-
schen dem Durchmesser z, im Alter #n und dem Dur-
chmesser z,.1 im Alter (z-+1) eine lineare Beziehung:
(1)

Diese Beziehung kann als Diiferenzgleichung in bezug

Zn1==arst+b

auf x, betrachtet werden. Um diese Gleichung zu

lssen, kann die Mecthode der erzeugenden Funktion
angewendet werden. Die erzeugenden Funktionen von
1, Z9, x2,++sind (eine) Folge der formalen Variablen

5, deren S™-Glied den Koeffizienten zx, hat, d.h. die

erzeugenden Funktionen X(s) der Zahlenfolge [}
werden definiert in:
X(s)=x 5+ xos®+ ot x2us" (2)

Daher ist die Anwendung von X(s) gleichwertig{za).
Aus der Differenz von Gleichung (2) und deren as-
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(1) ist:
X(s)—asz(s)=x15+ (22— ax1) s+ (z3—axy) 3+ -
=x5+bs?+ 653+ -

2
:‘—115'*}“1?—?_—5
und daraus:
X()=.T15 y _b% ;= (zi—b)s
) 1-as+(1—s)(1—as) s(l—s)(l»as)

Wenn man (es; in Teilquotienten trennt:

KoM )

1—s l-—as

€))]
wobei:
M= b o N=z—M=z— b
Wird Gleichung (3) nach der Potenz (—reihe) von s
weiter entwickelt, dann ist
X(s)=M{s+s*+ ) + N(s+as?+a%+)
= (M+ N) s+ (M+Na) 2+ oo
+ (M Nam=1) s 4o
Daraus resultiert der Koeffizient des s™-Gliedes:
z,=M+Na"!
Die Tendenz, dass beim tatsichlichen

)

(5)

Bestand  die

Steigung a im jiingeren Alter grisser (als 13, iber

den Bestandesschluss im ilteren Bereich kleiner als

1 wird, ist beim Differenzdiagramm allgemein. Wenn
a>1, ist nach Gleichung(4) M<C0.

Da gewohnlich z; ein kleiner Wert, ist ebenfalls

nach Gleichung (4) N>0

K’,,N,,:_L’ K,L>0, kann Gleichung (5)
Ma
umgeschrieben werden in:

z,==| M| (Le®"—1) (6

In diesem Fall folgt das Wachstum der Zinseszins-

wenn a-=e

formel.

Abgeschen von der Anfengsperiode ist a gewohnlich
kleiner als 1 und M >0, N<O0.
Ist:

as=et, »]\%%:—L, EL>0,

dann kaan:
za=M(1—Le™*) ' @
geschrieben werden.
In folgendem wollen nur die Fille betrachtet werden,
in dener a kleiner als 1 ist.
Wird anstatt
Gleichung (7) das

gesetzt, dann ist die wachstumskurve des Mitteldur-

des diskreten Bestandesalters =z der

kontinuierliche Bestandesalter ¢

chmessers £(¢) des Bestandes im Alter ¢

z(@#)=M(1--Le*)
Das ist die sogenannte MITSCHERLICH-Kurve.

Wird Gleichung (7’) nach Zeit ¢ differenziert, dann

@)

ist:

Y0 LMo MM —2(0) ®

Dies zeigt, dass das Wachstumsgesetz des Bestan-
desmitteldurchessers der Geschwindigkeitskurve der
Reaktin der BRAUNschen Molekular-Bewegung dhnlich
ist.

Wird in Gleichung (7’) t+1 fur das Differenzalter
1 gesetzt, dann ist:

F(t4+1)=M(1— Le * 1))
=e * 1 () + M1 —e*)
und £(¢+1)

9
Zwischen #(t) besteht cine lincare
Bezichung.

MASUYAMA, M. hat bewiesen, dass das Differenz-
diagramm der Erscheinungen, die der Geschwindigkei-
tsgleichung der Molckularbewegung folgen, lincar ist.
Wir haben bewicsen, dass die Erscheinungen, deren
Differenzdiagramm  linear ist, der Zinseszinsformel
oder der Reaktionsgleichung der Molekular-Bewegung
folyen.

3. Dickenwachstum des Einzelbaumes

Auch fiir das Dickenwachstum des Einzelbaumes ist
das oben erwihnte Differenzdiagramm fast eine Gerade.
In diesem Fall sind die Differenzpunkte mit einer
gewissen Abweichung um die Differenzgerade verteilt.

Wie beim Dickenwachstum des Bestandes ist von

der Annahme auszugehen, dass das Wachstum des

Einzelbaumes sich aus dem Teil, der dem Molekular-
folgt, und dem Teil,

Bewegungs-Gesetz der die je-

weilige zufillige Schwankung f(¢) darstellt, zusam-
mensetzt.

dr __;a. N A ,

dt =k(M-—-2)4f() 10)

ist eine Art

Gleichung (10) LANGEVIN-Gleichung.
Die Losung der Gleichung ergibt:

z(t)y=M(1—Le™*) e # 5 ;e"’f(':) dz a1
Das zweite Glied der rechten Seite
I3
N = g ke kr ™ 19
g=c4 | ef)ds 12)

bedeutet die Einwirkung des Zufalls,
Wenn der Mittelwert £ (#) der zufilligen Schwan-

kungen gleich O, dann ist:
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und Gleichung (11) geht iiber in:
Z2()=M(1—Le*") 7"
(MITSCHELICH-Gleichung)
fiir den Mitteldurchmesser desBestandes Z{¢)
Im folgenden soll die Methode besprochen werden,
aus dem Differenzdiagramm die zufillige Schwankung
f(#) zu berechnen.

Gleichungen (11) und (12) zusammengefasst;

z{t)=M(—Le*)4+g{(t) 13)
und ’
t+1 fiir ¢ gesetzt, ergeben
z(t+1;=M(—Le **" V) 42 (¢+1)
=M—MLe *e *+g(*4+1)
=M+ (z(t) —M—g())e ¥ +g(2+1)
d.h.

2+ D= z(+M(Q—e ) +g(t+1)—g(t)e®

a4

Ein Vergleich der Gleichung (14) mit Gleichung

(9) der Differenzgeraden ohne zufillige Schwankung,

ergibt die dritten und vierten Glieder der Gleichung
(14)

) =g(@t+1)—g(®)e, (15
die Abweichung der Differenzpunkte von der Differen-
zgeraden. Aus h(f) kann f(¢) bestimmt werden.

‘Wird die Definitionsgleichung (12) fiir g(£) in Glei-
chung (15)

h(z) =gttt j:rlekrf(r)dt__e‘kt j‘;euf(ﬂdr.e—k

=g k(1D Xﬁle"’f(r) dr (186)
0
gesetzt und werden beide Seiten nach ¢ differenziert,

L OE e WO
Fe RN LD fl1 1) —e* f (1) ],
dann resultiert:
S —e () =k () +Kh(2) an
Die rechte Seite kann hierbei aus A(z) bestimmt

werden, was am Differenzdiagramm abgelesen werden

kann.
Ist:
J@) =K () +Khr(e) (18)
dann kann Gleichung (17) umgeschrieben werden in:
fa+1)—e 2 f()=j®) (19)

Da der Zeitpunkt der Messung ganzzahlig ist, kann

Gleichung(19) geschrieben werden in:

fa+1)—e*f(n)=j(n) (19"

Sie ist die Differengleichung zur Bestimmung der
unbekannten Funktion von f{(n)
Lisung von Gleibhung (19).
F(s), J(s) seien jeweils erzeugende Funktion von
f(n), j(a).
F(s)=f(1)s+f(2)s+1(3)s*+ (20)
Werden beide Seiten mit se~* multipliziert und von
Gleichung (20) abgezogen, dann ist:
(I—se ) F(s)=F(1)s+ (f(2) —e *f(1)} s
+{f(B)—e*f(2)) 3+
Wird Gleichung (19’) fir jeden Koeffizienten der
Glieder der rechten Seite gesetzt, dann ist:

A=8Se ) F(s)=f(1)s+7(1)2+7(2) 3+ v ==5J (s)
wobei f(0)==0. Wird Gleichung (19) eingesetzt, dann
entspricht f(1)=5(0).

Darau:

F(s)= 1“{&‘), =sJ(5) (14 se™ 4+ s% 2 4 00)

E*‘k
Ein Vergleich der Koeffizienten von s*-Gliedern der
beiden Seiten ergibt:
f(n):j(o)e—(n—1>k+j(1>e—rn—z)k+..._;_j(nw.l) (2])
4. Anpassung der Differenzgeraden
Wird fiir die Anpassung der Differenzgeraden die
Methode der kleinsten Quadrate benutzt, dann muss
beriicksichtigt werden, dass die Koor dinaten der bena-
chbarten Differenzpunkte die glichen Messwerte sind.
Deshalb ist es keine einfache Anpassung der Geraden.
Ausserdem kann eine gleiche Streuung um die Ordinate
und um die Abszisse angenommen werden.
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate nach
DEMING. Zur einfacheren Beschreibung
x{j) gewihlt. Die angepassten Werte fiir die Differen-

wird z; fiir

zpunkte:
(zy, 22), (x2, 23) (Tno1, 20)
seien:
(X1, X2), (Xs, X3), - (X, Xa).
Vi=x1—Xi, Va=z0—Xs, - Vam=x,—Xa
sind die rechtwinkeligen Komponenten der Abwei-
chung der Differenzpunkte von der Differenzgeraden.
Die Parameter fiir die Summe der Abweichungs-
quadrate:
-1

{(z;—Xp) 2+ (25— Xi: 0%

=1

.
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=Vi+2Vi+tL2Viiiy? (22)
miissen ein Minimum secin, Die angepassten Differenz-
punkte (X1, X»), (X, Xa), - (Xu-1, X») miissen auf der
Differenzgeraden liegen.
Wenr:

Xj.17maX;-1b Differenzgerade, miissen {(n—1)
Bedingungen:

MNy—aX,—b=0, X3—aXo—b=0,

» XnmaXaq-b=0 (23}

erfullt sein.

Mit der LAGRANGE schen Methode der

minanten Koeflizienten lidsst sich das Glied:

indeter-

2s= Vi 2Vid 42V + V2
‘FEX](XQ"’dX]“ b) + +22n_1(X,.—aX,.,1—b)

zum Minimum machen.

Nach der Methode vor; DEMING ist

a=ay—A, b=by—B (24)
wovel ag, kg die Ndhrungswerte fiur die Parameter
der Geraden a,b sind. Die Restidifferenz A, B ist

minimal.

Die Vernachlissigung des Produktes fihrt zu der

Niherungsformel:
Xp—aXi—b=(x:—Vy) ~(ap— A) (2;— V1) — (by—B)
zxs—acxy—~bot+a.Vi—Vot+ Az +B

Vi+1
(Iu—ly In)
V’l

(Xae1, X0

(X1, X2) (X2, X5) Xin=aX;+ &
Vt

V1 (Ii' IS)
X;

Abb. 1. Bezichung zwischen , X; und X;

DEMING

bewirkt die Niherung der Parameter mit den zusitzli-

Die Methode der kieinsten Quadrate von

chen Bedingungen durch dielineare Gleichung. Danach

wird die Summe der Quadrate der Restdifferenzen:

#iRA b JH S e No. 54

=1

2
(e —aprs—botagVi— Vot Az, 4+ B)
’5“22<13_‘(l02'2"bo+a0V2— Vg’i’AI-g‘f"B)

A Zney (2 — 0 201 —bo+ag Vyoy — Vb Azy -+ B)

Werden mit Vi, Vo V, diffcrenziert und 0 gesctzt:

ViRVite Vi 4+ LV

s

»aff;l T T’) -+ tlu).l =0

3 o .

X Vatani -0
........................... (25a)
R 05_7 =2V agdn-1— dn-e=0
OV i

as

ISV =

v, ' o

und nach A, B und 0 gesetzt:

‘aa’[%'rvj)lxl'lw';‘ll'i"}"""FZn-—].Tn“]T"O‘

{ (25b)
D8 ity el Ay =0
oB : !

Werden die Bedingungen:
agVy— Vot- Azt B=— (23— apx,— by
aoVa Vi Ayt B — {rye

N
a1y by, .
(25¢)

aoVa-1—Vat Azn-+B= — (rp—agza-y—by)
beriicksichtigt, resulticren die Normalgleichungen.
Wird aus Gleichung(25a)

Vi=—api )

2Vo=21—anis 1

.................. (25d)

2V a1= Anms— @odn_g

Va==2a-1
in Gleichung (25c) eingesctzt und geordnet:

(1+2a3) 1 —aole—221A—2B

=2{(22—aoT1—by)
—=agiy + (14 ad) 2o aodzs— 2. A~ 2B

=2(a3—agxs—by)

. (25¢)
—apln-3+ (1 ad) An—s—aglnoy — 22n_s b —2B
=2(xn1—doTn-2—bp)
—agin_p (2--a}) An-1— 22,1 A—2B
=2(2n— apTn-1—bo)
Zusammen mit den beiden Gleichungen von (25b)
bilden sie cin System von(zn+1) linearen Gleichungen
mit (z+1) Unbekannten 13,2, +-1,-1, A,B. Durch

Einsetzen diesser Werte in  Gleichung (25d) kénne
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Vi, V3o, Va berechnet werden. Auch die Parameter
der Differenzgeraden «, b konnen aus der Gleichung
a=ay—A, b=b,—B (24)
bestimmt werden.
& Berechnung von Wachstumsfluktuation f(n)
In Gleichung (14) wird die Variable ¢ durch die
ganze Zahl »
Tan=e txat+ Ml —e ) +g(nt+1)—gin)e *(14")
ersefzt,
Die angepassten Werde X., Xai1 und Gleichung (9)
ergeben:
Xoni=e 2 X+ M1 —e%) (9"
Aus der Differenz von (14’) und (9/):
Xair=Xni1= Vaina
Xo—Xa=V,
resultiert:
Via=e *Vutglnt+1)—gn)e™®,
Verr—gn+1)=e*(V,—g(n)) und daraus
Va—gln)=e 4 (Vi—g(1)).
Vi=g(1) ergibt im allgemeinen:
Va=g{s)
d.h. die Komponente der Abweichung der Diffetenz-

punkte V, ist nichts anderes als g(n).

‘Kjfi

,\"\.'"’ Xﬂ i I\'

(Xﬂ. XH:X\/

gn)

4 Xqu:a.Xj'}‘b 3

X;
Abb, 2. Bezichung zwischen g(n) und h(n)
‘Wird in Gleichung (15) die ganzzahlige Variable n

eir gesetzt:
hny=gln+1)—g(n)et (15"

ist 2(n) die vertikable Eatfernung des Differenzpunk-

tes von der Differenzgeraden (Abb.1.)

2(1), g(2),g(n) konnen alle auf dem Differenz-

diagramm bestimmt werden, g(0) wird nach der
Definitlonsgleichung (12) von g(n) 0 gesetzt. Alle 2(n)
konnen aus g(n) berechnet werden. Die Ableitung sei:
B (n)=h(n+1)—h(n) (26)
F(n) kann mit A(x), A’'(n) nach Gleichung (21)
berechnet werden. Bei Benutzung elektronischer Re-
chenmaschinen kann f(n) bequem direkt aus der
Gleichung (19) sukkzessiv berechnet werden.
6. Einfache Methode
Zur Anwendung der erwihnten Methode in der Pra-
xis sind grosse elektronische Rechenmaschinen erfor-
derlich, die das lineare Gleichungs-system hohen
Grades (mit hohen Potenzen) gelost werden kann.
Dieses Problem stellt zwar die Methode der kleinsten

Quadrate fiir den Fall dar,

wie auf der Ordinate die Fehlerverteilung gleichen

in dem auf der Abszisse

Umfanges {(gleicher Gréssenordnﬁng) ist, es wird aber
durchdic Bedingung komplizierter, dass bei zwei bena
chbarten Differenzpunkten die Ordinate des vorhergen-
den Punktes gleichzeitiing die Abszisse desnachfolgen-
den Punktes ist. Wird aber jeder zweite Punkt ge-
wihlt, dann ist diese Bedingung nicht mehr notwen-
ding. Es geniigt, zur Anpassungder Geraden die Me-
thode der kleinsten Quadrateanzuwenden. Da die An-
zahl der jahrringe im allgemeinen geniigend gross ist,
ist die Anpassung der Geraden auch geniigend genau.
Hier soll die vertikable Entfernung der Differenz-
punkte von der Differenzgeraden als Abweichurg
betrachtet und die Methode angewendet werden, die
die Summe der Abweichungsquadrate zu einem Mini-
mum macht.
y=a;— =0 27
sei die Gleichung der Differenzgeraden. Da die Strecke
der vertikalen Entfernung der Punkte (xi, 3:) bis zur
Differnzgeraden:
I1yi—az:i— Bl
Y1+a?
ist die Summe der Abweichungsquadrate:
:;;.I(yi_axi'—ﬂ)z
S (28)
wobei n die Anzahl der gemessenen Punkte ist.
Wird s nach « und g differenziert:

d —2 i
G (A Tar BT en B ) =0
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s _ —1 & _
gﬁ‘~— 1+a ZZ(y. XL — ﬂ)

und diese 0 gesetzt:

;§1<yi“a1i_.ﬁ) (zitay)=0 (29)
Egl(y.'—axf—ﬁ):o (30)
aus Gleichung (30) ist:
v Sy
=iy
und
‘..Li y‘va‘lA ix,—-ﬁ—_‘o (31)
n is1 n =1

Die Differenzgerade geht durch den Schwerpunkt (z,

¥) der Punkte (z;, y:).

t’:

2.__::1!, y= N

1
n =1
Durch Rinsetzen der Gleichung (31) in Gleichun (29):

no " o
i};'l< Yid — r-y-')az'i—%lky?*‘x.z-“ysy‘I‘xﬂ) ca

+ f;'l(.‘t,'y, "115':) =0

resultiert:

-—(E::I:c;)z-}-néxf} a+<é

Lost man sie:

wobei:

44 (ng,l:c,-y.' —él‘,i}lyi>3
(32)

Durch Einsetzen von @ der Gleichung (32) in Glei-
das durch die
Lisung der Normalgleichung 2-Grades direkt gewonnen
wurde, eatspricht dem von DEMING.

chung (31) resultiert 3. Das Resultat,

7. Diskussion

Die Aufzeichnung der Differenzgeraden des Einzel-
baumes und die Verteilung der Differenzpunkte zeigen,
dass dem Differenzpunki, oberhalb der Differenzgera-
den, einige Punkte oberhalb, dem Differenzpunkt un-
terhalb der Diffcrenzgeraden, einige Punkte unterhalb
der Geraden folgen.

Dicse Erscheinung deutet darauf hin, dass das Wa-
chstum des Waldbaumes die Akkumulation aller bi-
sherigen Wachstumsmengen darstellt. Diese Studie hat
biwiesen, dass solche Abweichungen durch Gleichung
(12) wiedergegeben werden konnen, withrend die je-
weilige Wachstumsschwakung durch Gleicgung (19)

oder (21) gegeben werden kann.
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