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PRODUCCION DE CALOR EN UN CILINDRO CIRCULAR SEMI-INFINITO 

Por Mariá A. VilIa10nga de Luccioni 

1. Introducción 

Se considera el prob1ema de conducción de ca10r en un ciIindro circular semi. 

infinito, en el que se está generando ca10r mediante una fuente Iinea1 co1ocada en 

el eje deI cilindro y con radiación de calor a[ medio que 10 rodea. La fuente se 

describe usando la “ función" delta de Dirac y la solución se obtiene haciendo uso 

de la transformada seno de Fourier y de 1a transformada finita de Hankel. 
El resultado obtenido ha sido interpretado numéricamente usando una compu' 

tadora IBM-1620. Se dan además gráficos de la distribución de la temperatura en 

el cilindro. 

2. Transformadas IntegraIes 

Se define 1a transformada finita de HankeI de una función O(r, z, t), [3J , como: 
a 

a(ηi' z, t) = J rO(r, z, t) J o(rTji)dr 
o 

donde Tji es una raiz de la ecuación trascendente 

(1) 

hJo(aη씨 =η'J1(a까) (2) 

y J 0' J 1 son 1as funciones de Bessel de primera especie y órdenes cero y uno 

res pecti vamen te. 
Si 0 satisface las condiciones de Dirichlet en un interva10 cerrado (0, a) y si su 

transformada finita de Hankel está definida por (1), entonces para cada punto 

de ese intervalo en el que O(r, z, t) es contínua 

2 ηi26(ηi' z, t) 
O(γ， z, t)= -5-Z g n 

a'" i h‘+ηt 

Jo(rη) 

{Jo(a까)} 2 

tomándose 1a suma sobre todas Ias raíces positivas de (2). 

(3) 

Se considera la transformada seno de Fourier de una funcion O(r, z, t) como 
c。

아(γ， f， t) =v2;까 J O(r, z, t)sen(z웅)dz (4) 
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y por 10 tanto 
。。

fJ(r. z. t) =ν값 f fJs(r. 흥• t)sen(zÇ)d용 (5) 

3. Solución del problem!l 

Si se supone que el calor generado por la fuente no depende de la temperatura 

deI punto. la ecuación para la conducción deI calor en el medio sólido ciIíndrico es 

1 
x dt- 「 2

0 1' 

en donde fJ es la función temperatura. 

(6) 

La solución dada en [2] a la ecuación (6) con las condiciones iniciales y de 

borde: 

O(r. z. O)=f(r. z). t=O 

fJ(r. O. t) =m(r. t); z=O. O<r<a, t>O 

òfJ 
τ~+h fJ r=a=hx(t)P(z) : z>0, r=a. t>O. h>O 

es Ia siguiente 

ηi2 I。(7ηi) 1∞ 
fJ(r. 2. t)=경 τZ「--T 2 f {f(??i , 웅)e -K(Ç'+ η;')1 

a~ i h~ + η/ Uo (aT/ i)} ~1f ‘ z 

(7) 

(8) 

(9) 

+G(ηi ' 용， t)} sen(z，용)dç (10) 

en donde T/i es raíz de Ia ecuación (2), y 

f 

G(η팩. t) =K J {a!o(aη싸%(r)Ps(옹)+껴7π핸(ηi. 7:) 

+?Js(ηz , 용， r)}e-k(P+ntS)(t-T)dr (11) 

La solución (10) fue obtenida en el trabajo mencionado [2]. recurriendo a la 

transformada seno de Fourier y a la transformada finita de Hankel. sucesivamente. 

Consideremos ahora que 

rþ(r. z. t)= 호F(r)V(z)M(t) 

la transformada de HankeI. de la tranformada seno de esta función es 

?J/η1 , 용.t)= 송M(t)Vs(용)F(ηI) 

(12) 

(13) 

Si la fuente de calor coincide con eI eje deI cilindro (fuente JineaI semi infinita) 

y se la describe con F(r)= δ(r)/2rrr; donde δ(r) [4] denota “ función" delta de 
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Dirac [3, p.204J y F(까)=1/2π. Si además 

M (t) =C2 ’ 
constante (14) 

(15) V(z)=ze -a2' 

(13) puede escribirse 

‘/2 ifJ s(ηt’ ç, 1) = 'VQ ": 
E~-3/2-삶 
K “ '>'" (16) 

Considerando además 

%(t).=C。 ’ constante (17) 

(z)=z e-a2' (18) þ(z)=ze 

ηz(r， t) =C1, constante (19) 

e integrando (11) , se tiene 

G(ηi' 흥，/)=/ "뚱 α-3꺼이o(쩌Co+」- 월 çe - 4a 감 

aC , 

+‘/강도「上J1 (aηi)Ç y 
-

. , ‘ η
 
1 

--z+ 
F 
ζ
 

e-KC~+η‘")1 
--구~， 2 

f-+ηi 
(20) 

Si se hace 

f(r , z)=C3 ’ 
constante 

센，옹)=v장C3솥 

(21) 

(22) 

liη삶)=.vy도펄 10 (aηi)충 α 
Haciendo uso de (23) y de los resultados dados por las tablas de transformadas 

(lJ , la función temperatura (10) puede escribirse finalmente 

6(r， z， t)=v강도 ε 
lo(ηir) 

flo(η ia)j2 

η， 

끼 , " (A+B) 
h-+ η? 

en donde 

A ν5 -3/2 「 l C2 1 옳 η: 
= ---S-16~' rrα ，~ / alo(ηia)hCo+τ- r; I e 

X [Ei( -z, t) -Ei(z, t) +Ei(z, O)-Ei( -z, 0)] 

-• aC , ( 1 r * * 
+Vrr!2'짜， J1(aTji시e-ηlZ-좋l E i (z, t) - Ei (- z , t) 
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con 

Ei(z. t) =e-η，Z Erf cl"; Kt+ 1/4αk까一 
z 

2힘주1/4a) 

E ,%(z, t) =e一 1/，Z Erf cl ‘/강 z 
ηi- 걷궁F 

4. Interpretación Numérica 

Para el cálculo numérico. se considera un cilindro circular de acero (K=0.12 y 

κ=0.12) de radio igual a la unidad (a=l) y se supone además que: la superficie 

z=O está mantenida a temperatura cero (m(r. t)=Cl' C1 =0); la temperatura 

inicial de! curepo 않 cero Cf(r. z) =C3• C3 =0) ; en !a expresión que da la radiación 

al medio n(t) =Co' Co=20 y h=O.l ; en la fuente la constante C2=10000 y final

mente α=25. 

Las tablas que se dan a continuación y que muestran la distribución de la 

temperatura en varios puntos del cilindro para diferentes tiempos. fueron obtenidas 

en el Centro de Cómputos de la Universidad Nacional de Tucumán. con un equipo 

IBM 1620. e 

Puede observarse que ya para valores de z=4.5 por ejemplo. Ias temperaturas 

calcu!adas son cero para tiempos entre 0 y 9 segundos y muy bajas entre 10 y 120 

segundos; esto 않 debido a que tanto la producción de calor por !a feunte como la 

temperatura del medio dependen de una función de la forma ze -az
2 

z= .50 RADIO 
TIEMPO .10 .20 .30 .40 .50 .60 .70 .80 .90 1. 00 

. 1 17.9 6.3 1. 4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

.2 39.8 20.3 8.4 2. 7 .7 .2 0.0 0.0 0.0 0.0 

.3 55.9 32.8 16.5 7.3 2.9 1. 1 .3 0.0 0.0 0.0 

.4 67.3 42.2 23.5 11.9 5.6 2.5 .9 .2 . 1 . 1 

.5 75.6 49.4 29.2 15.9 8.3 4.1 1. 8 .7 .3 .3 

.6 81. 7 54.8 33.7 19.4 10.7 5.7 2.8 1. 3 .7 .6 

.7 86.4 59.1 37.3 22.3 12.9 7.2 3.8 2.0 1. 2 1. 0 

.8 90.0 62.4 40.2 24.7 14.8 8.6 4.9 2. 7 1. 7 1. 5 

.9 92.9 65.2 42.6 26.7 16.4 9.9 5.8 3.4 2.3 2.0 
1. 0 95.3 67.4 44.6 28.4 17.8 11.1 6. 7 4.2 3.0 2.6 
2.0 106.3 78.0 54.5 37.5 26.0 18.4 13.3 10.1 8.5 8.0 
3.0 110.4 82.0 58.5 41. 5 29.9 22.1 17.0 13. 7 12.1 11. 5 
4.0 112.9 84.5 60.9 43.9 32.3 24.5 19.3 16.0 14.3 13.8 
5.0 114.5 86.1 62.6 45.5 33.9 26.1 20.9 17.6 15.9 15.3 
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