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PRODUCCION DE CALOR EN UN CILINDRO CIRCULAR SEMI-INFINITO

Por Maria A. Villalonga de Luccioni

1. Introduecion

Se considera el problema de conduccién de calor en un cilindro circular semi-
infinito, en el que se estd generando calor mediante una fuente lineal colocada en
el eje del cilindro y con radiaciéon de calor al medio que lo rodea. La fuente se
describe usando la “funcién” delta de Dirac y la solucidon se obtiene haciendo uso
de la transformada seno de Fourier y de la transformada finita de Hankel.

El resultado obtenido ha sido interpretado numeéricamente usando una compu-

tadora IBM-1620. Se dan ademas graficos de la distribuciéon de la temperatura en
el cilindro.

2. Transformadas Integrales

Se define la transformada finita de Hankel de una funcién 6(z, z, £), [3], como:
6(n,, 2 )= f r0(7, 2,8) J (rn)dr (L
0

donde 7, es una raiz de la ecuacién trascendente

rj(an,)=n,J(an,) (2)
v Jo, J1 son las funciones de Bessel de primera especie y 6rdenes cero y uno

respectivamente.

>1 @ satisface las condiciones de Dirichlet en un intervalo cerrado (0,e¢) vy si su
transformada finita de Hankel estd definida por (1), entonces para cada punto
de ese intervalo en el que 6(7, z,£) es continua

773'26(7?3-1 2, 1) fo(?"?i)

2
6 » ’ —
(? ¢ f) (22 ? . -2 {fo(aﬁi)} ‘

(3)

tomandose la suma sobre todas las raices positivas de (2).
Se considera la transformada seno de Fourier de una funcion 6(#, z,7) como

0,(r, & )=+'2/z | 6(r, z, t)sen(z€)dz (4D
0
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v por lo tanto

6(z, z, t)=«/§7§f@s(r, &, t)sen(z§)d¢ (5)
0

3. Solucion del problema

Si se supone que el calor generado por la fuente no depende de la temperatura
del punto, la ecuacién para la conduccién del calor en el medio sélido cilindrico es

1 46 86 .1 36 . 30
kK di — 2.2 7 'af"'_azz Fo(7, 2, ¢) (6)

d"_-
G

en donde & es la funcion temperatura.

LLa solucién dada en (2] a la ecuacion (6) con las condiciones iniciales y de
borde:

O(r,z,0)=f(r,2), t=0 (7)
G(r,0,)=m(r,t): 2z=0, 0<r<a, >0 (8)
[%—I— h 5]r=ﬂ=kn(t)p(z) : 220, r=a, t>0, >0 (9)

es la siguiente

7752 J 0(7'771')

67, 2, )=~"2Tx 5 ,

a 1 hz —+ N,

_ (F (n.. — k(&2 + 1)1
(], (an)] 20f (73> £

+G(n;, & 1)} sen(28)dE (10)

en donde 7, es raiz de la ecuacién (2), y

!

G(ny &=k | {a] (anhn(p (E)++/2/x Eim(n,T)
0

+§ (1, & e FETIEDgy (11)

La solucién (10) fue obtenida en el trabajo mencionado [2], recurriendo a la

transformada seno de Fourier v a la transformada finita de Hankel, sucesivamente.
Consideremos ahora que

B(r, 2 ) =3 F(V (DM () (12)
la transformada de Hankel, de la tranformada seno de esta funcién es
®(n;, 6, 0)= }(M(t)VS(S)F(m) (13)

Si la fuente de calor coincide con el eje del cilindro (fuente lineal semi infinita)
v se la describe con F(7)=0(7)/2z7 : donde 0(7) [4] denota “funciéon” delta de
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Dirac [3,p.204) y F(n)=1/2r. Si ademais
M(t)=Cé. ' constante (14)

V(D=2 | (15)
(13) puede escribirse : .
O (16, 0)= “g? % a"3/2€e_+‘“g (16)
Considerando ademas
‘ n(t)_—f-C“O : constante . (17)
p()=ze % . (18)
m(r,t)=C,, constanf:e (19)

e integrando (11), se tiene

_ C 1
G(np §,8)= [ 4/42 - a”3/2(a]0(7?z4z)k00 I 21?r Ig )Ee it

aC — k(& +n0)E

++/2/7 ——] (a ) e ) (20)
Si se hace
f(r,2)=C,, constante (21)
f(r©)=~2/zCy g (22)
QCS 1

f(nu&)=~2/x o Jo (an) g (23)

Haciendo uso de (23) y de los resultados dados por las tablas de transformadas

(1), la funcién temperatura (10) puede escribirse finalmente

— ( 57') 7?5;2
O(r,2,t)=+"2/7 3 S ol

. —~(A+B)
= Ul Fant

en donde

1
—_— C 7?2
A/ 2 —3/2 1 2 dor 7,
16 ~4 [“f om@hCot+—5— F } €

X[E(—2)~E(z1)+E(20)—E(-z0)]

A=

/2 fl fﬂf“?z-){e_m é [Ei*(z’t)_Ei*(_z’ ’)]]
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___aCq —Kknt [__ 2
B=+'n/2 7, Jolan,) e Erf 2«/:'}2‘_]
con I |
E(z,t)=e " Erf C['\/Kl'—F 1/4a(77r 2(kt f i/4a) )]

* —
4. Interpretacion Numériea

Para el calculo numérico, se considera un cilindro circular de acero (K=0,12 y
¥=0, 12) de radio igual a la unidad (¢=1) y se supone ademas que: la superficie
z=0 estd mantenida a temperatura cero (m(r,¢)=C;,C,=0): la temperatura

inicial del curepo es cero (f(7,2)=C3 C3=0) ; en la expresién que da la radiacién
al medio #(t)=C, C;=20 y k=0,1:en la fuente la constante C,=10000 y final-
mente a==25.

Las tablas que se dan a continuacién y que muestran la distribucién de la

temperatura en varios puntos del cilindro para diferentes tiempos, fueron obtenidas
en el Centro de Cémputos de la Universidad Nacional de Tucuman, con un equipo
IBM 1620. ""

Puede observarse que ya para valores de z=4,5 por ejemplo, las temperaturas
calculadas son cero para tiempos entre O y 9 segundos y muy bajas entre 10 y 120
segundos; esto es debido a que tanto la produccién de calor por Ia feunte como Ia

temperatura del medio dependen de una funcién de la forma 2e” %%
Z= .30 RADIO
TIEMPO . 10 . 20 . 30 . 40 . 50 . 60 .70 . 80 . 90 1. 00
.1 17.9 6. 3 1.4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
.2 30.8 20.3 8.4 2.7 .7 . 2 0.0 0.0 0.0 0.0
.3 55.9 32.8 16. 5 7.3 2.9 1.1 .3 0.0 0.0 0.0
.4 67.3 42.2 23.5 11.9 5.6 2.5 .9 .2 .1 .1
.5 7%5.6 49.4 29. 2 15. 9 8. 3 4.1 1.3 .7 . 3 ed
.6 8l.7 54.8 33 7 19.4 10.7 5.7 2. 8 1.3 .7 .6
o 7 86.4 59.1 373 22. 3 12.9 7.2 3. 8 2.0 1.2 1.0
. 8 90.0 62.4 40, 2 24.7 14. 8 3.6 4,9 2.7 1.7 1.5
.9 02.9 65.2 42.6 26. 7 16. 4 9.9 5.8 3.4 2.3 2.0
1.0 95.3 67.4 446 28.4 17.8 1.1 6.7 4.2 3.0 2.6
2.0 106.3 78.0 54. 5 37.5 26.0 18.4 13.3 10. 1 8.5 8.0
3.0 110.4 82.0 58.5 41,5 29.9 22. 1 17.0 13.7 12. 1 11.5
4.0 112.9 84.5 60. 9 43, 9 32. 3 24,5 19. 3 16.0 14. 3 13.8
5.0 114.5 86.1 62. 6 45.5 33. 9 26. 1 20. 9 17.6 15.9 15. 3
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10. 0
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50. 0
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115.7
116.7
117. 4
118.1

. 20

. 10
118. 6

121. 1
122. 0
122. 5
122. 7
122, 8
122. 9
123. 0
123.0
123.0

123. 1
123. 1

87. 3
88. 3
39. 0
89.7

. 20
90. 2

92. 7
93.6
94.1
94, 3
94. 4
A. 5
94, 6
94.6
4.6
9. 6
94,6

63. 8
64. &

65. 5
66. 1

66. 6
69, 2
70.1
70,5
70.7
70.9
71.0
71.0
71.0
71.1
71,1
71. 1

27.3
28. 3

29. 0
29, 6

. 60
30.1
32.6
33.5
33.9
34. 2
34. 3
34. 4
3. 4
34. 95
34.5
34. 5
34. 5

22.1
23.0
23. 8
24. 4

. 70
24. 9
27. 4

28. 3
28. 7
28. 9
29,0
29. 1
29. 2
29, 2
29. 2
29, 2
29. 3

13.8
19.7

 20.5
21. 1

. 80
21. 6
24.1

24. 9
25. 4
25. 6
25.7
25. 8
25. 8
25.9
25. 9
25. 9
25. 9

17.1
18.0

18.8
19.3

.90
19.8
22. 3

23. 2
23. 6
23. 8
23. 9
24. 0
24. 1
24. 1
24.1
24,1
24, 2

TIEMPO
10. 0
20. 0
30.0

40. 0
50.0
60. 0
70.0
80. 0
90.0
100. 0
110.0
120. O

7=

TIEMPO
.1

Or & W DD

7

.70

. 10
51.7
55. 4
56. 7

57. 3
57.7

57.9
58.0
58. 1
58.1
58. 2
58. 2
o8, 2

. 10

2.2
9.6
9.4
13.0

. 20
47. 5
51.1
52.4
63. 1
53.4
53. 6
53.7
53. 8
53.9
53. 9
53.9
53.9

. 20

1.4
4.0
7.2

10. 3

. 30
42.0
45.7
47.0

47. 6
47. 9

48. 1
48. 3
48. 4
48. 4
48. 4
48.5
48. 5

. 30
0.0

2.4
4.7
7.2

46, 7 35. 1
47.7 36.0
48. 4 36. 8
49.0 37.4
RADIO
. 40 . 50
49, 5 37.9
o2. 1 40. 4
53.0 41.3
53. 4 41. 8
53. 6 42.0
53. 8 42.1
53. 8 42, 2
53. 9 42, 3
53.9 42, 3
94. 0 42,3
54. 0 42. 3
54.0 42, 3
RADIO
. 40 . 90
36. 6 31. 8
40. 2 35. 4
41. 5 36.7
42.1 37. 3
42. 5 37.7
42.7 37.9
42. 8 38. 0
42.9 38. 1
42.9 38. 1
43. 0 38.1
43.0 33. 2
43.0 38. 2
RADIO
. 40 . 50
0.0 0.0
.3 0.0
1.2 D
2.7 1.4
4.5 2.6

. 60
27.9
31.5
32. 8

33. 4
33. 7

33. 9
3.1
34.1
34. 2
34. 2
34,3
3. 3

. 60
0.0

0.0

1.3

. 70
25. 0
28.5
29. 8
30. 4
30. 8
31.0
31. 1
31.2
31. 2
31. 3
31. 3
31, 3

.70
0.0

0.0
0.0

. 80
22. 9
26. 5
27.8
28. 4
28,7
28. 9
29. 0
29. 1
29. 1
29. 2
29. 2
29. 2

. 80
0.0

0.0
0.0

. 3

.90
21.7
25. 2
26. 5
27. 1
27.4
27.6
27.7
27. 8
27.8
27.9
27.9

27. 9

. 90
0.0

0.0
0.0
0.0
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16. 5
17.4

18.1
18.7

1. 00
19.2
21.6
22,5
22.9
23. 1
23. 3
23. 3
23. 4
23. 4
23. 5
23. 5
23. 5

1. 00
21,2
24. 6
20. 9
26. 5
20. 8
27.0
27. 1
27.2
27. 3
27. 3
27.3
27.3

1.00
0.0
0.0
0.0
0.0
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.6 163 132 9.6 64 39 22 L2 .6 .3 .2
.7 192 158 1.8 &2 52 32 1.8 L0 .6 .5
.8 2.7 181 138 98 65 41 25 L5 LO .8
.9 238 2.2 156 1.3 77 51 32 21 1.4 L2
1.0 257 2L9 17.2 127 89 60 40 26 L9 L7

20 3.2 320 2.7 2.4 168 131 10.3 84 7.4 7.0
3.0 410 3.8 314 2.0 2.2 17.4 146 12.6 1.4 1.0
40 440 39.8 344 289 242 2.3 175 155 14.3  13.8
50 46.2 4.9 365 3.1 2.3 224 19.6 17.6 16.4  15.9
6.0 47.8 43.6 381 327 27.9 241 2L1 191 17.9  17.4
7.0 49.1 44.8 39.4 340 29.2 253 224 2.4 192  18.7
8.0 50.1 459 40.4 350 30.2 263 234 2.4 20.2  19.6
9.0 51.0 46.7 4.3 359 311 27.2 243 222 2L0  20.5
Z= 4.5t RADIO
TIEMPO .10 .20 .30 .40 .50 .60 .70 .80 .90  1.00
.0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
20 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
30 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
40 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
50 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
60 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
720 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
80 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
9.0 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0
Z= 4.50 RADIO
TIEMPO .10 .20 .30 .40 .50 .60 .70 .8 .90  1.00
0.0 .1 S S SR S SRS S S S | .1
200 1.4 1.4 1.4 1.3 13 L3 1.3 L3 1.3 13
3.0 2.8 2.8 28 28 28 28 28 27 27 2T
0.0 40 40 40 40 39 39 39 39 38 3.8
5.0 4.8 4.8 48 4.8 47 47 47 47 46 4.6
600 54 54 54 53 53 53 52 52 52 51
70.0 58 58 57 57 57 57 56 56 55 55
8.0 60 60 60 60 60 59 59 59 58 58
%0 62 62 62 62 62 61 61 60 60 509
1000 64 64 64 63 63 63 62 62 61 61
1100 65 65 64 64 64 64 63 63 62 6.2
120.0 65 65 65 65 65 64 6.4 63 63 62
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