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ALGUNOS TEOREMAS SOBRE TRANSFORMADAS INTEGRALES

Por S. E. Gonzalez de Galindo

1. Introduccion

En el presente trabajo las notaciones simbodlicas:

a) P=F), b) ¢S (D) ) pBLS@

d) gzﬁ(p)%—-f(t) seran usadas para denotar:

a) la transformada elasica de Laplace:

p2)=p [ e f(D)dt (L.1)
0

b) la transformada de Varma:

1

v m Y
spy=p [ @O ZTe MW, (oDt )
0

c) la transformada de Hankel:
- L
6)=p [ (BT ], (pOF(D)dt (1.3)
0
d) la transformada Bessel de Meijer:

1 0]
p@)=(2)7 p [T K, pOF Dt (1.4)
0

En el presente trabajo establecemos ciertos teoremas sobre transformada de
Laplace, Hankel v Varma. Usando los teoremas hemos logrado transformadas
inversas de Laplace del producto de las funciones de Bessel.

2. Teoremas

En ésta seceién establecemos algunos teoremas sobre transformadas integrales.

TEOREMA 1. S¢

(D) == F(1) (2. 1)
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m—-l—- —-J—h@)x V I f o I
y 6, (D()x] ™ 2 h(ple 2 W, B2 5g(x, t) (2.2
[uego:
6, D == [ F(Dg(x Ddx (2.3)
0

donde gél(p), h(p) son funciones continuas de p, independientes de x, R [h(D)] =py> 0,
x real y no negativo, las transformadas de |f(¢)| y |g(x,t)| existen, vy la
integral de (2.3) es absolutamente convergente.

DEMOSTRACION. Tenemos:

_ L
2

(D) $LhI= h@)[ W™ Ze=ghOW , | (P11 f(1)dt
U : :

1
_2_6—-%-1” Wk . [pt] f()dt converge

ya que ¢(p) Jm f(t), la integral p f (pt)m
0

para R(p)=>p, vy asi (1) converge si R[E(p)]=p,>0.

Multiplicando ambos miembros de (1) por ¢,(#), reemplazando ¢ por x, y de
acuerdo a (2.2) tenemos:

1

6, - BRI =[ |bf BO"=5 e=THW, (WD, dt]f(x)dx
0 0

Cambiando orden de integracién lo cual es posible por las condiciones impuestas
en el teorema e interpretando el 2° miembro segun la transformada de Varma
tenemos demostrado (2. 3).

De la misma manera podemos demostrar los siguientes teoremas:

TEOREMA 2. 5S¢

BB (3. 1)
Y
1
()« [R(D)x) 2 h(D)] | [h(P)x]==g(x, t) (3.2)
[uego:
6, (1) d P —=| F()g(x t)dx (3.3)
0

donde «;bl(p), h(p) son funciones continuas de p, independientes de x, R[k@)]z
}ﬁ0> 0, x rveal no mnegativo las iransformadas de |f({)| v |g(x,t)| existen, y la
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integral de (3.3) es absolutamente convergente.

o1 ahora representamos con: T [f(¢); pl=d(p) a una transformada genérica
cuyo nucleo es K(p,£) o sea:

TI7():p] = pf KDf ()t
D= =

podemos enunciar el siguiente teorema general:

TEOREMA 3. S7

Tf(@; pl=0() (4.1)
J
O DK [hD)x)R(P)=T [g(x, 8); p] (4.2)
[uego |
61(2) - TIF(D, =T [ f(®)g(x, Ddx:p) (4.3)
0

donde ¢(p), h(p) son funciones continuas de p, independientes de x,R[h(p)]=
0o>0, x real no negativo, las transformadas de |f(¢)| y lg(x,t)| existen, y la

tntegral en (4.3) es absolutamenie convergenie.
Este teorema ha sido dado ya por Kalla [5].

CASOS PARTICULARES:

1) Si (D)= F () (5.1)
2 - Eh K
y (Z5)7 1) 7 ¢) K, [5h(B)) Z-g(n, D (5.2)
luego $(2)-plR(®)] = [ f(x)2(x, Ddx (5.3)
0

probado que la transformada Bessel de Meijer de |f(#)| v |g(x,f)| existen,
R[2(p)] >0, ¢(p) v k(p) son funciones continuas de p, independientes de z,y la
intezral en (5.3) es absolutamente convergente.

Este teorema ya ha sido demostrado por Rathie [3].

2) Si
B(B) <=f (D (6.1)
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ox\L 3 1

()27 - T - $DK, (271 5g(x O (6.2)
luego |
1 OO

bD)dB)F = [ Fe(x iz 6.3)
J

probado que la transformada Bessel de Meijer de |f(¢)| y la transformada de
Laplace de |g(x, )| existen, R(®»)>0, ¢(p) es una funcién continua de p, indepen-
diente de x, ¥ la integral en (6.3) es absolutamente convergente.

Este teorema también ha sido dado por Rathie [3].
3. Ejemplos

Usando resultados dados en seccidén 2, daremos la transformada inversa del
producto de funciones de Bessel.

EJEMPLO 1. Haremos aplicacion del resultado (5.3) en el caso en que o=

1
Si f(H)=t"72 e

—al*

, entonces segun [2, Pag. 132(24)] tenemos:

2

¢CPJ=%~- SeC(—é—-ﬂn‘) (—’T})% exp (i—i)K% (—‘;?) con Re (@)>0, —1<Re u<1

1
Tomamos k(D)=p 2, s(p)==p

nh-lﬂ'l

entonces segun [2, Pag. 146(54)] tenemos:
5 1 1 2
[ 2x \2 2 x
en=(=)" ¢ K_g_(“@‘)

T

luego segiin (5.3) tenemos:

3 1 1 2

e () (), (B )YE[ P HE) e, ()
da 2

. 2
Haciendo x =X, obtenemos salvo un factor ¢ la transformada de Laplace de

1
la funcién f(x)=x 2K, ( 41; )
7

Segun [1, Pag. 198(28)] tenemos:
_ l—u__ i) — -
9(a) P( 2 ) ] Q‘z‘ ; 4 |

a sen[ pl ?1'](.{22 1 )‘%‘ __%_ L(a_ 12)_

2 16t2 ].61L -

con Re ¢> —Re(—;t—)
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Usando la relacion dada por [1, Pag 370], y considerando az—g—, tendremos

finalemente:
3
S5t e ()oK, (£0)
:
~1 I’(*l_# F( Ll ) e 2 p—l
%_t 2 Sen(zﬂgz ﬂ')(a’gtz—l)%" (aéz‘z) 4 ZFI[ ﬂ_;l ’ u—zs y 13 (1_-;%_12)]
CASO PARTICULAR:
1) Si u=0 obtenemos el siguiente resultado:
> 3 1
e e () RV iy el e
o’ 14
EJEMPLO 2.

1 2
Sea f(H)=t 2 e~ Re ¢>0, —1<Re u<l, segun [2, Pag 132{24)] tenemos:

1

pr=see (e)(2)7 el o) g (£)

Tomando:

3 1
¢@)=p T 1, (rp'2) segin [1, Pag 284(56)] tenemos:

1
X R _ 47t
g(x,t):( 5 ) t7le~ & T [g ]

Re( s ) >0, Re( x;r )2>O

Aplicando (6.3):

5 (L
p—%f #(Tf?%)"‘ﬁ-“ SEC(‘%“#R') ( Rp: )2 exp( 8?:2 K %)

. g—1lp—7r/4t m__ + 14 e
Smew ! ERGEXEAE I
(2z) 2
Haciendo #°= u, v de acuerdo ¢ [1, Pag 197(20)] tenemos:

"Tf—_p_% g__é'sec( gﬂ' )exp( ga )I (rp 4 l) I{2 ( gg
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1

4 (23)__2_?(:#;1) . p g
L — .0 U 8t(dat+ 1) pr i [ 14 ]
"y I'(p+1) 0, 5 4t(Aat+1)
Usando la siguiente relacion:
1 o

M, (=2 (u+Dx7 I(-%-)

tendremos finalmente:

n'% - - ﬂ -P. - P
;b 2a 2sec(2 )exp(8a>I#(?’P2)K_p_("§'a“)
2
el Lp(EELY p(#E2 - . ;
=o' T w2 2,1(2 .+1() £ )[f(‘idf“)] “e” [ 82%253;"——:1)] d _z,a[mim]'

CASO PARTICULAR:
Si =0 tenemos:

L
I exp( 5= )1, (rﬁ)ffo( L2

| 1 2
e o - T 8at+1 _ 14
=27 [tdat+1)] % e [ 8(dat+1) ] Io[ 8 (dai 1+ 1) }
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