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Introdueeion 1. 

En el presente trabajo las notaciones simbólicas: 

tþ(þ)공f(t) c) tÞ(P)갇음l(t) b) tþ(þ)늑f(t)， a) 

d) 

a) la transformada elásica de Laplace: 

(1.1) 

ζ@ 

e-þ1f(t )dt tþ(þ)=P 

b) la transformada de Varma: 

(1. 2) 
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(pt)f(t)dt 
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tþ(þ)=p 
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c) la transformada de Hankel: 

(1. 3) 
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tþ(þ)=P 

d) la transformada Bessel de Meijer: 

(1. 4) 

de transformada sobre 

(pt) • 2 Kμ(pt)f(t)dt 

teoremas ciertos 

。。

establecemos 

좋)웅 p 

En el presente trabajo 

tþ(p)= 

transformada1> logrado hemos teoremas Usando los Hankel y Varma. Laplace, 

inversas de Laplace del producto de las funciones de Bessel. 

Teorernas 2. 

integrales. En ésta seceión establecemos algunos teoremas sobre transformadas 

Si TEOREMA 1. 

(2. 1) tþ(þ)끓f(t) 
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Y ifJ1(P) [h(P)x] m-윷hφ)e -한@)X Wk-m [h@)X] 끓좋(x， t) 

luego: 

ifJ1φ).rþ [hφ)] 끓 f f(x)g(x, t)dx 
o 

(2.2) 

(2.3) 

donde rþl(P) , h(P) sonfunâones conHnuas de p, z"ndepencUentes de x, R [h(P)] 르Po>O， 

x real y no negaHvo, las transformadas de If(t) 1 y Ig(x, t) I existen, y la 

z'ntegral de (2.3) es absolμtamente conν'ergeκte. 

DEMOSTRACI6N. Tenemos: 

m一上 l 
(1) rþ[h(P)] = h(P)1 [h (P )t]"" 2 e-τh(P)tW k, m [h (P )t]f(t )dt 

。。

I?。 m-上 -
ya que rþ(P)=;;놓 f (t), 1a integra1 P I (pt)'" 2 e-τptwk m [Pt] f(t)dt converge 

o 
para R(P)르PO' y así (1) converge si R [hφ)] 르Po>O. 

Multiplicando ambos miembros de (1) por 와(P)， reemplazando t por x , y ðe 

acuerdo a (2.2) tenemos: 
00 C。

￠1(P) • ￠ [h〔P)] = 에 (pt)m-융 e-한tWk.m(pt)g(x， t)dt f(x)dx 

Cambiando orden de integración 10 cual es posible por las condiciones impuestas 
en el teorema e interpretando el 20 miembro según 1a transformada de Varma 

tenemos demostrado (2.3). 

De la misma manera podemos demostrar 10s siguientes teoremas: 

TEOREMA 2. Si 

rþ(P) ~f(t) (3.1) 

y 

ifJ1(P)' [h (P)x] 쉽(PYu [h@] X] ÷g(x, t) (3.2) 

luego: 
。。

rþl CP)' ifJ rh(p)] 몫{ f(x)g(x , t)dx (3.3) 

donde rþl (P), h(p) son fun cz'ones contz'nμas de p, z'ndependz'entes de x, R [h (P)] 르 

Po> 0, x rea! 1Z0 negatz'vo las transformadas de 11(t) 1 y 1 g(x, t) I exz'sten, y la 
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iηtegral de (3.3) es absolμtamente convergent~. 
’ -

Si ahora representamos con: T[f(t); φ] =rþ(P) a una transformada genérica 

cuyo núcleo es K(P. t) 0 sea: 
。。

T[f(t );P] = 앤 K(pt)f(t)dt 

podemos enunciar er siguierite teorema general: 

TEOREMA 3. Si 

y 

Iμego 

T[f (t); p] =rþ(p) 

rþl (p)K[h(p )x] h(p) = T[g(x. t); p] 

c。

rþl(P). T[f(t).P] =T/ f(x)g(x. t)dx;P] 
o 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

donderþl(p).h (p)son funciones conHnuas de P. independientes de x.R[h(P)] 는 

Po>O. x real no negaHvo, las transformadas de If(t) I y Ig(x. t) I existen. y la 

integral en (4.3) es absolutameχte convergente. 

Este teorema ha sido dado ya por Kalla [5]. 

CASOS PARTICULARES: 

1) Si rþ(p)쁨f(t) 

y ( 2ε냥 [h(p) 흥cþ(P) Kμ [xh (P)] 촌g(x. t) 

luego cþφ).rþ[뼈] 추 J f(x)g(x. t)dx 

(5.1) 

(5.2) 

(5.8) 

probado que Ia transformada BesseI de Meijer de If(t) I y I g(x, t) I existen, 

R[hφ)] > o. cþ(P) y h(P) son funciones continuas de P. independientes de x. y la 

integral en (5.3) es absolutamente convergente. 

Este teorema ya ha sido demostrado por Rathie [3]. 

2) Si 

(6. 1) 

y 
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몫)윷 . (P)흥 . rþ(p)K，μ [x:야] 늑g(x， t) (6.2) 

luego 

rþ(P).Ø(P) 2 흐등 

。。

I(x)g(x, t)dx (6.3) 
o 

probado que la transfol'lnada BesseI de Meijer de 1/(1) 1 y Ia transformada de 

Laplace de Ig(x, t) 1 existen, R(P)> 0, rþ(P) es una funci6n continua de p, indepen

diente de x, y Ia integraI en (6.3) es absolutamente convergente. 

Este teorema también ha sido dado por Rathie [3J. 

3. EjempIos 

Usando resultados dados en sección 2, daremos Ia transformada inversa deI 
producto de funciones de Bessel. 

EJEMPLO 1. Haremos apIicación deI resultado (5.3) en eI caso en que u=μ. 

Si/(t)=t-울 e-at2 , em 

ø(P)=송. sec 웅μr 때 ]윷 exp(월1K3μ( ~2 
a 

con Re (a)> 0, -l<Re μ <1 

Tomamos h(P)=P τ， 
5 
τ entonces segirl [2, Pag. 146(54)J tenemos: rþ(P)=πP 

g(x, t)=(갚 
π 

1 1 
2. 2 t W K μ 

2 
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Iuego según (5.3) tenemos: 

3 

프감p- 1 sec 웅μ7r) exp 냐 
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￥:;- )dx 

Haciendo X2=X, obtenemos salvo un factor a Ia transformada de Laplace de 

I(x)=x-웅K μ (-찢 
τr 

Ia función 

Según [1, Pag. 198(28)J tenemos: 

rþ(a) -r ( 1-μ 、2 
μ-1 2 1 1 

sen 2 7r a- n 2 

μ 

· QTl 
2 

2 a_ 
「2

a 

-
-
-
따
 

上 1. 
2 a 

con Rea> -Re 

빠
 1

-값
 



ι -

Alg;ικos Teoremas Sobre Transformadas Integrales 105 

Usando Ia relación dada por [1, Pag ~이 , y ∞nsiderando a = 뚱， tendremos 

finalemen te: 
3 

-
상
 

-m 3 • 
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CASO PARTICULAR: 
1) Si μ= 0 obtenemos eI siguiente resuItado: 

• α흉p-1exp (옳 Ko 옳)촌 t• -
-
-
-
짧
 

1 2 F냥， 
4 

훈， 1;1--값 
q a~t 

EJEMPLO 2. 

Sea !(t)=r융 e-a· , Re a>O, -l<Re μ<1， según [2, Pag 132(24)] tenemos: 

￠φ)=웅 sec 웅μπ 
1 

71:p \호 
a exp 훨ìK上uf# 

。u / 2 r 

Tomando: 
3 1 

cþcþ)=p-τ Iμ(rpτ) según [1, Pag 2없(56)] tenemos: 

g(x, t)= 
x 
2π 

1 
2 _. 

t- ‘ e-
.t' + r' 

4t I ! Xr 
μL 2t J' 

x+r 
2 

2 >0, Re 
x-r 

2 
2 >0 

ApIicando (6.3): 

-iF ÷ 1 / 1 
P ‘ Iμ(rp 2 )τ sec\τμπ 

1 

-
펀
 

a 
l 
2 exp 옳)K축μ p 

8a 

늑김평얀ft-(a+송)깜μ 
(271:) 2 0 

Haciendo i=μ， y de acuerdo a [1 , 

L x I dx 2t 

Pag 197(20)] tenemos: 

•L l 1 
71: 2 "，-걷 -τz-

tJ ~ a ~ sec 닫낀 exp( --:강 Iμ (rp 2 ) K파k옳 
2 



106 S. E. Gonzaléz de Galindo 

. r 

-수 (fJ.十 1(2rr) .~ n뜰 

r(μ+1) 
e -강+훤옮ηM “ • 펴냥 

0，풍 4t(4at+ 1) 
4 

Usando la siguiente relación: 

Mo μ(x)=22μ r(μ+l)x숭 Iμ(좋 
tendremos finalmente: 

l 

a 
l 

2 sec E프 
2 exp\옳 I”(rp웅)K μ /냉 

「 걷-

1(" 2 
4 Þ 

u+上 -추r(꽉괴 r(뿌으\ 
늑2

C

• ~ π z \ 4 K \ 4 !. [t( 4at+ 1)] 
rcμ+ 1) 

l 
2 e -rl 8at+ 1 

8t(4at+ 1) 
I μ 1_. , 7 ... , 1. 

CASO PARTICULAR: 

Si μ=0 tenemos: 

p a 
--2 
-웅 exp( t 10 (rÞ 2 )~。

p 
8a 

늑2τ [t(4at+ 1)] -τ e -r 8at十 1 1 ~ 
8t(4at+1) J -'0 

2 
r ••• 

8t( 4at+ 1) J' 
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