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POISSON 過程에서 母數가 時間에 따라 變하는 경우

그 確擊에 關하여

高 友 錫

§1. 序 驗

單位 時間內의 發生數가 Poisson 分布에 따르는 경우 時間이 經過하면 그 觀

度가 바뀌이 는 경우가 普通이 다. 그래서 이 論文에서 는 Poisson 過훌에서 Par

ameter가 時間에 依해서 蠻動하는 경우를 生覺한다. 時刻 S에서 系가 狀態

Em에 었다고 할 째 時間 t (s<t)에서 系가 狀慮 E"에 있을 像件付 確率을

Pm，， (s， t)라고 한다. Feller (1)에 따라서 任意의 狀龍 Em에 對廳하여，

h→O얼때

i-Pmm(ι t+h)
h • Am (t) (1, 1)

와 같이 되는 連續뼈數 Am (t) 가 存tE한다고 假定한다. 이예 싸.(t)h+O(h) 는 時

刻 t에서 狀龍 E찌에 있을혜 (ι t+ h) 사이에서 變化가 얼어날 確率이다. 또

任意의 狀態의 雙 Em' E" (m -:f-π)에 對應하여

h→0 일째

j
u
?π

n
t

뻐챔
(1, I')

와 같이 되는 Em• En 언 推移確率 πm，， (t)가 存在한다고 假定한다. 여 기서 자，

(t)는 t 에 關한 連續홉휩數이 다.

이 때 確率變化方程式은

옳-Pmn(S， t) = -An(t) μ(s， t) +짝(s， t) μ) πc.. (t) (1, 2)

이 論文에서는 Am (t) 가 t 의 빼數인 경우의 二， 三의 model 과 그 推定의 問

題플 考察동하F고 나아가 A’”μ’

다.
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(n=m+ I)
(π::;t:m+l)

§2. 時間빼으로 후等하지 않는 Poisson훌度

(1， 2)에서 특허

A".(t) =.:I (t)

싫(t)= {5
라고 하연 $<t 에 對혜셔

옳P"， ‘ (s, t)=- .:I(t)p...‘ ($.t)+ .:I (t) P",.a-l ('.t) n>썩
J (2, 1)

옳Pm，μ$.t)=-A(t)싫($， t) J

이것흘풀연

A(t)=I삼Wh ~~

라고놓고

P1#,,*,,(8,8+t) {A(s+t)-A(t)}" ，，-{AU+O-A(빠
121 ‘

(2, 3)

흘얻는다.

鷹혀 .:I (s)가 황限個의 쩔rameter 로 表示되는 경우얘 훌훌혜셔 그 뼈rame싫r의

推定의 問題흘 考察하기로 하짜.

(i) A(s) =Ao+A1$ 의 청우

O~S~7’에 있어셔 Ao+.:I1s>0. (k+1)t=T

0=8o<S1<……<Si+1=T

S j+1-Sj=t라 하교 (Sj, Sj+v에셔 專짧아 얼어날 댐數훌 κ:j. mj="o+nt+

······+ftj• (j=α1. 2，···…• k;mo=O)라고 하짜.

A짜+샤-A(Sj)=샤+꽃t2+Al 원

P".j "j혐j (Sj, Sj+,) = {A(~빠샤-A웠}"j ，-fACSj+tl싫'J)I <2. 찌
J ‘... "j!

이으로 (2， 4)의 尤度園數는

i

L=짧Paj aj+nj (Sj. SJ+')
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(2,5)

Poisson 過程에서 않數가 時間에 따라 變하는 경우 그確寧에 훌훌하여
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(2,6)(k+l)t=O

따라서 Ao와 Al 의 最尤推定方程式은

←행gLε= 강， ηF

a시 섭 Aot十송t2+ih확t

(2, 7)L; (-섣 +Sjt) =0
j -(J ~

• n;(펠+κt)
g ~

}"O Aot+강~t2+;hSjt

ologL
OAI

(2， 6) 과 (2， 7) 을 聯立시켜서 ).0, ).1 을 얻을 수 있다

또

E(ηj) =Aot+량t2十AISjl (2, 8)

어므로

M=짚 (낀-Aot-한2- A1Sjt)2

라고하면

..lo, Al 의 最小自乘推定方程式은

aM ~
OAI -v

aM ~

OAo -v

얘서

(2, 9)
ι 1 •

앓 (.:1ot+줍Lt2+ A.lSjl) =~ηj
j=O

1 •

L; (Aot+ 각관_t2+ A.lSjt)Sj= 'ZnjSj
J-잉 ~ j=에 -

(2, 10)

故로 (2, 9) , (2， 10)에서 ~， Al을 얻 을 수 있다.

(ii) A(S) =aO+al cos A.S (A.=2π/T;T 는 廳知)의 경우

A(Sj+t) - A (Sj) =aot+운∞sA. (아 +좋) sin추t

가 되어 ao, al의 推定을 (i)과 같은 方法으로 얻을 수 있다.
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§3. 時間的으로 平훌훌하지 않는 複슐 Poisson過程

(1， 2)에서

라고하면

π=m+1

n*m+1

옳Pm m+n(s,s+t)=-싸(s+t)Pm m+n(SJ s+t)

+싸+，，-1(S+t)Pm m+"-1(S,s+t)

가 원다.

__n±l Pm m+"-1(S,S+t)Am+n(s+t) = " ，~'" .L ;; m+，，-~~ol，_ol， '~~J (t>O)
Pmm+‘ (s,S+t)

일 때 (3, 1)의 解는

P했+" (s, S+t) = J:첼뜨e-t:z: dyes,m,x)

이다. 여기에셔 V는 x의 分布뼈數이다.

證明;

o i (tx) ’
경~ Pmm+,, (s, s+t)= 경i-Jo -김r-e-t.zdV(s， κ x)

iI π (tX)"-1 ‘ (양~A-t.z l= I ~ ,.,...,{ xe-t.z-x-펀쓴-e-t.z }dV(s, m, x)
Jot n! m J

=r삭 」떤re-tz-찬L 4띤받Le꽉dV(s， m， x)
J 0 l t n! t tnT ~j: J

=춘Pm， m+l(s,S+t) - 략.!.-Pm， 빠"+1 (s， S十t)

한환 (3.1)의 右邊은

-걷+1 Pm,m+"+1 (s,S+t)P"" m+써， s+t) -+-~
t Pm, m+,,(s,S+t) t

× Pm, m+n(S， S十t)Pm， m-,,(S,s+t)
Pm,m+,,-1(s,S+t)

n+1=그'-Pm， m+" (ι s十t) _..!.!.강-=-P". ， "'+"+1 (S,$+t)

(3, 1)

(3,2)

(3,3)

(훌훌明끝)
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여기서 (3， 3)의 特別한 경우로서
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(3, 4)

(3, 5)

를 考察한다. 郞 A가 A10 A2' ······AI 얀 값을 各各 確率 a1 (s) , ······al(s)라고

하면 그 確率은 時間에 依해서 바뀌인다고 한다. 한 例로써 電話의 呼出을 會

社群과 家훌훌群에 對해서 생각하건데 , 前者는 A10 後者는 A2의 Poisson分布에

따른다고 하면 午前 8時~午後 5 時煩까지는 Al 을 取하는 確率이 높고 午後

6 時~午後 10時園까지는 )，2률 取하는 確率이 높아진다. 簡單을 워하여 aj(s)

=ais+pj, OsS흐T 에 있어서 ais+Pi>O 라고 假定하고 ai, /ii, 싸의 推定윤

하여 보자. 時間을 융 2(i)의 경우와 같이 區홉l하면 (但， k?I-1과 같이 한다)

Pm jmj+n펴， 쉰+t) = j ai(쉰) 쩍파e-t1i (j=O, 1, ······k) (3,4)
‘ ';'2 -. n/

짚(aiSj+pj)=1 (3, 5')

또 E(πj)=깊(따앙+Pj)tAi (j=0, 1, ······k) (3, 6)

이므로 最小自乘法에 依해서 α'i， fJi 및 Ai 의 推定을 할 수가 았다.

즉 ajAj=a'i, PiAi=P;' (;=1, 2, l) (3, 7)

이묘로 (3， 6)은

E(nj) =짚@펴j+폐) t (j=0,1, ······k) (3,8)

라고하면

oM _'" oM;:- =0, ;~~ =0 (i= 1, 2, ······1)
Y , Opj

에셔

B ~(a'i Sj+ {1 i)tsj= "f,:..njSj (3,9)
1=0 ‘=1 i -o

잃 침 (a'원+Pj’)1=짧j (3, 10)

률 얻는다. 이 (3,9), (3, 10) 을 聯立해서 그 解 장， 망 (i=l， , 1) 을 얻는

다. 다음 (3， 7)을 (3， 5')에 代入하면
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·,

찮 t (IX;'Sj+~/) =1 (j=0,상 ··k) (3,11)

。1 式에셔 運홉한 l 個의 Sj(j =O, 1, ••••••, k-l)의 값을 주면 I 圖의 方程式을

얻을 수 있고 .1; (i=1 , ••••••, I)흘 얻는다. 따라서 (3， η에서 핫， $; (i=l , •.••••

1)을 얻을 수 았다.

용 4:. 蘭聞的으로 2f£等하지 않은 -훌훌 Poisson 遍程

§2, §3에셔는 變化量을 1이라고 生覺하였지만， 여기서는 變化量이 1, 2,

‘ ....., r안 任意의 값을 取하는 경우를 생각한다. (1， 2)에서

( h/e (t)I ., I'~'\. 1'l-kV" I t.. 1'...\ (π=m+k; k=1, 2, ......, 1)
g쩌(t) =~ h~ (i) +-:..…+ht(t)

l 0 (π츄m+k; k=1 , 2, ......, l)

라고 함. 여기셔 따(t)k는 (t, t+ k) 시-이에서 &만큼 增加하는 確率을 나타낸

다. 따라서

A,, (t) =h1(t) +h2 (t) +··· .. ·+h/(t)

라고 놓으연 ).，， (t)h는 (t, t+h)에서 變化가 일어나는 確率이고 R 에 無關係이

다.

뀔($， t) =S:+t 싸(t)dt (4, 1)

라고 놓고 (1， 2)를 n=1, 2, ......라 하여 願次的으로풀면

( {Ht(s,서 }"1{H2 (ι t)} "•... {ll. (5,t)} "i
P"', ",+,,($, S+t) =e t‘~Hkb ,

k VI+@+냐 r...-# VI !V:l! •• ..··V.!

(4, 2)

염 。1 數學的 廳納法어l 依해서 證明판다.

。l 와 같이 -般 Poisson 過흉에셔는 每回의 變化끓이 언제냐 1 單位라고는

할 수 없으며， 出生過뚫에서 두 썽둥이나 셰 쌓둥이의 確率을 考慮한 경우와

찰고，:!E 電話의 呼出을 생각하는 경우에도 同時에 몇個의 呼出。I 鍵生하는

確率을 無훌훌할 必要가 없고， 그플 各各이 parameter플 갖는 Poisson過뚫에 獨

立的으로 따르고 있다고 생각혜도 괜찮게 완다.

마용에 (4， 2)에 있어서 %의 r次 moment μrf 을 求해보자.

mo없nt 母園數는

M«(J)=e.싫Hr<씨to’-I) (4, 3)
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이므로

μ’r=3LM(8) l =옳e~Hj<s， t) (.II-I) I
(}{Jr _._"- , I 9=0 O(Jr~- ’ (4.4)

、”9
ι

-----rj”t‘
/“R찌μ

,,
κ

t
F

μ삐

--W

녁
{4, 5}

라고놓으면

μlt=aI

μ2'=a2+ aI2

μ3’ =a3+3α1a2+a13

μ:4'=α4+4alα3+6a12a2+ 3«22+aI4

μ’5=α5+4αlα4+11α2α3+9α 12a3+ 15a1ai+l Oa13a2+a15

ai ， α2， _.....에 關해서 풀변

al=μlt

a2=μ:2'-(μ/)2

a3=μ:3'-3μ3lμ.z' +2(p{)3

a4=μ/-4μ1Iμ3'+12(μ/)2μ￡’ -3(μ2’)L2(μ1’)4

α5=μ5'-4.μ1/μ:2'十 18(μ1')2μ3’ -56(μ/)3，μ2’ -30μl'(μ2')2_11μ2lμ3I

+2l(μ{)5

여 기서 h,, (t) =aμ+fh: 0츠t듣T라고 놓고 aTr.t+fJi>O라고 하고 a11 마롤 推

定하여 보자. 時間을 § 2 (i)과 찰이 區寶하연 μl’ =a1이므로

!.... 'Y ... ,., _, .;.,. .. f , t2
E(nj) =월 kHk (Sj, t) = 잃lk {짜(흥 +Sl)+야} (j=O.l, 링 (4,야

앞에서와 같이 題小自乘推꿇을 하면

M=짚{nj-원kH，，(힌， t) }2

oM ~ oM
~~Y~ =0. ':,';.... =0, (k=l, 2, ..•..., I)
oak ’ 'iJfJ"

에서

잖 월 k {α" (쓸+찬t) 十짧} 원 = §rfi
‘ 2 j

앓 앓 k {a" (숭+Sjt) + fJTr.t} =쌓i

(4,7}

(4,8}
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이것을 聯立시켜셔 풀연 ah 홈&롤 얻는다.

購間的 變化훌으로셔는 1.2, ·..···r 中에 取하지 않는 것이 있어도 좋으며 이

청우의 &에 對혜서는 따(t)=O라고 놓으면 可하다. 어변 값을 取하는가에 짧

해서는 그 現龜에셔 아는 경우와 -應 1, 2, ······.r(r 는 遭當하게 잡는다)을 取

하는 것으로 하고 data 흘 鷹析한 結果에서 判斷되는 정우가 였다.

§5. Pi앓ame싫r가 羅率週程이 훨 경우

前節까지의 Poisson過程에서는 뼈rameter A씨가 時間의 빼數로써 連續的으

로 變動하는 경우률 생각하었지만 Poi않on parameter A(t)가 偶然뾰을 가지고

變動하는 경우 홉n A(t) 自身이 確率過훌언 경우도 챙각할 수 었다.

N. L. Johnson (2)는 어연 事짧이 時間的으로 Poi엎on:分布에 따라 얼어냐는

정우에 어떤 期間에 生起數 z의， 二Z 빼의 期間에서의 生뭘數 z의， 그빼의 期

間에서의 生起數 y 에 짧한 回歸빼數가 y의 一次式으로 되어 었을 必훌條件용

時間의 變化에 따라셔 變하는 Pais앓n parameter가 F 分布에 따르는 것이다

라는 것을 護明하였다. 여기에셔 變化하는 parameter는 期間에 따라셔 獨立언

것으로 假定되어 있지만 이 節에셔는 셔로 相關을 하여 時聞的으로 變化하는

確率過程의 경우를 생각한다. 여기서 다음과 같은 二變數의 F分布를 생각하

자.

( CA.I묶Le-A.l1 자 뜩Le-A.l2 JJ>- I (ia ν짧:> (AIAi>O)
f(Alt .lz) = ~ <: ι

l 0 elsewhere (5. 1)

예기셔 JJ>-1는 v-I次의 第-鐘 &잃el 뼈數이고

J p -
1
(ia싸갱=효 (-1)챔αν파앓값+p-l

..~킹 22m+p
- 1m1F(m+v)

(4AL ll껴)"
A， α 는 E의 實數이고 c= - …- ‘ .. _"W ... " 、

또 Al A2의 周邊分布를 f (A)라고 하면

- (4ALα2)" 냥
f()j= ~"';.\{A~<pe-(A-효)- -r(v) (4Aj

다옴에 Al과 A2의 相關係數롤 求해보자-

(5.1)의 mOl뾰nt 母뼈數는

(4ALα2) p
M«(Jlt ( 2) = ~ .. , III “, . “ ‘
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故로

EOI) =E(Az)

EOD=E(AD

4Av
￡강二감

16A2lJ (lJ+1)
(4A2_a2)2

- 16A2v (lJ+1) _ 4v~ __ 4v(4AZv+α2)
E(AIA2) - (4A2-a2)2 패2_감 (4A2_ a2)2

Cor(AIA2) = 4vα2- (4AL a2)2

따라서

VeAl) = V(A2)
16vA2

(4.뀔갚2)강

POl씨=뚫2" (α듣2A)

여기서 t>O 에 對혜서

O J._T ι

α=촌뚫， A=τ꿇.- (O<a<l , h>O)

라고 놓으면 (5, 1) , (5, 2)는

( blrl- l " , , ":1 _κ갱1 …”l v-I (A녀2)-2-e 1=강TJV- l (숭=;εν낌;)
f eAh ι) =~ r(lJ)(l-aZl') {iaη

lo (AbAZ>O)
elsewhere (5, 1')

f(A) --K----A”-Ie-ii- rev)
가되고또

lJ (lJ+1)
E{)') =웅， E쩌=긴쫓L， V(A)=1T

(v+ aZl')
E().lA2)=~τ~a ) , POlo ).2) =aZl'

(5,2')

(5,3)

가휩.

時間을 單位長의 同間隔으로 區劃할 혜 各區間에서의 事鎭의 生起數가 Poi-
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앉IOn :5t布에 따르고 았을 혜， Pois잉n parameter 가 A 이연 한 展間內에서의 흉￥

象의 生題數7} X 얼 確짧은

1%

P(X)=찮e-λ (X=O, 1, 2, ••••••

로 주어진다. 이 parameter A가 (5，2')에 따른다고 하면 한 區間內에서의 專

象의 生超數 y의 分布는

P(y)=.C캄 e-J. f o.)d),

한~I "(.1+ν-le-( l+b»). d)'
F(Y+OF( lJ) Jo

(y=0, 1, 2,·····‘)
6μ'F(y+v)

(I+l»화젠강-1)F(lJ)

다음에 이 zp:헝과 分散을 求하연

E(y)=효~y 뽑e→ f()')d)'=J:깐0)없

=E(l)=용

s:.

i。 ∞ ),Y _-1 L"{1U1_ v(v+l)
E(y2)=J。활. ;1 e- J. f(A) dl.=~경;2 .... ' +τ

故로

_ lJ (l+b)V(y) =E(y2) - {E(y) }2= "'\1. -;;UI

(5,4)-

(5,5)

(5, 6}

여기셔 t(t=1， 2， ……， N)養째의 훌間얘서의 生起數흘 Xt=y, T(T=1 , 2, .,.
"', N-I) 單位만큼 援廣間에셔의 生題數흘 Xt+T=Z라 하고 各各 훌훌間에셔의

뼈rameter를 At= ),1, At+T=A:z, A.‘와 At+7’ 사이에는 (5， 3)의 租關이 있다고 하

면 y 만 얼어났다는 像件下에셔 z만 얼어날 確率온

∞r∞ A1Y _-2. 1~ _-1P{zly} = InJ n :r e- J.1 ,,::, e-J.·!(11A2)d1.1d A.21
_ v ’ ” ’‘ ~

f~J~황e-J.1 f().h A2)dl1d A.2 (5,7).
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Poisson過程에서 f풍數가 時間에 따라 變하는 경우 그 確率에 關하여

II’(l-a2t)P+Y+%(l+b) ,,+v ~ rem+v+y)F(m+v+z)
t(z+l)r(y+ν')(1-션누j표핀과옳 f F(m+v)F(m+l)

( l~::+b )값X\l-=환주b

z의 像件付 平헝 및 分散은 (5， 7)에셔 얻어진다.

∞ _2T ., ’2T
E(zly)=갚zp(zly)=습rY+숭 (1--찮-)

싫.:(:.-1) P(zly)을 託算하고 이것과 (5， 9)에서

~rr

V(zIY)=-i7쓴~(a'n'b2+b-azr+2)y
b(l+ [,)2

a2T (l -a2T) (1-a2T+b)
+τ각rγ~ ([，3+4b2+2b+l)ν+ ← !J2 ν2(1 +[,)2

(5, 8)-

(5, 9),

(5， 10)이

좋 얻음. 윗式에셔 E(::, Iy) V(z Iy)가 둘 다 y 의 -次式으로되약 었다. (5, 9),

에서 T가 크게 되면 y 의 影響은 적지 않다.

!jm E(':ly)=~， lim V(:::ly)= 1.1 (1파힌
T-∞ o T→。。

가 된다. 이들 式의 右邊은 各各 周邊分布의 降얘: 없는 平행뻗 및 分散이다..

다음섹 y 와 :의 相關係數플 求하연

..n2T
Cor(y, z) =E(yz) - E(y) E(z) =숱-

이므로

(5， 6)에서

있어서 b와 v의 推定{直 6 와 ψ 는 (5， 5)와 (5， 6)에

求할 수 있다.Y의 標本2jS형을 y, 標本分散을 δy2라

_2T
p(y, z) =p(T) =화J

를 얻음. 여기서 (5， 9)에 있어서의 y 의 係數는 y와 z 의 相關係數임을

었다.

다음에 IJ, a,[，의 推定에
서의 moment 法에 依하여

고하면

(5, 13) ‘

0 1- '"‘g 기
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용용

h=~객- δ;-ji ’ (5,12)

가 됨 . a 의 推定에는 E(y,z)=v(ν+a었)/b2을 利用활 수 있다. 홈n

Fir
”
(y十a2'η

rT= u ,." 쉴x，x，산T=~ (5,13)

에 있어 서 (5， 12)를 代入하여 a'l!I’에 關하여 풀면

a'l:T=감-jiξ (5,14)
a-;-ji

T=l이라고 하연 0.2 가 얻어진다.

이 /i.2에 對해셔 T=2，3，······라고 해도 (ε14)가 廳本讓差의 範圍에서 成立

되어야 한다. 그렇지 아니한 경우에는 model온 不遭合하여 진다.
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