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Abel 團의 正規完備化에 關하여

任
ss 求

1. 序 言

園A가 完備團 (complete categcπy) c의 充滿部分圍 (f떠I s비)Cat않ory)이고 A

를 包含하는 C의 完橫充羅I훌훌E分團이 存在치 않을 때 C를 A의 完備化(complet­

ion)라 한다[7].

園의 完備化에 關한 짧究가 主로 c. Ehresmann [2J, l. 싫mbek [I3] 및 J,

R. Isbell ([7], [10J)에 依하여 이루워졌고 特히 ]. Lambek 가 提起한 小圍

(sn뻐11 category) A에서 集읍의 團 Set로의 빼手들의 園[A， Set]의 蘇完備性­

의 問題(d. [13, pp. 21])를 l.F Kenn파on이 [12J에셔 解決하고 그 後에 園의

完備化에 關한 여러 性質들이 P.l. Freyd.와 G. M. Kelly [5J 및 P. Gabriel과→

F. Ulmer [4J에 依하여 發表되었고 特히 Ab녕團의 完備化에 關한 짧究結果가­

H. Herr1i낭l와 G. E. Stauffer [16J에 짧하여 發表되였다.

s:. 團의 표規完備化(normal completion) (定義6. 짧照)에 對한 맑究옮果가 J.
R. Isbell에 依하여 [7], [8J에서 發表되였고 l.F. K얹nison는 完備團C의 充輔‘

小部分團A의 1E規完備化는 C가 雙園(bicategory) (定義8. 흉照)의 構造을 갖일

혜 存在 함을 밝혔다[l1J.

本論文에셔 團의 完備化및 正規完備化의 性質을 2節에서 論하고 3節에서

團A의 廳納的對舞簡(category of inductive objects) A가 完備이고 A는 A로­

充輔理藏됨을 證明하고 4節에서 完備 Abel團는 그 小充滿部分簡의 표規完備

化을 갖임을 證明하였음.

여기서 使用되는 用語및 記鍵는 主로 [7J [14J에 따른다.

2. 園의 完備f!::

完觸題A에서 簡C까지의 빼手 G가 圖式(버agram)들의 趣限을 保存 한다면‘

G를 閒빼手 (closed functor) 라 한다.

定義 1. 園C의 部分簡B의 理藏빼手가 閒뼈手 일예 B률 훨性閒部分훌륭

(않않rot빼lly closed subcategoη) 이 라한다. 또 이 혜 定靈域이 B어l 있는 C에서

의 모든 同型射가 B에 았다면 즉 同型閒(뀔omorphism-closed) 이면 B를 閒휩L

分團 (closed subcategory) 이 라 한다.
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定훌훌 2 A , B ,가 題 C의 部分關이고 I:A-• C , J:B-→C를 各各 理藏

빼手라 할때 ST와 TS가 各各 힐等빼手 IB, IA와 自然同型 (natural isomor­

phism) 이고 또 JS가 l에 自然同型이며 IT가 J에 덤然同型이 되는 뼈手 S:A

-• B, T:B-→A가 存在 한다면 A와 B는 C에셔 同陣(equivalence)라 한

다.

補助定理 1. 簡C의 모든 薦性閒充滿部分園는 唯-한 閒充懶部分題과 C에

서 同i直이다.

훌훌明 B률 C의 置性閒充滿部分簡이 라 하고 I를 B의 C內로의 理藏閒빼手 :!:E

.I (B)는 그對象을 定훌훌域으로 하는 C의 모든 同型射가 I(B)에 있도록하는對

象들로된 充橫部分園이 라 하자.

I(B)에셔의 圖式 E:E-→C의 極限을 {Ijj (i) : L-• E (i)};EE 략면 E(i)E

.I(B)이므로 B에셔의 圖式 D:E-→B를 얻는다. 但 모든 iεE에 對하여 E

(i)=ID(i)이다.

B가 賣性閒充滿部分題 이으로 圖式D의 B에서의 極限{Wei) : y-• D(i)iEE

가 存在하고 I(Y) (EI(B» 는 圖式E의 趣限이다. 따라서 (I(Y)슨L이고 I(B)

는 閔充輪部分簡이 다. 이려하여 本補助定理를 얻는다.

定훌훌 3. 團C의 部分團B가 I:B-→C에 依하여 充編理藏되고 I가 趣限

保存빼手이고 C에서 題限을 갖는 B에서의 모든 圖式。lB에셔 極限올 갖는다

면 즉 I가 極限을 만든다면 (I creates the limits) B를 普遍部分園 (universal

subcategory)이라 한다.

簡C의 部分題B가 I:B-→C에 依하여 理藏되고 I가 極限保存빼手이면 B
플 흩限保存部分團(1뼈it-conservative subcategory)이라 한다.

定훌훌 4. A흘 園C의 部分團이 라 할혜 A가 趣限保存部分簡이 될수 았는

C의 暴大充構部分團 B플 A의 充滿칸택크트 (f띠I context) 라 한다. 즉 充滿

칸텍크르 B는 A에 았어서 모든 圖옳D의 趣限L에 對하여 D흘 C에서의 圖式

으로 생각하고 {Ijj' (j) : X-• D (j)}iED 를 D의 兩立旅 (compa섬hIe f.뼈ily) 이 라

활 때 (X-→D(j)=X-→L-→D(j» 인 g가 唯一히 존재 활수 었는 X들로

이루워진 充輔部分簡이 다. 但D:D-→A.

雙對的으로 용훌閔빼手 (co-closed functor) , 홉性餘閒都分團 (essentially co-cl않ed

suhcategory) , 餘普遍部分團(co-unive엉al subcategory) , 充滿餘칸텍크트(full

'CO-context)를 定훌훌한다-

〔注J [7J, [8J에서 閒빼手， 餘閒빼手等을 ‘各各左閔빼手(left closed functor) ,

右閒빼手(right closed functor)로 定義하고 있음.

定理 1. 簡C의 部分簡A의 充網칸텍크트B는 蘇普遍部分團이다.
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훌훌明 . E:E-→C흘 B에 있어서의 圖式， {¢(i): E(i)R} iEE를 圖式E의 C
에서의 餘趣限 (co1imit) 이 라 하고 {lff (j) :L→D(j)}κV"를 圖式D:D-→A의 A

에서의 極限이라 하자.

또 {A (j) : R-→ID(j)bεD를 C에서의: 圍式;ID의 兩立族이라 하자. 但I:

.<6.-→C는 包含뼈手이 다.

射A (j)와 ¢(i)는 감成射 A(j)¢(i) : E(i)-→R-→D(j)를 갖는다. 이 째모

든 iEE어1 對하여E(i)EBoj 고， JED에 對하여 [A¢(i)] (j) =A(j)¢(i)로 定

義하면 {[A¢(i)J (j) : E (i)-→R-→ID(j)}jEV는 C에서의 圖式 ID의 兩立族

이 된다.B가 充滿칸텍크트 이무로 A(j)¢(i) =lff (j)f(i)로 되는 射 f(i) :

E(i)-→L가 唯一히 存在 한다.

그러므로 μ : i-→k(εE)에 對하여 f(k)E(μ) =f(i)이고 {f(i) : E(i)-• L}

iεE는 圖式 D에 對한 餘兩立族(co-compatible family)이 된다.

따라서 모든 iEE에 對하여 (g¢(i) =f(i)인 g:R-→L가 唯-히 存在 한

다. 한편 모든 iEE에 對하여 A(j)¢(i) =lff (j )f(i) =lff(j)g¢(i) ， 이리하여 lff (j)

g=A(j)염을 알수 있다. 모든 jεD에 對하여 lff (j)g' = A(j)인g' :R-→L이

存tE 한다면 lff (j)g’¢(i) =A(j)tft (i) =lff(j)f(i)이표로 g'tft(i) =f(i)이고 g二g'

이다. 짜라서 {lff (j) : L-• ID(j)} JED는 團式 ID의 極限이고 REB이다. 즉

R는 B에서의 圖式의 B에 있어서의 餘極限이고B는 包含빼手에 의하여 C로

理.藏된다. 이리하여 B는 餘普遍部分關이다.

定義 5. 團C의 部分關A를 包含하는 모든 C의 充滿閒部分團의 共通部分을

A의 充編閒包 (f벼I closure) 라 한다. 또 A를 包含하는 C외 充滿普遍部分團들

의 共通部分題을 A의 充滿흥훌遍閒包 (full universal closure)라 한다.

雙對的으로 充滿餘閒包 (full co-clesure)및 充滿餘뽑遍閒包 (full couniversal

closure)을 定훌훌한다.

系， 團C의 完備充懶部分團A는 A의 充滿餘普遍閒包에서 員性閔部分團이 된

다.

證明 A는 A의 充滿칸텍크프B에 包含되고 定理 1 에 依하여 B는 充觸餘

普遍이다. 이려하여 B는 A의 充滿餘普遍閔包F롤 包含 하므로 A의 F內로의

理藏뺑手는 趣限保存團手이다. 따라서 F는 廣性閒部分圍이다.

定義 6. A를 完備關C의 充滿部分簡이 라 할때 A의 閒包와 餘閒包가 다같이

C이면 C를 A의 正規完備化 (normal rompl앙ion) 이 라 한다.

C를 A의 正規옮備化라 하고 B를 A를 包含하는 完備充滿部分團이 라 하면

B의 餘閒包는 A의 蘇閔包올 包含하고 A의 餘閒包는 C이므로 B의 餘閒包도

C이다.
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定理 1의 系에 依하여 B는 盧性閔充滿部分簡이 다. 補助定理 1에 依하여B
는 C에서 C와 同f直이다. 雙對的으로 A률 包含하는 餘完備充滿部分題도 C에

셔 C와 同f直염을 알수 있다. 따라셔 다음 定理를 얻는다.

定理 2. 簡A의 正規完備化는 A의 完備化이 다.

團A의 完備化C가 正規完備化라면 A를 包含한 C의 完備充浦部分題몇 홉용허i

備充輔部分簡운 C에서 C와 同{直01 다. 反對로 A를 包含한 C의 모든 完備充滿

部分簡파 餘完備充滿部分園이 C에서 C와 同{直라면 A의 充輔閔包및 充輔餘

閔包도 C와 同{直 이므로 C는 A의 正規完備化가 된다.

定理 3. 園A의 完備化C는 A를 包含하는 C의 모든 完備部分簡몇 餘完備充

輔部分園이 C에셔 C와 同{直 일예에 限하여 A의 正規完備化가 원다.

3. 훌훌納的對象園

A. Grothendiek [15J와 H. B. Stauffer [16J에 論述한 方法을 使用해서 圍A

로 부터 새로운 團A를 만을고자향.

I를 有向集合(團으로생각함)， 이라 할 해 圖式 ..4 :1-→A에 對한 餘趣限
~ ~i

을 훌훌훌빼的훌限 (inductive limit) 이라 하고 limA;로 表示하고 또 有向集合을 定;

‘-
훌훌域으로 갖는 A에서의 요든 圖式에 對하여 廳納的極限을갖는다면 A는 훌훌훌해

的훌限下에셔 닫혔다고 한다. 雙對的으로 A에 對한 趣限을 射影的훌限 (proj­

ective 1빼t)이라 하고 limA로 表示한다(d. [14, pp.47-49]).

위에서 말한 圖式A를 A의 歸納的對象(inductive object, 簡單히 ind-obj，없)­

라한다.

두개의 歸納的對象 ..4 :1-• A , jj: J-→A에 對하여 A에서 효까지의 射를

다음과 같이 定훌훌한다. 즉 모든 iE[.와 빼手 rjJ :I-→J에 對하여

A;-----•limA‘
El -τ→

• •g

BI!J(i)--→I뼈B;
I 얘(i) j •-

인 g를 A에서 홉까지의 射라 하자. 그러면 {A;→B，p(‘’→변Bi};EI는 A의’

餘兩立族이므로위 圖形을만족하는射g는唯一히 存在한다. 따라서 g는모든

iEJe에 對하여 I;와 ￠에 依해서 않定 되므로 g를 한 順序雙 (¢Jz!;)iEI 또는 簡
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單히 (t/JJ)로 表示한다. 즉 Hom(A,.8) =Hom{l판'1;， I벽Bj)이 다.

..
Hom(A，B)에서 (t/JJ;);EI와 WJ/)‘EI는 모든 iEI에 對하여 Ai」→Bφ(‘)

→Bj=A;-정B.pci>→Bj와 같。l 되고 j략(i) ， κ (i)인 jE까 存在할때에 限
해서 同植가 된다.A의 훌훌納的對象들의 類를 A로 表示하자. 다음에 A에셔 C

:K• A , IζJζK라하고 두개의 射 (l/f, gj) jEJ.8• C, (t/JJ;) ;EI : A

→R에 對하여 (l/f, g j) jEJ (t/JJ;) ;EI = «(ff'φ'， g~… fi) ;드I: A-→δ라변 이것은A

에서 射들의 合成이 된다. 따라서 A는 이들 射와 結合法을가지고 團을 이룬

다. 이 團을 A의 훌훌훌빼的對象홈훌이라 한다.

S를 元素 하나만을 가진 集合이라 할예 S에서 A까지의 뼈數를 SA: S-• A
,--• A

로表示하자.

AEA, (A : 1-→A)에 對하여 (hA=Hom( , limA;): A※-→Set를 對應시

키면

γoneda 補助定理에 依하여 全單射

l/f : Hom(hA , hjj)→Hom(편A;， limBj)를 얻는다. 但 A*는 A의 雙對園이

다.

따라서 빼手 F :A.-→[A※， Set]는 充滿忠寶理藏빼手이 다. 但F(A) =hA

定義 7. 빼手 hA와 自然、同型안 뼈手G:A혔-→Set를 훌훌納的表現可能홈手

-(inductive representable functor)라 한다.

定理 4-. 團4의 題納的對象團 A는 [A※， Set]로 充滿忠寶理藏되 고[A*， Set]
의 歸納的表現可能빼手로된 充編部分圍과 同{直이 다.

마음에 A에셔의 簡式 D:K-→A에 對한 餘極限을 求하고저 한다.

I;. (kEK) 를 有向集合이 라 하고 D(k)=A;.: 1-→A라 하자.
m 씨

i--’A “
또 μ :k-→k’ EK'에 對하여 D(μ)를 다음 圖式

A;.; ---• limA;.;

자i@l 파D(μ)
A;.’lOci> →떤싸’1 (可換)

이 可換이 되는 f뼈와 t/J: 1;.-→Ik와의 짝 (t/J, i;.; .p)로 定한다.

M=U;.EKII라 하고 (Hom (k, kf
) *t/J, Hom (t/J (i) , j)추t/J (但 iEI;., jεI;.)

옐때에 限해서 M에서 t드j라면 M는 이 !順序에 關해서 有向集合이된다.
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T: M-• A , 任意의 iElkcM 와 ip ; i-→jEM에 對하여 T(i) =Aki..
rio¢'

T(ip ): Aki-=":↓Ak'9<il-→Ak-i라면 TEA 이 다.

K에서 A로의 한 定fu훌國手(constant functor)를 ConstT라 하고 μ : k-→k，ε
φ ，ψ’

Iζ에&對하여 (Ik-→M=Ik-→Ik'-→M)라 하자. 또 η :D-• constT 라연

Ak‘
---• limAk;

fkiψ ↓ •
Aψ<il-→l뺑Aki

이고

Aki~--→limAk‘

자i9 ↓ ↓ D(μ)

Ak'7<il-~했↑k'j

Ii φψ • ↓ ηk

Aψ</><j) limAk’i
11--→굵7

Aψ(il II
limAk;

따라서

D(k)--T

l i|
(DJ.l) • !{

D(k') --T
ηk’

즉 η는 터然變換이다-

θ φ f).

X:N-• A(EA,) lk-→N=lr~→lk，-→N

에 對하여

(可換〉

(可換〉
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D(k) \ 、\응I

D(μ) | S￡

I /

i3(k’)/ 좋k’ (可換)

이 라면 lim~Aii=lim.(li"!Aii)이므로 화=a'η k 인 aEA가 唯一히存在한다..
-••-. --’ -+ME: litζM

2:.
「

~!
A!i _ .... -→liη'tA!. - -• limA!.
I ( I 표;?fr

I ./

• • / / a
AU li> --• limAij ‘
II No퍼*

Au’φ‘il (可換)

條件을

雙團을A의

따라서 T는 圖式Dol 餘趣限이다. 雙對的으로 D의 趣限을 求할수 있다.

또 E:A-→A라면 f:A-→BEA에 對하여 E (f) = (l.'/), 但 1.:S­
$1-→링‘

S, S= {s}이므로 E는 A에서 A內로의 充滿理藏빼手가 된다.

定理 5. 園A의 훌훌納的對象團A는 完備團이고 A는 A로 充輔理藏된다.

補助定理 2, A가 Abel園이연 그廳納的對象園A도 Abel 園이다다6J.

4- Abel園의 正規完備11::

I와 P를 各各 團A의 모든 同型射블 包含한 部分團이 라하고 I의 射를 훌훌準

單射(canonical inje<πion) ， P의 射롤 射影(projection) 이 라 한다.

定훌훌 8. 圍A 및 그部分園I， P， 의 願序의 짝 C=(A， I， P)가 다음

滿足 할예 C를 A의 훌홈 (bicategory)이 라 한다.

(1) A의 모든 射 f는 gh로 表示펀다. 但 gEI,
(2) 모든 鷹遭單射는 單射이고 모든 射影은 全射이 다. [9J

補助定理 3. 圍A에셔 全射이고 單射안 射가 桓常同型射일혜

唯一히 만들수 있다[7].

團C의 單射 i=jk(但k는 全射)일때 k가 同型射라면 i를 極f直的單射 (extre­

mal monomorphism)라 한다. 雙對的으로 趣{直的全射가 定義펀다(extremal epi­
morphism) [6, pp. 1l0].

M률屬C의 모든 單射의 類(el잃s) E를 모든 全射의 類， M O , E。를 各各 C

의 모든 趣f直的單射의 類， 極{直的全射의 類라 하자.M’eM이고 C의한 對象..
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B의 部分對象A에 對하여 m:A-→B이 M'의 單射m’로 表現될때(즉 m=m’p)

A플 M'-部分對象(M'--subobejct)라 한다.

C의 充編部分圍A의 對象들로완 모든積(product)XAi, (AiεA)를 對흉으로

한 C의 充輔部分園을 Pr(A)로 表示하고， A의 對象들의 모든 部分對象으로

←된 C의 充滿部分園을 Sb(A)로 또 A의 對象들의 모든 M'-部分對象으로된 C
의 充浦部分團을 M’-Sb(A)로 表示한다.

補助定理 4. A를 完備圍C의 小充輔部分圍이 라하고 (M， E)를 C上의 雙園

의 構造라할때 MO-Sb(Pr(A)) 는 A의 正規完備化이다다1].

定理 6. 完備Abel簡는 小充滿部分圍의 正規完備化를 갖는다.

훌훌明 C를 完備Abel圍이 라하고 A를 C의 小充滿部分簡이 라 할때 모든 全單

射는 휠常 同型射가 된다(d. [6. pp 97)).

M， E를 各各 C의 標準單射類， 射影類로 하면 補助定理3 에 依하여 (C, M ,

.E)는 雙團이 된다. 補助定理 4 에 依하여 A의 표規完備化가 存在한다.

뼈 1. 定理 4와 補助定理 2 에 依하여 小 Abel園A의 廳納的對象園A는 完備

Abel 團이고 A를 A의 充滿部分題으로생각하면 定理 6과 補助定理4 에 依하

여 A의 對짧들의 모든 積을 對象으로 하는 A의 充滿部分園에서 A의 極f直的

單射로 表現되는 모든 MO-對象으로된 充滿部分簡이 A의 正規完備化이다.

뼈 2. 小Abel簡A에서 모든 Abel群의 團Ab 까지의 加法的빼手의 關 [A , AbJ

는 完備Abel簡이고(d. [3, pp. 110)) , H: A※-→[A， Ab]， (但 hA=Hom
ω ω

A---•-• hA

‘(, A) ，)는 充滿理藏빼手이다(d. [3, pp. 115)).

[A， Ab]에서 모든 單射(全射)는 趣{直的單射(全射)(d. [6, pp. ll1J)이묘

로 H(A※)를 A와 같이 생각할예 補助定理4 에 依하여 A의 對龜들의 모든 積

틀로된 [A， Ab]의 充輔部分團Pr(A)가 A의 正規完備化염을 알수있다.
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